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本 《大 系 》 主编 吴 文俊 院士 出 席 纪念 数学 家 
al-Kashi (? -1429， 阿 拉 伯 ) 国际 会 议 留影 
刘 上 车 军 摄 于 伊朗 卡 山 大 学 2000 年 11 月 


本 《大 系 》 副 主编 沈 康 身 与 《国际 数学 史 杂 志 》 
(Historia Mathematica) 主编 道 本 周 (J.Dauben) 合影 


沈 嘉 未 摄 于 杭州 ，1988 年 7 月 


中 国 数学 史 大 系 00 | 


序 


1984 年 间 , 四 位 中 国 数学 史 的 专家 教授 ,倡议 缮 写 一 
部 全 面 论述 中 国 传统 数学 历史 发 展 的 巨大 著作 , 取 名 为 
《中 国 数学 史 大 系 》, 这 四 位 教授 (以 年 事 为 序 ) 是 : 

北京 师范 大 学 的 白 尚 想 教授 ; 

杭州 大 学 的 沈 康 身 教授 ; 

内 蒙古 师范 大 学 的 李 迪 教授 ; 

西北 大 学 的 李 继 闵 教授 。 

中 国 传统 数学 源远流长 ,有 其 自身 特有 的 思想 体系 
与 发 展 途径 ,从 远古 以 至 宋 元 , 在 很 长 一 段 时 间 内 成 为 世 
界 数学 发 展 的 主流 ,但 自明 代 以 来 ,由 于 政治 社会 等 种 种 
原因 ,特别 如 明 末 徐光启 所 指出 的 那样 ,一 方面 “名 理 之 
f АХТА", УКЕ Ж, ВЖЖ 
理 ”, 致使 中 国 传 统 数 学 濒于 灭绝 ,以 后 全 为 西方 欧 几 里 
f f Ж ЖЖ UL E PE, 虽然 康 乾 之 世 曾 有 一 度 重视 ,但 
KEFTAR HET REM 0.08 E 20 世纪 中 时, 李 促 、 钱 宝 
珍 先 生 撰 写 中 国 数学 史 专 门 著 作 进 行 介 绍 , 使 中 国 古 算 
得 以 不 绝 如 缕 。 到 70 年 代 特 别 是 改革 开放 以 来 ,全 国 兴 
起 了 研习 中 国 传统 数学 的 高 潮 , 论 著 迭 出 , 仅 就 对 《 九 章 
算术 》 与 注 者 刘 徽 的 各 种 形式 的 专著 ,就 在 10 种 以 上 ,其 
它 方面 论著 之 多 ,更 难以 统计 ,这 些 研究 使 中 国 传统 数学 
的 固有 特色 ,如 构造 性 、 机 械 化 ,以 及 离散 型 的 算法 形式 


1 序 


等 ,与 西方 欧 儿 里 得 传统 好 然 异 趣 , 得 以 贻 然 在 目 , 甚 至 
国外 数学 史家 ,也 表示 了 对 中 国 古 算 的 浓厚 兴趣 , 李 约 瑟 
的 中 国 科 技 史 巨著 固 不 待 论 ,此 外 还 酝酿 了 《 九 章 算 术 》 
与 刘 徽 注 的 英文 与 法 文 编译 ,尤其 值得 一 提 的 是 :《( 九 章 
算术 》 刘 徽 注 中 关于 阳 马 术 的 一 段 术 文 , 过 去 认为 有 脱 沁 
外 误 而 难以 理解 ,丹麦 的 Wagner 先生 却 给 予 了 正确 的 解 
释 , 使 中 国 古 算 中 一 段 辉煌 成 就 ,得 以 大 白 于 世 。 虽 然 如 
此 ,目前 国内 大 部 分 群众 对 中 国 数学 的 成 就 和 发 展 情况 
了 解 仍 嫌 不 足 , 已 有 的 同类 书籍 却 偏 于 某 一 侧面 ,不 能 满 
足 现 在 教学 .科研 或 其 他 方面 的 需求 。 已 有 的 工作 与 我 国 
的 发 展 形势 还 不 太 相 称 ,国际 学 术 界 也 有 和 较 强烈 的 要 求 ， 
希望 有 大 型 的 中 国 数学 史 著 作 问 世 。《 大 系 》 的 倡议 ,可谓 
来 自 这 些 对 客观 形势 的 分 析 , 有 鉴于 客观 上 有 此 必要 而 
来 。《 大 系 》 全 书 是 编 年 史 , 自 上 十 以 迄 清 末 , 共 分 八 卷 ,各 
卷 自 成 断代 史 , 除 复原 古代 算法 的 形式 ,并 对 有 照 以 近代 算 
法 外 ,将 尽量 收入 各 家 最 新 研究 成 果 , 以 期 能 对 中 国 古 代 
数学 的 发 展 情况 与 辉煌 成 就 作 一 次 较 彻 底 的 清理 与 研 
究 , 借 以 达到 发 扬 成 绩 ,总 结 规 律 ,预见 未 来 并 服务 于 我 
国 四 化 建设 的 目的 。 

《大 系 》 在 白 、 沈 与 二 李 等 四 位 倡议 与 领导 之 下 ,有 不 
少 中 算 史 的 专家 学 者 参与 了 写作 ,规模 之 宏 , 在 国内 外 还 
从 未 见 过 ,可 谓 首创 。 不幸 的 是 ;在 写作 过 程 中 , 李 继 闵 教 
授 于 1993 年 因 病 逝世 , 白 尚 恕 教授 也 于 1995 4E [9] Bh ЖШ 
世 。 这 影响 了 编写 进程 ,使 (大 系 》 的 写作 不 得 不 一 再 延 
期 ,原来 的 计划 也 作 了 某 些 局 部 修改 ,所 幸 赖 写作 者 的 积 
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极 工 作 , 以 及 北 师 大 出 版 社 的 高 度 热情 ,第 一 部 分 一 、 二 、 
三 卷 自 上 十 以 迄 以 刘 微 为 中 心 的 三 国 时 代 , 终 于 问世 。 在 
《大 系 》 全 书 不 久 即 可 全 部 出 齐 之 际 , 聊 志 数 语 , 以 示 庆 
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副 卷 第 一 卷 前 言 


1996 年 之 秋 与 李 迪 教授 在 北京 师范 大 学 新 松 公寓 促膝 讨论 、 
筹划 八 卷 〈 正 卷 ) 本 《中 国 数学 史 大 系 》 编 写 程序 及 提纲 ， 并 约 
在 正 卷 完成 后 ， 另 编 副 卷 二 卷 ， 由 我 俩 分 担 工作 。 

当 1999 年 年 终 正 卷 编 务 初 成 , 笔者 即 着 手 撰写 所 分 担 的 副 卷 
第 一 卷 :《 早 期 数学 文献 》。 

汉 简 《算数 书 》 已 在 80 年 代 出 土 , ЖН. (838 # 2000 年 
9 月 才 整 理发 表 。 作 为 内 篇 引入 本 卷 ， 并 作 解 说 ， 非 常 及 时 。 

经 过 一 个 世纪 学 者 们 的 辛勤 发 气 、 钻 研 和 发 扬 光 大 ， 博 大 精 
深 的 中 算 在 世界 文化 史 中 倍 受 关 注 ， 已 取得 盛誉 。 有 比较 才能 有 
鉴别 ， 我 们 应 该 尽 可 能 详尽 地 了 解 各 时 期 世界 各 地 区 各 民族 数学 
发 展 情况 : 对 同一 数学 现象 各 自 研究 的 深度 、 广 度 ， 解 决 问题 的 
方式 方法 ， 繁 简 程 度 ， 时 间 先 后 。 知 已 知 咎 ,才能 进一步 给 中 算 
作出 客观 、 中 肯 的 评价 。 这 是 之 所 以 在 《大 系 》 中 写 这 一 副 卷 的 
主要 目的 。 

早期 外 国 数学 文献 材料 时 间 起 迄 问题 。 我 们 考虑 到 中 算数 学 
内 涵 跨 度 很 大 ， 要 做 好 中 外 比较 ， 这些 材料 上 自 远 十， 下限 应 达 
18 世纪 , 甚至 到 18, 19 世纪 之 交 。 这 样 做 , H. G. Horner (1786 一 
1837) 数值 解 方程 的 创见 和 С. F. Gauss 名 著 《 算 术 探 讨 》 
(1800) zr EF Yt 3E 8199 E Zr o E Jud Xp E CR CR, E 
一 方面 ， 又 考虑 到 数学 史 研 究 在 数学 教育 中 的 作用 ， 那 么 欧洲 中 
世纪 、 文 艺 复兴 时 期 、 以 及 17，18 世纪 时 有 关 的 丰硕 成 果 ， 也 应 网 
领 性 地 提示 或 列举 。 
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远古 先 民 因 受 交通 条 件 限 制 ， 文 化 交流 几乎 是 不 可 能 的 。 后 
来 丝绸 之 路 既 通 , 驼铃 多 销 商旅 往来 、 文 化 传播 就 不 可 能 避免 。 这 
条 丝 路 纽带 沿途 及 其 周边 地 域 数学 文化 作为 外 篇 。 我 们 分 七 编撰 
E: 埃及、 巴比伦、 希腊、 印度 、 阿 拉 伯 、 欧 洲 (6 至 18 EE) 和 
日 本 。 

笔者 对 于 中 外 数学 发 展 比较 研究 特 感 兴趣 。 这 一 研究 首要 条 
件 是 掌握 第 一 手 资 料 , 这 在 先前 是 有 困难 的 ,当时 曾经 率直 申述 
“今后 如 能 多 看 到 一 些 外 国 古 代 原 著 ， 这 些 问 题 还 会 发 现 。 比 如 ， 
MEARE EHD) 的 原著 ， 或 是 阿 奈 尼 (Anania) 的 
原著 。” 改革 开放 后 情况 就 大 不 一 样 。 我 先 习 读 J. W. Dauben 送 
给 我 的 那 部 巨著 : The History of Mathematics from Antiquity to 
the Present A Selective Bibliography, Pub. Inc. New York 
and London, 1986 ( (HAK EE E X UE TE, KEKE Е 
点 必需 的 文献 。 然 后 在 国内 图 书馆 、 在 出 国 工作 期 间 着 意 完 整 复 
Hs 又 央 请 侈 友和 在 国外 儿女 非 协 助 收集 提供 。 积 数 年 之 力 ， 过 
去 可 望 不 可 接 的 要 籍 18 种 竟 按 需 全 部 上 我 书 案 。 

由 于 材料 来 处 不 易 ， 笔 者 确实 痛 下 决心 ， 潜 心 习 读 。 各 种 专 
著 文 种 不 一 ， 语 言 难度 ,不 言 而 喻 。 曾 经 请 教 我 校 有 关 专 家 指点 。 
各 编 人 物 、 成 果 介 绍 ， 大 致 先 录 СЮ XR. EAHA (原著 章 
节 ) 然后 作 数 理 分 析 ， 必 要 时 作 中 外 史 事 简要 对 比 。 

为 加 强 真 实感 ， 各 编 还 穿插 图 版 、 插 图 及 原著 书 影 。 为 达到 
见 贤 思 齐 的 效果 ， 我 们 还 慎 选 数学 家 造像 数 十 帧 ， 散 列 有 关 文字 
之 中 。 我 们 还 绘制 数学 历史 地 图 ， 这 是 创举 。 

本 卷 第 五 编 第 二 章 第 二 节 阿 尔 。 卡 西 是 我 校 物理 系 毛 培根 教 


© ARF. 中国 古 算 感 的 世界 意义 .数学 通报 ，1957 (6): 1—4. 
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授 主 稿 。 他 早年 留学 苏联 莫斯科 大 学 ， 精 通 俄 文 。 从 卡 西 《 数 学 
钥 》《 量 图 》 俄 文本 撰写 文稿 ， 为 此 他 辛勤 工作 两 月 。 本 卷 其 余 
各 编 各 章 书 都 是 笔者 执笔 。 限 于 水 平 ， 虽 经 多 方 努 力 ， 仍 存在 缺 
陷 ， 请 同志 们 批评 指正 。 | 
笔者 的 妻子 鲍 靓 包干 一 切 家 政 ,使 能 全 力 投入 写 书 , 对 她 圳 心 感谢 。 
在 编写 过 程 中 , 对 中 国 科 学 院 吴 文俊 院士 的 热心 指导 、 鼓 励 ， 
对 北京 师范 大 学 出 版 社 的 大 力 支持 表示 衷心 感谢 。 


沈 康 身 
2001 £ 12 F 5 H F 
浙江 大 学 理学 院 数 学 系 
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一 、 符 号 统 释 

对 种 概念 作 分 类 时 ， 其 并 列 类 概念 用 四 ， 四 ， 轩 … 表 示 ;， 作 
说 明 、 解 释 分 层次 时 ， 用 其 一 、 其 二 …… 分 档 。 

解 题 分 步骤 ， 或 公式 出 现 有 先后 , 用 O, Gi), (н) … 表 示 。 

ӘНІ, 2, 33m. 

以 [a] Ba 的 最 大 整数 部 分 ，{a} 记 其 小 数 部 分 。 

а |5 18a ER b. ado tha PERD. 

以 (а, b, c. c) WARK а, b, e, c 的 最 大 公约 数 ， 以 
ta，5，…，c} 记 其 最 小 公 倍 数 ， 或 公共 周期 (а, b, +, ¿rB 
ATRO. | | 

以 min (а, b, +, c) Wa, b, c, c 中 的 最 小 者 ， 以 
max (a，D，…，c) 记 它们 中 的 最 大 者 。 

AABC PLA, ZB, ZC 所 对 边 依 次 记 为 4a, b, с; 当 为 直 
角 三 角形 时 ， 记 直角 为 C， 其 短 直 角 边 〈 邹 ) 、 长 直角 边 〈 股 ) ， 斜 
W GZ) КК Ма, b, c. 

AABC Fa, b, сд ЕФӘК т, ть, т. ТАП 
高 则 记 为 h。，h。，h.。 三 个 角 的 角 平 分 线 记 为 1。，t，i.。 

三 角形 (多边形 ) 的 内 切 圆 和 外 接 圆 半 径 分 别 记 为 -， R, Ж 
вува, р. 
| 单位 图 内 接 正 多 边 形 、 外 切 正 多 边 形 。 边 长 分 别 记 为 a,，6,， 

它们 的 周 长 记 为 Pas Qn. 
LIS (АВС) IPA ABC 的 面积 , 类 似 地 记 相 应 多 边 形 的 面积 。 
以 了 (ABCD) 记 四 面体 4-BCD 的 体积 ， 类 似 地 记 相 应 多 面 


体 的 体积 。 
I” |+ n! 
以 m I Gm] m! ° Жн m=<a, 


二 、 常 引文 献 缩 写 记 号 

АС. И. Н. Веселовский и Б. А. РозенФелЬд, Архимед 
Сочинения, 1962, ГИФМА. 

Am. Т.А. 5. Атта, Geometry in Ancient and Medieval 
India, Delhi, 1979 
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关于 《算数 书 》 的 说 明 


《算数 书 》 人 竹简 于 1983 年 ，1984 年 在 湖北 省 江陵 县 出 土 。 这 
是 今 存 最 早 的 中 算 有 系统 的 典籍 。 本 《大 系 》 第 一 卷 第 三 编 第 二 
章 对 于 这 一 竹简 文书 出 土 概况 、 面 世 后 对 中 国 数学 史 研 究 的 意义 
和 价值 等 已 有 记述 .由 于 各 种 原因 竹简 全 文 久久 未 见 整 理发 表 , 所 
以 第 一 卷 对 《算数 书 》 内 容 的 谢 桥 只 能 根据 一 鳞 半 爪 。 未 见 此 文 
BASSINS, 

所 幸 的 是 在 2000 年 9 月 《文物 》 杂 志 披 露 了 经 审慎 整理 后 的 
《算数 书 》 全 文 ， 随即 引起 广大 数学 界 的 浓郁 兴趣 和 重视 ,一 -年 多 
来 已 发 表 有 关 论 著 多 篇 ， 代 表 作 有 ， 

江陵 张 家 山 汉 简 整理 小 组 . 江陵 张 家 山 汉 简 《算数 书 》 释 文 . 
文物 ，2000 (9) 

wE 中 国 最 早 的 数学 著作 《算数 书 》， 文 物 ，2000 (9) 

WER. (AAP) BE. 内 蒙古 师范 大 学 学 报 (自然 科学 )， 
2001 (3) 

ЗК. 《算数 书 》 初 探 ， 自 然 科 学 史 研 究 ，2001，20 (3) 

DEE. DRA, HEEF. 《算数 书 ) 校 勘 . HPM 通讯 , 2001, 
3 (11) 

郭 书 春 . 《算数 书 》 校 勘 ， 中 国 科技 史料 ，2001，22 (3) 

《算数 书 》 人 竹简 在 出 土 时 有 整 简约 200 枚 , 原件 用 三 道 韦 编 连 
缀 ， 因 年 深 月 久 ， 韦 编 全 部 已 烂 脱 。 人 竹简 先后 次 序 凌 乱 ， 可 以 想 
见 。 笔 者 根据 已 发 表 人 竹简 文书 及 有 关 论 著作 如 下 加 工整 理 。 

一 、 全 文 改 用 今 通行 的 简体 字 。 

二 、 改 用 同行 习惯 用 字 ， 例 如 :， 直 改 为 置 或 值 ， 泰 半 改 为 太 
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半 ， 参 改 为 三 ， 毋 改 为 无 等 等 。 

=. TOER (AAB) тха, 5. BRR 
带 来 不 便 。 笔 者 改 用 周 代 以 来 学 者 惯用 的 九 数 为 序 、 以 及 以 一 般 
对 客观 事物 认识 的 先后 为 序 ， 例 如 先 整数 后 分 数 ， 先 加 减 后 乘除 
等 等 。 

Vj. REAN "HU". “RRE”, I”. “1т” ШЖ АН 
较 多 更 动 。 


(зж. 95 + ) 


EH ”里 田 术 日 ; ЖЕ, fa, AAE, PE~—, 8 
而 三 之 ， 又 三 五 之 ， 即 为 田 三 需 七 十 五 亩 。 其 广 从 不 等 者 ， 先 以 
里 相 乘 ， 已 ， 乃 因而 三 之 ， 又 三 五 之 ， 乃 成 。 今 有 广 二 百 二 十 里 ， 
从 三 百 五 十 里 ， 为 田 二 十 入 万 八 千 七 百 五 十 项 。 置 提 封 以 此 为 之 。 
—H; 里 而 乘 里 ， 里 也 。 一 、 三 而 三 五 之 ， 即 项 亩 数 也 。 又 量 : 里 
飞 里 ， 里 也 。 因 而 五 之 ， 以 里 之 下 即 予 二 十 五 ， 因 而 三 之 ， 亦 其 
REK, HB: 广 一 里 、 从 一 里 ， 为 田 三 项 七 十 五 亩 。 

约 分 HIRE: AUTRE, FRET, FTF. FKKS FF, Вр 
XK. LE: HIR: T, Fz.9w94XT—.XT—.£X 
一 术 日 : 以 分 子 除 母 ， 少 ; 以 母 除 子 ， 子 、 母 等 ， 以 为 法 。 子 、 母 
各 如 法 而 成 一 。 不 足 除 者 可 半 ， 半 母语 半 子 。 二 千 一 十 六 分 之 百 
六 十 二 。 约 之 ， 百 一 十 二 分 之 九 。 

$4 STRE: FHKE, THR, 母 不 相 类 ， 可 倍 、 倍 ， 可 
2.2, т. 9, TE, A, TR, х, CFM. 6. &. Z 
三 、 四 、 五 之 如 母 。 母 相 类 者 ， 子 相 从 。 其 不 相 类 者 ， 母 相 乘 为 
Ж, ТЕЖЕ, ЖИЮ, Ж-О ЕКЕ. АЕ. + 
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分 和 八 、 十 二 分 七 、 三 分 二 、 为 几何 ? 日 : 二 钱 六 十 分 钱 五 十 七 。 其 
术 如 右 方 。 又 日 : 母 乘 母 为 法 ， 子 美 乘 母 为 实 ， 实 如 法 而 一 。 其 
一 日 : FH, +, TA, U, TA A, TE, 七, TA, A, Y 
A. #, 9. v9, TZ, Z, TÈ, f, аж. Ada. + 
WA. 

出 金 ” 有 人 金 三 铁 九 分 铁 五 。 今 欲 出 其 七 分 匆 六 ， 问 : RAL 
何 ? 日 : 余 金 二 铁 六 十 三 分 匆 四 十 四 。 其 术 上 日 : 母 相 乘 也 为 法 ， 子 
EHE, 8ZX.VGuhkRE. Aae, OUO LA, 5 
小 五 相 并 。 今 有 金 七 分 铁 之 三 ， 益 之 几何 而 为 九 分 七 ? 8, š > 
六 十 三 分 铁 二 十 二 。 术 上 日: pisk ik, TERE, # Ü 53 v 
少 除 多 ， 余 即 益 也 。 

径 分 径 分 以 一 人 命 其 实 ， 故 日 。 五 人 分 三 又 半 、 少 半 ， 各 
受 三 十 分 之 二 十 三 。 其 术 日 ; 下 有 少 半 ， 以 一 为 六 ， 以 半 为 三 ， 以 
少 半 为 二 ， 并 之 ， 为 二 十 三 。 即 置 人 数 ， 因 而 六 之 ， 以 命 其 实 。 五 
人 分 七 钱 少 半 、 半 钱 。 人 得 一 钱 三 十 分 钱 十 七 。 术 日 ; 下 三 分 ， 以 
一 为 六 ， 即 因而 六 人 :以 为 法 ， 亦 六 钱 以 为 实 。 又 日 ， 术 日 , 下 有 
半 ， 因 而 倍 之 ; 下 有 三 分 ， 因 而 三 之 ; 下 有 四 分 ， 因 而 四 之 ， 

分 当 半 者 ” 诸 分 之 当 半 者 ， 倍 其 母 ; 当 少 半 者 ， 三 其 母 ; 当 
四 分 者 ， 四 其 母 ;》 当 五 分 者 ， 五 其 母 ; 4+, 824.9. E 
RE., WAR, RROD, RAZ, 

增 减 分 增 分 者 ， 增 其 子 ; җ9 Ж, WAH, 

Ж -Ж+, +h; RTF, +I, FRF, +Z. —Ж% 
TF, 十 万 也 ; 十 乘 十 万 ， 百 万 ; FERT, LR, RET, а 
万 ; TROT, FF. FRZ, At. tR, ZE, TRT, 5 
5. FRE, At. ERSE, Loi, FFRES, ma 
一 ; 半 步 乘 少 半 步 ， 六 分 一 也 。 少 半 乘 大 半 ， 九 分 二 也 。 四 分 乘 
四 分 ， 十 六 分 一 ; ODRED, HA; 五 分 来 五 分 ， 二 十 五 
分 一 ; 五 分 策 六 分 ,三 十 分 一 也 ; 六 分 环 六 分 ,三 十 六 分 一 也 ; 六 


6 《算数 书 》 


分 乘 七 分 ， 四 十 二 分 也 ; 七 分 乘 七 分 ， 四 十 九 分 一 也 ; LARA 
分 ， 五 十 六 分 一 也 。 

HE ТӘЙТ, 4, RR, 十 分 尺 一 也 ; KHR, 一 尺 
£, 乘 百 尺 ， 十 尺 也 ; RFR, KRE, POTR, +Z K 
一 也 ， 三 分 寸 乘 尺 ， 三 十 分 尺 一 也 ， 四 分 寸 乘 尺 ， 四 十 分 尺 一 也 ; 
LTR, 五 十 分 尺 一 也 ; 六 分 寸 乘 尺 ， 六 十 分 尺 一 也 3; 七 分 
十 乘 尺 ， 七 十 分 尺 一 也 ; 八 分 寸 怨 尺 ， 八 十 分 尺 一 也 。 一 半 乘 一 ， 
半 也 ; 磁 半 ， 四 分 一 也 。 三 分 而 乘 一 ， 三 分 一 也 ; 乘 半 ， 六 分 一 
也 ; 乘 三 分 ， 九 分 一 也 。 四 分 而 乘 一 ， 四 分 一 也 ; 乘 半 ， 人 入 分 一 
也 ; 习 三 分 ， 十 二 分 一 也 ; ROD, TRF“, EDRR, A 
分 一 也 ; 来 半 ， 十 分 一 也 ; 乘 三 分 ， 十 五 分 一 也 ; ROD, =+ 
分 一 也 ; RET, —-&2—U. &22X8. RENE, + 
MRAR. 

ЭЖ ”分 乘 分 本 和 皆 日 ， 母 相 乘 为 法 ， 子 相 乘 为 实 。 

KF 广 十 二 步 四 十 九 分 步 之 七 ,从 十 三 步 七 分 步 之 四 , Б, 
为 田 几 何 ? 日 :为 百 六 十 四 步 又 三 百 四 十 三 分 步 之 二 百 七 十 三 。 大 
JAZ; 置 广 从 ， 而 各 以 其 分 母 腾 其 上 全 步 ,， 令 分子 从 之 ， 令 相 
来 也 为 实 。 又 各 令 分 母 相 磁 为 法 。 如 法 得 一 步 。 不 恒 步 ， 以 法 命 
之 。 

炉 撕 ” 米 少 半 升 为 移 十 分 升 之 三 ， 九 之 ,十 而 一 。 米 少 半 升 
为 般 米 十 五 分 升 之 四 ,人 和 八 之 , 十 而 一 。 米 少 半 升 为 麦 半 升 ,三 之 ， 
二 而 一 。 麦 少 半 升 为 村 二 十 七 分 升 之 十 ， 九 母 ， 十 子 ; 十 之 ， 九 
而 一 。 麦 少 半 升 为 米 九 分 升 之 二 ， 三 母 ， 再 子 ; 二 之 , 三 而 一 。 麦 
少 半 升 为 米 五 分 升 之 一 ， 十 五 母 ， 九 子 ; LZ, БЕ. ¥ YF 
半 升 为 裔 四 十 五 分 升 之 八 ， 十 五 及， 八 子 。 碑 米 四 分 升 之 一 为 村 
五 十 四 分 升 之 二 十 五 ， 二 十 七 母 ， 五 十 子 。 炉 米 四 分 升 之 一 为 米 
十 入 分 升 之 五 , 九 母 ， 十 子 。 粮 米 四 分 升 之 一 为 裔 米 妃 分 升 之 二 ， 
九 有 是 ， 八 子 。 粕 米 四 分 升 之 一 为 麦 十 二 分 升 之 五 ， 九 母 ， 十 五 子 。 
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裔 米 四 分 升 之 一 为 米 十 六 分 升 之 五 ， 八 母 ， 十 子 。 角 四 分 升 之 一 
为 粕 三 十 二 分 升 九 ， 八 母 ， 九 子 。 毁 米 四 分 升 之 一 为 麦 三 十 二 分 
f#fZ+Z, A#, FET, @ жуте —2 X q+ PH X= 
十 五 ， 二 十 四 母 ， 五 十 子 。 

ЖЖЖ ЖЖЖ. Raz, 五 而 成 一 。 Ё НЕЕ, 
当 为 米 几 何 ? 日 为 米 七 分 升 六 。 术 日 ， 母 相 乘 为 法 ， 以 三 乘 十 
为 实 。 

KRKE ”以 米 求 票 ,因而 五 之 ， 三 成 一 。 今 有 米 七 分 升 六 ， 当 
ARLE? 日 : 为 肾 一 升 七 分 升 三 。 术 日 ， 母 相 乘 为 法 ， 以 五 乘 
六 为 实 。 

RAK Ж. È, É. ZZ 3 K>; MRR, FA 
XZ; TARL, HRA, ЖЕШ У, ARALARI, 

ЖЖЖ ЖЖЖ, 三 之 , 五 而 一 ; ЖЖЖ, 九 之 , 十 而 一 ; FR 
求 炮 ， 二 十 七 之 ， 五 十 而 一 ; RRE, 2092, а-ә; Ж 
求 桔 ,五 之 ， 三 而 一 。 

HR Z-A, Z, HRN HHA, HHR = E 


十 五 分 升 二 十 二 ， 当 益 耗 村 几何 ? ы. 二 斗 三 升 十 一 分 升 入 。 术 
Н. 置 所 得 米 升 数 以 为 法 ， 又 置 一 石林 升 数 ， 而 以 耗 米 升 数 乘 之 ， 
如 法 得 一 升 。 


取 程 ” 取 程 十 步 ， 一 斗 。 今 乾 之 八 升 。 问 : 几何 步 一 斗 ? 得 
田 十 二 步 半 一 斗 。 本 上 日: 入 升 者 为 法 。 置 一 斗 步 数 而 十 之 ， 如 法 
一 步 。 竟 程 三 十 七 步 ， 得 用 十 九 斗 七 升 。 问 : 几何 步 一 斗 ? FE, 
减 田 一 步 又 九 十 七 分 步 百 七 十 三 而 一 斗 。 取 程 五 步 一 斗 ， 今 乾 之 
ata fh. #&4—, Р: 减 田 几何 ? 得 日 : 减 田 十 一 分 步 
五 。 术 日 :以 一 升 数 乘 五 步 ， 令 十 一 而 一 。 | | 

E ” 果 一 石 耗 一 斗 二 升 少 半 升 。 东 米 少 半 升 者 得 林 七 百 八 十 
九 分 升 之 五 百 , 录 一 升 者 得 村 一 升 二 百 六 十 三 分 升 之 二 百 三 十 七 ， 
泉 一 斗 者 得 票 一 斗 九 升 又 二 百 六 十 三 分 升 之 三 ， 梨 一 石 者 得 村 十 
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九 斗 又 二 百 六 十 三 分 升 之 三 十 。 果 石 耗 五 升 。 东 耗 少 半 升 者 得 村 
百 七 十 一 分 升 之 百 ， 上 一 升 者 得 村 一 升 又 二 百 八 十 五 分 升 之 二 百 
十 五 ， 东 一 斗 者 得 村 十 七 升 又 二 百 八 十 五 分 升 之 百 五 十 五 ， 东 一 
石 者 得 栗 十 七 斗 五 升 又 二 百 八 十 五 分 升 之 百 二 十 五 。 

ЖЩ jap Sky, ы, 取 程 七 步 四 分 步 一 而 一 斗 。 今 未 
之 七 升 少 半 升 ， 和 欲求 一 斗 步 数 。 上 日 :， 九 步 四 十 四 分 步 三 十 九 而 一 
+, Rn: 置 十 升 ， 以 夹 七 步 四 分 步 一 ， 如 乾 成 一 数 也 。 程 它 物 
如 此 。 

EK ви. 未 么 一 石 为 林 十 六 寺 太 半 才 ， 春 之 为 柏 米 一 石 ， 
Y —.5 7 HXJUp. ЖАЮ SOR AE, AA: M~ BA 
X—cLG. &®5ж-+-+, JH, EAR AK Ed, *#+-+{ 4% 
AG. Н: k. K. Ж, k+T+Z-2D— 5, XS. Hd. c 
A-A, 

И} ”以 络 丝 来 练 ， 因 而 十 二 之 ， 除 十 六 而 得 一 。 

PHR 局 二 禾 五 钱 , 今 有 五 十 七 分 禾 四 十 七 , 问 :得 几何 ?日 ， 
得 一 钱 百 一 十 四 分 钱 七 十 一 。 术 日 二 来 五 十 七 为 法 ， 以 五 来 三 
十 七 为 实 ， 如 法 一 钱 。 不 到， 以 法 命 法 。 

MRE RAE, 三 尺 围 束 一 ， 今 乾 之 二 十 入 十 ， 问 : Л. 
何 步 一 束 ? 十 一 步 又 九 十 八 分 步 四 十 七 而 一 来 。 术 日 , KARA 
法 。 生 自 来 ， 又 以 生 一 束 步 数 来 之 ,为 实 。 实 如 法 得 一 。 

BF #9. 竹 大 八 二 者 为 三 尺 简 百 八 十 三 。 今 以 九 寸 竹 为 
简 ， 简 当 几 何 ? €. 为 二 百 五 简 八 分 简 七 。 术 日 ; 以 八 十 为 法 。 程 
€; 八 寸 竹 一 个 为 尺 五 寸 简 三 百 六 十 六 , 今 欲 以 此 竹 为 尺 六 十 简 ， 
简 当 几何 ? €. 为 三 百 四 十 三 简 和 八 分 简 一 。 术 日 : 以 十 六 十 为 法 。 

WE AF, FF K-A [HR Z+ f, AFRE 

RF. AA AR, H: RX. K, AFAL? 得 日 用 
米 二 升 半 升 , k Z=3jre2 rZ, NER. Kul. 以 二 十 为 法 ， 置 
水 十 五 、 米 十 、 军 三 十 六 ， 以 五 乘 之 为 实 ， 实 如 法 得 水 、 米 各 一 
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升 、 备 一 斤 。 X X db, H: ANE. ЖАЛ, AELA? 日 ; 用 
脂 六 斤 、 水 四 升 半 升 ， 为 摆 脂 十 斤 十 二 两 十 九 铁 五 分 铁 一 。 

铜 耗 ” 铸 铜 一 石 耗 七 斤 八 两 。 今 有 铜 一 斤 八 两 八 铂 ， 问 : ж 
几何 ? 得 日 то. ЖЫ. 置 一 石 匆 数 为 法 ， 亦 置 七 斤 
八 两 者 铁 数 ， 以 一 斤 八 两 八 铁 者 铁 数 乘 之 ， 如 法 得 一 铁 。 

金价 ”人 金价 两 三 百 一 十 五 钱 。 今 有 一 铁 ， 问 : 得 钱 几 何 ? 日 : 
得 十 三 钱 和 八 分 一 。 术 日 : 置 一 两 铁 数 以 为 法 ， 以 钱 数 为 实 ， 实 如 
法 得 一 钱 。 二 十 四 铁 一 两 ， 三 百 八 十 四 铁 一 厂 ， 万 一 千 五 百 二 十 
铁 一 钓 ， 四 万 六 千 人 入 十 铁 一 石 。 

RR ” 潜 斗 三 十 五 钱 。 今 有 四 十 分 斗 五 。 问 : 得 几何 钱 ? €. 
得 四 钱 八 分 钱 三 。 林 上 日， 以 四 十 为 法 ， 以 五 乘 三 十 五 为 实 ， 实 如 
法 得 一 钱 。 

КЕ A-t kki ht., 人 饮水 二 和 斗 七 和 开 即 意 ， 问 ; RE. 
水 各 几何 : 日 ; 余 漆 三 十 七 分 升 三 十 , 余 水 二 升 三 十 七 分 升 七 。 术 
E. 以 二 斗 七 升 者 同一 斗 ， 三 十 七 为 法 。 又 置 二 十 七 、 十 升 者 各 
三 之 ， 为 突 ， 实 如 法 而 一 。 

KE ” 程 日 ;医治 病 者 得 二 百 一 十 一 算 百 九 十 一 分 算 九 十 九 , 负 
六 十 算 二 百 六 十 九 分 算 二 十 , 口 岂 ] 程 口 弗 ……: 得 六 十 算 而 负 几 何 ? 
B. 负 十 七 算 二 百 六 十 九 分 算 十 一 。 其 术 上 日 :以 今 得 算 为 法 ， 念 
>T ñ 333. 

AE ” 石 率 之 术 日 : 以 所 卖 买 为 法 , 243 Буу, 
其 下 有 半 者 倍 之 ， 少 半 者 三 之 ， 有 斗 、 升 、 斤 、 两 、 铁 者 亦 皆 破 
其 上 ， 令 下 从 之 ， 以 为 法 ， 钱 所 乘 亦 破 如 此 。 

里 盐 ” 今 有 盐 一 石 四 斗 五 升 少 半 升 ， 呐 RRO, ЖА 
+2, ARILI? HE: 百 三 钱 四 百 三 十 六 分 钱 九 十 二 。 术 日 ， = 
盐 之 数 以 为 法 ， 亦 三 一 石 之 升 数 ， 以 钱 乘 之 ， 为 实 。 

ЖЖ AK-A, K-A, ЖЕ2, H: Ж, HAMR 
何 ? 日 : 米 主 取 一 石 二 斗 十 六 分 斗 信 , 票 主 取 七 斗 十 六 分 斗 入 ，。 术 
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€. Ж+Ж. KH, 并 以 为 法 。 以 二 石 遍 乘 所 值 ， 备 自 为 实 。 六 
+#, 2 Же. 

粟米 并 米 一 、 权 二 ， 凡 十 斗 ， 精 之 为 七 斗 三 分 斗 一 。 林 日 : 
PE, Ж. EHAR., аж. ZR, +R, NK. X A. É 
Къ, ЖЕ, Ж, 0. Ж. ЖАШЛА? 得 日 , K 
六 升 四 分 升 之 一 , REHAR, Ku, 置 米 五 升 , АЯ. 
票 五 升 为 来 三 升 , 并 米 五 升 者 入 ,以 为 法 。 乃 更 置 三 升 、 五 升 ,而 
十 之 。 令 如 法 ， 果 、 米 各 一 升 。[L [二 斗 五 升 。 其 术 日 ; ЕЖ. Ё, 
ЖЖЖ, Ж, ИК. ЖЖ. Ж, Ф422, 09. Жак 

并 租 ZF, ж-о, XAR db —b. AK, 48 
—.5, Fl: ELIT? 得 日 : Kin; TX, яа Z - 3-2 
九 ， 苦 租 二 斗 分 二 十 六 。 术 日: ЕЖЕ, $a}, $a, А 
*Ж*Ж® ЖЖЖ, ZARR, RANKER, AEZ, и 
石 各 乘 之 ， 为 实 。 并 诸 实 ， 四 十 七 ， 为 法 而 一 才 。 

女 织 ”邻里 有 女 恶 自 善 也 织 ,日 自 再 ,五 日 织 五 尺 。 问 ， 3 
织 日 及 其 次 各 几何 ? € 始 织 一 十 六 十 二 分 十 三 十 和 八 ， 次 、 三 寸 
六 十 二 分 寸 十 四 ， 次、 六 寸 六 十 二 分 寸 二 十 和 六， 次 、 尺 二 十 六 十 
二 分 寸 五 十 六 ， 次 、 二 尺 五 寸 六 十 二 分 十 五 十 。 术 日 Жш, Ж 
四 、 置 八 、 置 十 六 、 置 三 十 二 ， 并 ， 以 为 法 。 以 五 尺 记 和 飞 之 ,各 
自 为 实 。 实 如 法 得 尺 。 不 发 尺 者 , 十 之 , 如 法 一 十 。 不 性 寸 者， 以 
法 命 分 。 

妇 织 ”有 妇 三 人 ,长 者 一 日 织 五 十 尺 , 中 者 二 日 织 五 十 尺 ， 少 
者 三 日 织 五 十 尺 。 今 织 有 功 五 十 尺 ， 问 : 各 受 凡 何 尺 ? 得 日 :长 
者 受 二 十 五 尺 ， 中 者 受 十 六 尺 又 十 入 分 尺 之 十 二 ， 少 者 受 八 尺 又 
十 和 八 分 尺 之 六 。 其 术 日 ; 置 一 、 置 二 、 置 三 而 各 几 以 为 法 ， 又 十 
而 五 之 ， 以 为 实 ， 如 法 而 一 尺 。 不 性 尺 者 ， 以 法 命 分 。: 三 为 长 者 
实 ， 二 为 中 者 ， 一 为 少 者 。 
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ME ” 狐 皮 三 十 五 我 、 狸 皮 匡 五 裁 、 犬 皮 十 二 裁 简 出 关 ， 关 
并 租 二 十 五 钱 。 问 ,各 出 几何 ? 得 日 : 狐 出 十 二 、 七 十 二 分 十 一 ， 
狸 出 入 、 七 十 二 分 四 十 九 ， 厂 出 四 、 七 十 二 分 十 二 。 术 :; 并 价 为 
法 ， 以 租 各 乘 价 为 实 。 

MEX K, HE. RERA, жя Б. RM, PHM: 
RHE, HEBER. FM: 出 各 几何 ? 得 日 犬 出 十 五 钱 七 分 
六 ， 狸 出 三 十 一 钱 分 五 ， 狐 出 六 十 三 钱 分 三 。 术 日 : FERRE, 
并 之 ， 七 为 法 。 以 租 各 来 之 ， 为 实 。 实 如 法 得 一 。 

传 马 ” 传 马 日 三 匹 共 刍 、 稿 二 石 ， 令 刍 三 而 稿 二 。 今 马 一 匹 
前 到 ， 问 : та. AALT? ч. Раза, Aak R 
E. 置 刍 三 、 稿 二 并 之 ， 以 三 马 飞 之 为 法 ， 以 二 石上 所 置 各 自 为 
X. | | | 

共 买 材 三 人 共 材 以 页 。 一 人 出 五 钱 ， 一 人 出 三 钱 ， 一 人 出 
二 钱 。 今 有 玛 四 钱 ， 和 谷 以 钱 数 囊 分 之 。 出 五 者 得 二 钱 ， 出 三 者 得 
一 钱 五 分 钱 一 ， 出 二 者 得 五 分 钱 四 。 术 日 : 并 三 人 出 钱 数 ， 以 为 
法 。 即 以 四 钱 各 来 所 出 钱 数 ， 如 法 得 一 钱 。 

KE а= +999, 八 步 一 斗 , Ер, 4 MuR jt, 
|j. 几何 步 一 斗 ? 得 日 ; 七 步 三 十 一 分 步 二 十 三 而 一 寺 。 : 三 
斗 一 升 者 为 法 ， 十 税 田 ， 令 如 法 一 步 。 

RH MARAH, RA: 无 升 者 ， 置 税 田 数 以 为 实 。 而 以 
券 斗 为 一 ， 以 石 为 十 ， 并 以 为 法 。 如 法 得 一 步 。 其 券 有 斗 者 ， 置 
与 田 步 数 以 为 实 。 而 以 券 赴 为 一 ， 以 石 为 十 ， 并 以 为 法 。 如 法 得 
一 步 。 其 券 有 升 者 ， 置 与 田 步 数 以 为 实 。 而 以 郑 之 升 为 一 ， 以 斗 
为 十 ， 并 为 法 。 如 法 得 一 步 。 

租 误 券 ” 田 一 亩 租 之 十 步 一 斗 ， 凡 租 二 石 四 斗 。 今 误 券 二 石 
五 斗 ， 谷 益 更 其 步 数 ， 问 : BRL? El. 九 步 五 分 步 三 而 一 斗 。 
本 日 :以 误 券 为 法 ， 以 与 田 为 实 。 

МЕ 缮 幅 广 二 十 二 才 ， 训 十 才 ， 价 二 十 三 钱 。 今 欲 买 缮 幅 
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广 三 寸 、 训 六 十 寸 ， 问 ， 积 寸 及 价钱 各 几何 ?9 €: 八 寸 十 一 分 寸 
二 ，、 价 十 和 八 钱 十 一 分 钱 九 。 术 日 : 以 二 十 二 二 为 法 ， 以 广 从 相 乘 
为 实 ， 实 如 法 得 一 十 。 亦 以 一 尺寸 数 为 法 ， 以 所 得 寸 数 来 一 尺 价 
钱 数 为 实 ， 实 如 法 得 一 钱 。 

R$ FRE, ЕЛЕ, FFB, AR AFRO, it 
息 几 何 ? 得 日 ,二 十 五 分 钱 二 十 四 。 术 日 ; 计 百 钱 一 月 ， 积 钱 数 
以 为 法 ， 置 贷 钱 ， 以 一 月 百 钱 息 乘 之 。 又 以 日 数 乘 之 为 实 ， 实 如 
法 得 一 钱 。 

JF RFT XR: 先 置 广 ， 即 日 ， 下 有 若干 步 ， 以 一 为 
若干 ， 以 半 为 若干 ， 以 三 分 为 若干 。 积 分 以 尽 所 求 分 同 之 ， 以 为 
法 。 即 借 置 田 二 百 四 十 步 ， 亦 以 一 为 若干 ， 以 为 积 步 。 除 积 步 如 
法 ， 得 从 一 步 。 不 盈 步 者 ， 以 法 命 其 分 。 又 日 : AZ, PRR 
从 ， 令 复 为 二 百 四 十 步 ， 田 一 亩 。 其 从 有 不 分 者 ， 置 如 法 增 不 分 ， 
复 乘 之 ， 以 为 小 十 ; 有 分 步 者 ， 以 广 乘 分 子 ， 如 广 步 数 ， 得 一 步 。 

Б" 广 一步 、 半 步 。 以 一 为 二 ， 半 为 一 ， 同 之 ， 三 ， 以 为 
法 。 即 置 二 百 四 十 步 ， 亦 以 一 为 二 。 除 如 法 ， 得 从 一 步 ， 为 从 百 
六 十 步 。 因 以 一 步 、 半 步 乘 。 

下 有 三 分 ， 以 一 为 六 ， 半 为 三 ， 三 分 为 二 ， 同 之 ， 十 一 。 得 
从 百 三 十 步 又 十 一 分 步 之 十 。 来 之 ， 田 一 亩 。 

下 有 四 分 ， 以 一 为 十 二 ， 半 为 六 ， 三 分 为 四 ， 四 分 为 三 ， 同 
之 ， 二 十 五 。 得 从 百 一 十 五 步 又 二 十 五 分 步 之 五 ， 来 之 ， 田 一 亩 ， 

下 有 五 分 ， 以 一 为 六 十 ， 半 为 三 十 ， 三 分 为 二 十 ， 四 分 为 十 
五 ， 五 分 为 十 二 ， 同 之 ， 百 三 十 七 。 得 从 百 五 步 又 百 三 十 七 分 步 
之 十 五 。 乘 之 ， 田 一 军 。 

下 有 六 分 ， 以 一 为 六 十 ， 半 为 三 十 ， 三 分 为 二 十 ， 四 分 为 十 
五 ， 五 分 为 十 二 ， 六 分 为 十 。 同 之 ， 百 四 十 七 。 得 从 九 十 七 步 又 . 
百 四 十 七 分 步 之 百 四 十 一 ， 来 之 ， 田 一 亩 。 

下 有 七 分 ,以 一 为 四 百 二 十 ， 半 为 二 百 一 十 , 三 分 为 百 四 十 ， 
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四 分 为 百 五 , 五 分 为 八 十 四 , 六 分 为 七 十 , 七 分 为 六 十 。 同 之 , + 
人 入 十 九 。 得 从 九 十 二 步 又 千 八 十 九 分 步 之 六 百 一 十 二 ， 夹 之 ， 田 
一 亩 。 

下 有 和 八 分 ， 以 一 为 八 百 四 十 ， 半 为 四 百 二 十 ， 三 分 为 二 百 八 
十 ， 四 分 为 二 百 一 十 ， 五 分 为 百 六 十 和 八 ， 六 分 为 百 四 十 ， 七 分 为 
百 二 十 ， 八 分 为 百 五 ， 同 之 ， 二 千 二 百 八 十 三 ， 以 为 法 。 得 从 入 
十 入 步 又 二 千 二 百 八 十 三 分 步 之 六 百 九 十 六 ， 乘 之 ， 田 一 亩 。 

下 有 九 分 ， 以 一 为 二 千 五 百 二 十 ， 半 为 千 二 百 六 十 ， 三 分 为 
AREF, PNR ZY, 五 分 为 五 百 四 , 六 分 为 四 百 二 十 ,七 
分 为 三 百 六 十 ， 八 分 为 三 百 一 十 五 ， 九 分 为 二 百 八 十 ， 同 之 , + 
千 一 百 二 十 九 ， 以 为 法 。 得 从 八 十 四 步 又 七 千 一 百 二 十 九 分 步 之 
ELFLER, RZ, RDH., 

下 有 十 分 ， 以 一 为 二 千 五 如 二 十 ， 半 为 千 二 百 六 十 ， 三 分 为 
人 入 至 四 十 , 四 分 为 六 百 三 十 , 五 分 为 五 百 四 ,六 分 为 四 百 二 十 ,七 
分 为 三 百 六 十 ， 入 分 为 三 百 一 十 五 ， 九 分 为 二 百 八 十 ， 十 分 为 二 
gtt, RX, 七 千 三 百 八 十 一 ， 以 为 法 。 得 从 和 八 十 一 步 又 七 
千 三 百 八 十 一 分 步 之 六 千 九 百 三 十 九 ， 夹 之 ， RW, 

司 广 ” 田 从 三 十 步 ， 为 局 广 几 何 ， 而 为 田 一 亩 ? =, Алф. 
RA: 以 三 十 步 为 法 ， 以 二 百 四 十 步 为 实 。 启 从 亦 如 此 。 

BA ” 广 二 十 三 步 ， 为 启 从 ， 求 田 四 亩 。 日 : 启 从 四 十 一 步 
二 十 三 分 步 之 十 七 。 术 日 置 四 亩 步 数 ， 令 如 广 步 数 ， 而 得 从 一 
J. TAFE, A RT. Ax, Aak, ADB, UPR 
DF, зг Fk, 得 一 步 。 广 八 分 步 之 六 , 求 田 七 分 步 之 四 ,其 从 
二 十 一 分 之 十 六 。 广 七 分 步 之 三 ， 求 田 四 分 步 之 二 ， 其 从 一 步 六 
分 步 之 一 。 求 从 术 : 广 分 子 乘积 分 母 为 法 ， 积 分 子 乘 广 分 母 为 实 ， 
实 如 法 一 步 。 即 以 广 、 从 相 腾 ， 凡 令 分 母 相 来 为 法 ， 分 子 相 来 为 
实 ， 实 如 法 一 。 

Bii 有 辕 材 一 断 之 门市 口 口 口 口 口 口 天 儿 和 何 ? 日 : 七 十 六 
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[LL] ++, Ra: 门 自 来 ， 以 …… 一 即 成 。 

井 材 ARH. FFPEE, ALAR, ARER, RER 
“FR, FSH. 借 周 自 乘 ， 以 深 乘 之 ， 十 二 成 一 。 一 目 ， 以 周 乘 
径 ， 四 成 一 。 积 一 百 半 ， 问 : 径 几 何 ? 

H+ ” 圆 膏 上 周三 天， 下 周 四 天 ， 高 二 天 。 积 二 千 五 十 五 尺 
十 六 分 尺 二 十 。 术 日 : FARLA, PAR, FF, VARZ, 
十 六 成 一 。 今 二 千 五 十 五 尺 分 二 十 。 

ER 美 除 ,其 定 二 天 ,高 天 二 尺 , ГЖ, 衷 三 天 九 尺 ， 其 
一 上 旁 无 高 。 积 三 千 一 百 二 十 尺 。 术 日 ， 广 积 四 十 尺 ， 以 除 高 、 训 
RZ, KR- ВЖ. | 

SBEB PETIR, LZR, RR, Dk, BKE 
十 三 尺 少 半 尺 。 术 日 , 倍 上 厚 ， 以 下 厚 增 之 ， 以 高 及 训 乘 之 ， 六 
成 一 。 

4 ФДУ, FREAR, Ak; LZR, Rut, 
高 丈 五 尺 。 积 九 千 二 百 五 十 尺 。 术 上 日: LU E.T) 0 R# ü 3, 又 
"dés ЖЕРГ; FRA KER, ARTF, FH, MÊR 

之 ， 六 成 一 。 

ER ” 旋 标 高 五 尺 ， 下 周三 天 ， 积 百 二 十 五 尺 。 二 尺 七 寸 而 
一 石 ， 为 栗 四 十 六 石 二 十 七 分 石 之 八 。 其 术 目 :下 周 自 乘 ， 以 高 
夹 之 ,三 十 六 成 一 。 大 积 四 千 五 百 尺 。 

BS ” 困 下 周 六 大， 高 二 天 ， 为 积 尺 二 千 尺 。 术 日 : 置 如 其 
A, AARE, LAAR, ERKA., 

АЖ 负责 山中 ， 日 为 成 炎 七 寸 到 车 。 次 一 日 而 运 车 到 官 
石 。 今 欲 负 类 山 中 ， 运 车 到 官 ， 问 : аЛ? ы. 日 得 类 四 
斗 十 七 分 斗 二 。 林 上 日: 取 七 斗 者 十 之 ， 得 七 石 。 即 取 十 日 与 七 日 ， 
并 为 法 。 如 法 得 一 斗 。 

滑 矢 ” 程 日 :一 人 一 日 为 关 三 十 ， 羽 入 二 十 。 今 欲 令 一 人 为 
KERZ, —A ALH? 8i 为 十 二 。 术 日 ; 并 入 、 羽 以 为 法 ， 尺 
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k. Hit, 

JER жы. 一 日 伐 和 狂 六 十 个 ， 一 日 为 卢 唐 十 五 。 一 竹 为 三 
户 唐 。 和 谷 令 一 人 自 伐 竹 ， 因 为 户 唐 ， 一 日 为 几何 ?日 XT EP 
唐 十 三 分 之 十 一 。 术 日 : 以 六 十 五 为 法 ， 以 六 十 乘 十 五 为 实 。 

АЖ 人 负 米 不 知 其 数 ， 以 出 三 关 ， 三 税 之 一 。 已 出 ， 余 米 
—3. F|: dé dU? 得 日 : ЖЕЕ ДАЕ. Жи, E 
一 关 而 三 倍 为 法 ， 又 置 米 一 斗 而 三 之 ， 又 三 们 之， 而 关 数 需 ， 为 


= 


As 

分 钱 分 钱 、 人 二 而 多 三 ， 人 三 而 少 二 ， 问 : LITA, ÆJI 
何 ? 得 日 BA, +=, RB: 22 Z Z 5, Ф258, + 
相 从 为 法 。 和 营 恤 若 不 足 ， 子 互 来 母 而 各 异 置 之 ， 以 子 少 者 除 子 多 
者 ， 余 为 法 ， 以 不 足 为 实 。 

KHR G4 — p 4X. BLR, AA FH, X 
得 十 三 钱 ， 问 : 4, WELET? чы, EFEN, BaF FES 
2. RB: Wwe kha, 令 尼 粕 也 钱 不 足 六 少 半 。 同 番 、 不 
足以 为 法 VAR RIS. 22 R RHIA, ipa cik— k. X 
Fak Z Da, A RER, 2 ж, AALY, 5), 
各 几何 ， 用 钱 亦 各 几何 ? ы. EAE. ga}, KAKA. AR., 
ЖЕ; МИЯЛА, APAK, LEDE; FAA, VA. FA 
三 分 ， 以 一 为 三 , 命 日 多 二 少 三 ， 并 多 而 少 为 法 。 FFE. =, 
以 十 斗 各 乘 之 ， 即 贸 其 得 。 如 法 一 斗 。 

AH 田 一 亩 ， 方 几何 步 ? 日 : 方 十 五 步 三 十 一 分 步 十 五 。 术 
E: 方 十 五 步 ， 不 足 十 五 步 ; 方 十 六 步 ， 有 余 十 六 步 。 日 HA, 
不 足以 为 法 。 不 足 子 乘 番 母 ， 盈 子 乘 不 足 母 ， 并 以 为 实 。 复 之 ， 如 
启 广 之 术 。 

AHHA ”以 方 为 加 日 材 , 方 六 寸 五 分 十 二 ,为 辕 材 几何 ?日 ， 
四 围 二 十 二 十 五 分 十 四 。 术 日 ; 方 材 之 一 面 即 辕 材 之 径 也 ， 因 而 
22, RAR, AENA, 
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AMM AHAHA, 日 : 大 四 围 二 才 二 十 五 分 寸 十 四 ， 
AFAL? 日 : 方 六 十 五 分 十 二 。 术 日 ; 置 大 四 围 ， 因 而 五 之 ， 
为 实 ， 令 七 而 一 四 。 

т А+, АН ЕФ, А. 何 日 初 行 ? €. +X. H 
初 行 。 术 日 : 问 壬 申 何 和 也， 日 ,甲子 之 自 也 。 既 道 甲 数 到 壬 九 
Я, ERAH, 


《算数 书 》 解 说 


一 、 在 《算数 书 》 所 见 中 国 传统 数学 的 一 贯 性 与 持续 性 

中 国 传 统 数学 所 用 算 具 、 算 法 、 计 量 制 度 ， 所 用 数学 语言 及 
其 风格 二 、 三 干 年 来 长 期 一 致 。 众 信 汉 时 张 巷 、 耿 寿 昌 编订 了 今 
传 本 《 九 章 算 术 》 之 后 ， 中 算得 到 规范 化 ， 而 中 算 绵 延 和 发 展 的 
一 贯 性 和 持续 性 离 不 开 《 九 章 算术 》 规 范 。 从 地 域 来 说 ,3 世纪 时 
刘 微 魏 人 、 赵 均 吴 人 、 魏 、 吴 二 国 南北 相去 于 里 ， 两 人 专著 却 如 
共 话 一 室 ， 非 常 协 调 。13 世纪 时 秦 九 韶 、 杨 辉 、 李 冶 、 朱 世 杰 四 
大 家 分 别 生 活 在 宋 、 金 、 元 不 同 政治 环境 。 所 论 也 同 出 一 略 。 从 
时 间 来 说 , 自从 今 传 本 《 九 章 算术 》 编订 以 来 , 越 汉 、 唐 、 宋 、 金 、 
元 、 明 、 清 各 朝 ， 中 算 研 究 虽 代 有 创造 发 明 ， 其 鲜明 特色 始终 如 
一 。 这 说 明 《 九 章 算术 》 规 范 指 导 下 的 中 国 传统 数学 也 正 是 中 华 
民族 强大 凝聚 力 之 一 。 随 着 《算数 书 》 的 出 土 有 力 地 证 明 ， 这 种 
一 贯 性 和 持续 性 还 可 以 追 迹 、 上 尘 到 先秦 一 一 公元 前 221 年 以 前 。 

我 们 认为 很 可 能 《算数 书 》 是 张 蔡 、 歌 寿 昌 编 订 《 九 章 算 
术 》 时 所 用 和 母 本 之 一 。 也 就 是 说 ,《 九 章 算 术 》 是 《算数 书 》 以 及 
其 他 同类 数学 专著 基础 上 的 加 工 、 抽 象 和 提高 。 这 一 设想 可 以 从 
几 方 面 得 到 证 实 。 


1. 2,9 
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“Л” 是 中 国 数学 文化 中 很 早 就 形成 的 重要 内 容 。 什么 是 九 
Ж? 这 不 是 抽象 概念 ， 刘 征 在 《 注 〈 九 章 算术 》。 序 》 已 具体 点 
明 :“ 按 周公 制 札 而 有 九 数 ， 九 数 之 流 ， 则 九 章 是 侨 .” 当 年 张 苍 、 
耿 寿 昌 “ 因 旧 文 之 遗 残 ， 各 称 增补 ?>， 就 以 此 九 数 标准 成 今 传 本 
《 九 章 算术 》。 以 此 九 数 标准 给 分 类 ， 可 以 认为 ,《 算 数 书 》 已 具 九 
数 和 骏 形 ， 只 是 后 面 几 章 竹 简 已 烂 脱 〈 如 方程 )， 或 绝 大 部 分 残缺 
(ПАТЕ), 51200 多 枚 竹简 则 都 集中 在 九 数 的 前 面 几 章 。 我 们 
把 今 存 出 土 竹 简 标 题 依 序 以 术 归 类 如 下 ， 


JT Bs 
HRR: 
алж: 
减 分 术 ， 
经 分 术 : 
Ж ЛЖ: 


经 分 、 分 当 半 者 、 增 减 分 
R. fH. PR 


大 广 田 术 : 大 广 
TEAR: RB. ЖКЖ. XKE, RIOR. RAR. RR. R 
E FE. ЖШ, ER. i, PRO, BRE, ERIT. 3218. RE. 


EM. RR, 


饮 漆 、 医 


RER: AB. WE 

ЛМК. KRI. RKA, FE. КЖ, AR, ME. quin 
关 、 传 马 、 共 买 材 

RER: 税 田 、 误 券 、 租 误 券 

ESAR: #18 


BRR: 
HIR: 


RE 
少 广 、 启 广 、 启 从 


D 与 下 文 羽 矢 术 标题 同名 ， 异 义 。 


18 


《算数 书 》 解 说 


HERR: ШЫ, ЖЫ 


RER: 
RRR: 
ARR: 
AER: 


pa 
除 
а 
^ 


RRR: MESE. Pm 
程 传 委 输 术 : ШЖ 


羽 天 术 : 
持 米 出 


HR., PH 


三 关 术 ， ШЖ 


ADER: 分 钱 、 米 出 钱 、 方 田 


ARR: 


另类 : f1 


2. 格式 


ИЗМЕ. ДИМЭ 


这 里 所 说 格式 是 指 ， 中 算 专 著 当 以 题 集 形式 撰写 时 ， 每 题 内 


FRF: WAX, 


此 安排 ， 例 如 以 负 米 题 为 例 ， 
人 负 米 不 知 其 数 以 出 关 。 Е, 税 之 一 ,已 出 , Akh, А, 
BTBOKULIT? | 
вн. 次 米 三 斗 三 升 四 分 三 ， 
RH. 置 一 关 而 三 信 为 法 。 又 置 米 一 斗 而 三 之 , 又 三 信之 , 而 


KRASNE. 
з. НВ 


《算数 书 》 全 书 用 语 、 


计量 


KAREM, 后 以 术 文典 尾 。《 算 数 书 》 也 是 如 


词汇 绝 大 部 分 与 后 世相 同 或 一 致 。 


系统 论述 我 国 计 量 制度 文献 以 《 汉 书 。 律 历 志 》 为 最 早 。 记 


RER: 9, 


Xx. K. +. 2, LE: fl. 3. 
B d (dan)、 钧 、 厅 、 两 、 铁 以 及 各 自 进 制 。 
在 《算数 书 》 可 见 汉 (K) 以 前 计量 制度 。 


JF. A. ё, 五 
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度 有 丈 、 尺 、 寸 、 步 、 里 。 而 元 引 、 分 单位 ， 与 《 九 章 算 
术 》 一 致 。 

$ EA (shi)、 斗 、 升 而 无 合 、 依 单位 ， 也 与 《 九 章 算 术 》 
一 致 ， 于 此 也 说 明 它 是 汉 ( 及 ) 前 作品 。 

k 五 权 俱 全 。 其 进 制 与 《 九 章 算 术 》 一 致 。 在 以 金价 标题 
的 简 中 道 之 甚 详 :“ 二 十 四 铁 一 两 , 三 百 八 十 四 铁 一 斤 ， 万 一 千 五 
百 二 十 铁 一 钧 ， 四 万 六 干 八 十 铁 一 石 。” 

RE ” 简 中 出 现 多 种 粮食 及 其 半 制 成 品名 称 ， 在 《 九 章 算 
术 》 绝 大 部 分 都 有 出 现 ， 如 : 

Ж. В. Ж. Ж, Ж. WS. Ж, 

мж. RX., ЖЖ. KX, 

数学 用 语 

数量 关系 

全 、 约 分 、 等 、 率 、 益 、 并 、 除 (去 )、 实 、 法 、 实 如 法 而 一 

分 子 、 分 母 、 半 、 少 半 、 太 半 

eo. Ro. ET | | 

Ф. T AE A. ikay. CEOD, TAF. иге 
(ВГ) 

空间 形式 

A. B 

а Ж), HF., (AD ER. ш 

用 字 审 愤 ， 起 到 后 世 中 算 专著 榜样 作用 ， 例 如 : 

Z, A 做 分 数 运算 法 时 ， 平 行 位 置 用 相 字 ， 交 叉 位 置 用 互 
字 ， 全 书 无 一 差错 : 

“BIER AE, FRANK” FR) 15 


Ф 括 纺 内 记 《 算 数 书 》 标 题 ， 下 文 同 . 
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а,4_а4 , d; 5，c 分 别 都 在 平行 位 置 
“ 母 相 乘 为 法 ， 子 互 乘 母 ， 并 以 为 实 ， 如 法 而 一 .,”( 合 分 ) 指 


$e EU, b, c FI, Ж “8” *, Ta cs b, 


d 分别 在 交叉 位 置 用 “ 互 ” 字 。 

“£” GHD 346—a, a<b, “US (a, NO 除去 
多 “(a， 被 减 数 )。” 与 今日 领会 适 相 反 ， 但 中 算 习 惯 在 《算数 
书 》 中 已 明确 形成 。 

4， 经 济 活 动 数 据 

利率 “ 百 钱 月 息 三 ”，( 息 钱 ) 这 与 《 九 章 算术 。 训 分 第 27 
A) “WATR, 月 息 三 十 ”都 是 月 利率 3%。 

关税 “REX, EAZ” (AX) HALAKRA 
—,ik5 (233 M K - £2) # 28 题 “ 持 米 出 三 关 ， 外 关 三 而 取 
一 ”有 相同 税率 。 

物价 

® “金价 两 三 百 一 十 五 钱 ”( 人 金价)， 折合 每 斤 5 040 钱 。 与 
《 九 章 算术 。 均 输 》 第 28 题 所 记 金 每 斤 值 6 250 钱 相 仿佛 ,而 偏 低 。 

粮食 “KFH RED, Å -RFR PRHE, 
J K = + IR” ORR) 与 《 九 章 算术 。 均 输 》 第 3, 4 题 所 记 十 
ME, ЖОР (10 斗 ) 14. 2 钱 相 一 致 。 

5， 算 题 题 材 

《 九 章 算术 》 是 应 用 题 题 集 。 它 题材 多 样 ， 丰 富 多 采 , 引 人 入 
胜 ， 为 十 世界 数学 专著 中 所 罕见 。 因 此 德国 学 者 福 格 (К. 
Vogel) 在 他 的 《 九 章 算术 》 德 文 译 本 序 中 称道 说 ; “所 含 246 题 就 
其 丰富 题材 来 说 , 其 他 任何 传世 的 古代 数学 教科 书 , 埃及 也 好 , E 
比 伦 也 好 ， 是 无 与 伦比 的 .” 如 果 作 一 对 比 ， 可 以 看 到 《算数 书 》 
已 先 于 《 九 章 算术 》, 记载 有 取材 相同 的 算 题 。 我 们 举例 列表 如 下 : 
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女子 善 织 EAT 4 
— — 
en — 
"e нуун 
以 石 率 之 价 盐 EK 37 
EK HR EK EE 
— —- 
HARZ AFE 
6. Ж 


术 (算法 或 计算 公式 ) 是 中 算 特 色 之 一 ， 多 种 多 样 的 术 已 大 
RE (FEB) HR. 与 《 九 章 算术 》 相 比 , 虽然 在 术 的 名 称 ， 术 
的 说 法 并 未 全 部 规范 , 但 其 实质 已 定型 。 例 如 约 分 术 ( 约 分 ), Ж 
пк 0), BIR (BD, BIR E); SER (金价 ); 
ROR RR: FPR GP); RRR (ORO. 2382 (Ж 
о, AER 4), MER W), AAR AX), HÆR 
(HF); АЕК CHR), ESHER (868), ATER (分 钱 , Ж. 
出 钱 、 方 田 ) HAR. ARER (FR). 

其 中 有 些 术 与 《 九 章 算 术 》 对 应 术 文 已 完全 一 致 ; 合 分 术 , 少 
Ж, SER, ЖАМ. | 

有 些 术 只 是 说 法 相 异 ， 形 异 实 同 。 例 如 : 刍 童 术 ， 标 题 为 刍 
的 术 文 说 :“ 上 广 (а) Æ (G0. FP (aD È O) 各 自 乘 又 
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РЕФАТ, ДЕ EP; FEMALE, URT. FHF. UA 
(h) 乘 之 ,六 而 一 ”。 ХШ “AAR” Etab, агр. [АШ (Я 
书 》 的 结果 是 


© Laibi ар + Cartaz) bit (azta) 6] 


= [ Qaia) bi (i 2a; Б] 


与 《 九 章 算术 》 本 文 相合 。 

有 些 术 说 法 还 不 够 完整 ， 只 需 稍 给 润 饰 就 是 《 九 章 算术 》 规 
WERL. MEIR, WESH, ИП. 

约 分 术 :“ 以 分 子 除 母 ，…… 以 母 为 子 , 子 、 母 等 以 为 法 。 子 、 
母 各 如 法 而 成 一 。” (CHAP 

训 分 术 :“ 置 二 、 置 四 、 置 八 、 置 十 六 、 置 三 十 二 ,并 以 为 法 。 
以 五 尺 遍 乘 之 ， 各 自 为 实 。 实 如 法 得 尺 .”( 女 织 ) 

АЕМ. “ж. Ы, ЦК. РНЕ УЗЕ,” ОЖ) 

二 、 在 《算数 书 》 中 值得 注意 的 几 种 数学 思想 

《算数 书 》 虽 成 书 在 秦汉 ,其 中 有 些 数学 思想 很 杰出 。 由 于 各 
种 原因 并 未 被 总 结 到 今 传 本 《 九 章 算术 》 之 中 ， 例 如 

1， 束 因数 分 解 及 其 速算 法 

按 《 九 章 算术 。 方 田 》 里 田 术 :“ 广 从 里 数 相 乘 ， 得 积 里 ， 以 
三 百 七 十 五 乘 之 ， 即 亩 数 .” 而 《算数 书 》 把 方 里 数 折 算 为 亩 的 算 
法 却 是 :“ 先 以 里 相 乘 。 已 、 乃 因而 三 之 ， 又 三 五 之 ， 乃 成 ”又 说 : 
“三 三 五 之 ， 即 项 亩 数 也 .”( 里 田 ) 这 是 说 ， 对 于 面积 为 a 方 里 的 
地 域 , 《 九 章 算术 》 用 乘 数 为 375， 做 乘法 ; 而 《算数 书 》 用 个 位 
数 3X5Xx5X5 做 乘法 。 从 近代 算法 研究 结果 。 在 笔算 中 ，?* 个 个 
位 数 乘 (BR) 某 数 ， 比 用 这 个 个 位 数 乘 (ERO 此 数 要 快 .2 对 于 


T ЖАЛ. 速算 ， 上 海 教 育 出 版 社 ，1965 
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筹 算 尤 其 如 此 。 但 这 一 速算 方法 并 未 总 结 进入 《 九 章 算 术 》。 特别 
应 该 指出 ,《 算 数 书 》 作 者 对 于 合 数 375 已 具有 素数 因数 分 解 的 正 
确 判断 能 力 。 所 以 这 是 非常 珍贵 的 文献 。 

2、 分 数 基 本 性 质 

《算数 书 》 对 于 分 数值 的 变化 与 其 分 子 、 分 母 扩大 或 缩小 的 关 
R, 已 有 很 好 认识 。“ 增 分 者 , MET; 减 分 者 ， 增 其 母 。 诸 分 之 
HE, REB, MULDER, SHR, нж, FRE.” 
〈 增 减 分 ) 《算数 书 》 在 阐述 理论 的 同时 ， 还 在 多 次 解 题 中 得 到 实 
践 。 比 如 用 这 一 基本 性 质 做 分 数 除法 〈 除 数 为 分 数 )“ 今 有 盐 一 石 
四 斗 五 升 少 半 升 。 页 ， 取 钱 百 五 十 ， 欲 石 率 之 ,为 钱 几 何 ? н. E 
三 钱 四 百 三 十 六 分 钱 九 十 二 。 术 日 ， 三 盐 之 数 以 为 法 ， 亦 三 一 石 
之 升 数 ， 以 钱 乘 之 ， 为 实 。”( 贾 盐 ) 术 文 相当 于 做 分 数 除法 : 


150-145 1-3, 
145 E 


根据 基本 性 质 , 扩大 分 母 3 倍 , 分 子 值 就 缩小 3 倍 。 为 了 答 数 
不 变 ， 就 又 扩大 分 子 3 倍 ， 于 是 原 式 是 


150X3 450 
145X3+1 436 (每 升 钱 数 ) 


: 450X 100 uas 92. 
= — (每 石 钱 数 ) =103 136° 


这 一 理论 又 用 以 做 被 除数 为 分 数 的 除法 。“ 五 人 分 三 又 半 、 少 
半 。 各 受 三 十 分 之 二 十 三 。 其 术 目 : 下 有 少 半 ， 以 一 为 六 ， 以 半 
为 三 ， 以 少 半 为 二 。 并 之 ， 为 二 十 三 。 即 置 人 数 ， 因 而 六 之 ， 以 
命 其 实 ”( 径 分 ) 

术 文 是 在 做 分 数 除法 ， 相 当 于 说 ， 


3 _3X6+3+2_23 
5 5х6 30 


在 此 基础 上 , 后 世 才能 熟练 地 处 理 繁 分 数 化 简 问 题 , 也 就 是 除数 、 
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被 除数 都 含 分 数 的 除法 运算 。 

з. 合作 问题 

《算数 书 》 有 二 例 

其 一 : OX MAEM: 一 人 在 山中 人 负 炭 , 1 日 运 7 Sb; EF 
WHPR HE па. H: 他 从 山中 直接 运 炭 到 官 , 一 日 能 
is v? 

从 题 意 知 ， 在 山中 负 炭 每 斗 要 运 广 日 ， 在 平地 用 车 每 斗 要 运 
16 日 。 这 样 每 斗 从 山中 直接 运 炭 到 官 , 要 用 二 十 七 日。 因此 每 日 能 
z 

1+{ 4+] =7x103 c0 —42 op. 

对 照 原著 答案 及 术 文 ;“ 取 七 斗 者 十 之 ， 得 七 石 即 取 十 日 与 七 日 ， 
并 为 法 。 如 法 得 一 斗 ” 正 合 此 意 。 

本 题 属于 合作 问题 中 的 一 人 经 营 几 事 类 型 .? 当 是 《 九 章 算术 
“ 均 输 》 第 5 题 (行程 委 输 ) 的 原型 。 

Ha, FE FERMAN. Dex ER SA AUTE SS UL, MA: 
一 人 能 制作 卢 唐 每 日 15 个 。 又 已 给 此 人 每 日 可 以 伐 竹 60 枝 , 又 每 
核 竹 可 制 卢 唐 3 个 。 问 : 此 人 自 伐 竹 , 以 制 卢 唐 , 他 每 日 能 生产 卢 
唐 多 少 个 ? | 

据 题 意 , 此 人 每 日 所 伐 竹 可 以 提供 60X3 王 180 个 卢 唐 用 的 原 


材料 。 因 此 每 制 一 个 卢 唐 要 伐 狂 J80 日 ， 又 他 制作 一 个 卢 唐 需 二 


日。 这 就 导致 他 生产 一 个 卢 唐 需 730 十 让 日。 反 过 来 ,他 每 日 能 生 
产 


(D Ж (KE) #2, р. 383—385 
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1+-| EET | „18015 _ 60x15, 6015 ور‎ 1 
180 180 十 15 60+5 бо 13° 


本 题 也 属于 一 人 经 营 几 事 类 型 ， 但 题 中 “一 竹 为 三 卢 唐 ” 较 《 九 
章 算 术 ， 均 输 》 特 瓦 物 瓦 题 深刻 了 一 层次 。 

4. 假设 法 

我 们 知道 当 算 题 中 变量 是 线性 关系 时 ， 对 于 ax=65 可 以 用 单 
假设 法 ; 对 于 az 十 2 一 c， 因 古人 不 知 移 项 , 单 假设 法 就 无 能 为 力 ， 
就 应 该 用 双 假 设法 。 显 然 前 者 如 用 双 假 设法 也 获 解 。 在 我 国 传统 


数学 中 的 般 不 足 术 就 是 双 假 设法 。 

《算数 书 》 中 两 种 假设 法 兼 而 有 之 。 

单 假设 法 

te 日 而 再 , RARER. MH: 始 织 日 
其 次 各 几何 ? EB: 始 织 一 寸 六 十 二 分 寸 三 十 八 ; прие 


MEER Аз ая 
ETA, 次 、 二 尺 五 寸 六 十 二 分 寸 五 十 。 术 日 ; BL. EM. E 
八 、 置 十 六 、 置 三 十 二 、 并 以 为 法 。 以 五 尺 遍 乘 之 , 各自 为 实 。 实 
MEER. АЛ, шр, FAT, WERD.” KR) 

我 们 如 设 织女 第 一 日 织 z 尺 ， 据 题 意 要 解 z 十 2z 十 4z 十 8z 十 
16z 一 50，31z 王 50。 按 照 单 假 设法 解法 ,如 设 z 一 zi， 得 31z 一 c， 
如 果 c 二 50， 则 zi 是 解 。 如 果 c 半 50， 那 么 方程 的 解 应 是 


50 


T= ° 


《算数 书 》 的 术 文 恰 是 这 样 做 的 。 术 文 相当 于 说 , Я =. == 
2， 于 是 
2 十 4 十 8 十 16 十 32 一 62 一 cC， 
因此 所 求 r=% = (十)， 
于 是 她 五 日 间 每 日 依次 应 织 ， 
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52 X2=1 23 CF), 5 X4 一 3 55 CF), 50 X 8—6 25 CP), 

59 X16=12 22 ср, 20 x 32-25 95 GP, 
与 原著 答 数 相合 。 

双 假 设法 

值得 我 们 重视 的 是 : 在 《算数 书 》 中 不 但 给 出 锡 不 足 术 ， 还 
给 出 了 两 盘 或 两 不 足 术 : 

“分 钱 人 二 而 多 三 ， 人 三 而 少 二 。 问 : 几何 人 ? 钱 几 何 ? 得 日 ; 
五 人 ， 钱 十 三 。 


RH: ЖЕНЯ Е, FZ. HE., THANE. 

SREDE, TERMER, ПУРРА ТЕТ. R 
у, ПЖ ЗЕ,” О) 

对 于 方程 cx 十 2=c 做 两 次 假设 

L= 17-2150, 
#т=лт\, 如 azi 十 6==di， Й с. =с— 4, 
r-—z,, W|ar,+b=d,, П cz=c—dz, 

术 文 有 二 层 意 义 : 

其 一 : Шсс<0, Жс >20 A), с<0 (RE). RX 
AERE n, хо, РКЕ |с |, lel, HFH, PRA ENA 


_ 2 lei | |2, lc; | 


|с, |+ des] 

其 二 : 术 文 最 后 一 段 相 当 于 说 : ЙД сусг220, T3935 o0; с; > 0 
CRR), а, c<0 CIA, ， 那 么 方程 的 解 是 
| zc 一 za|ca| m 


| [с | — lcz] | 


NA 


2 = 


中 最 外 一 层 绝对 值 记 号 就 是 :“ 以 子 少 者 除 子 多 者 . ”第 二 层 意思 就 是 《 九 章 算 
Ж) PELEAS GR. 
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ETATER (RER) RAHM.: 

“ 米 斗 一 钱 三 分 钱 二 , RARER., SU TREK. ФЛ, 
H+. M: 各 几何 ? 用 钱 亦 各 几何 ? 188. RAH, EWA, Ж 
вт, EN. ЖН. ЦПАЖЕ. ВУЖ, 2208. ВФ, 
少 钱 。 下 有 三 分 ， 以 一 为 三 。 命 日 多 二 少 三 。 并 多 而 少 为 法 。 更 
异 置 二 、 三 ， 以 十 斗 各 乘 之 ， 即 贸 而 得 ， 如 法 一 斗 .”( 米 出 钱 ) 

本 题 我 们 如 设 所 求 米 斗 数 为 z， 按 题 意 是 解 方程 


2 1 у — 
1 3 十 1 2 (10-7) 一 16。 


方程 左边 有 常数 项 , 应 该 用 双 假 设法 解 。《 算 数 书 》 恰 如 其 分 地 运 
HARER. EXPR, HFR: 


z= =10 (4%), وک‎ =z =0 (RNB), с,=—1. 
于 是 所 求 米 斗 数 为 
2 


10X1+ х0 


1+2 1+2 
又 借助 于 分 数 基本 性 质 ， 所 求 6. 

从 计算 方法 来 考虑 《算数 书 》 所 作 两 设 应 该 说 是 优美 解 :“ 竺 
ADK" X. "HOS E", 使 其 中 一 个 所 设 数 为 0, 这 就 避免 (减少 ) 一 
次 乘法 ! 遗憾 的 是 ， 这 一 成 功 的 算法 没有 总 结 进 入 《 九 章 算术 》、 

非 线 性 问题 

我 们 知道 对 于 y 二 f(x)， 做 两 次 假设 

之 一 1 YC; LET; FC 
y=J (х), 


CL] СТ ` 
Zo 一 一 一 一 一， 一 般 说 它 只 是 | ( *) 


的 近似 值 。 ВЕ y f GO 是 线性 代数 式 ，zo 才 是 方程 组 (x ) 的 
准确 解 ， 即 图 像 y 二 f(zx) 在 z 轴 上 的 截 距 (хо). 我们 有 兴趣 地 
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看 到 在 《算数 书 》 记 有 :“ 田 一 调 , 方 几何 ? Н. 方 十 五 步 三 十 一 
分 步 十 五 。 术 日 : 方 十 五 步 、 不 足 十 五 步 ， 方 十 六 步 、 有 余 十 六 
ж. B: FRA. FEP Nik. ЕТЕНЕ, ATR SRB, Jf 
以 为 实 .” FE) | 

本 题 相当 于 解 非 线 性 方程 у=х°'=240, 
原著 做 两 次 假设 z= 15, су==— 15; z?—16; с;== 16 -F Ff BJ +# 
不 足 术 ， 得 所 求 


| .15X16--16X15 ‚15 
© 15 十 16 -1531 GP), 


显然 15 号 只 是 z 一 240 的 近似 值 。 


对 于 非 线性 问题 用 双 假 设法 的 近似 解 方法 ,《 九 章 算 术 》 也 未 
继承 。 有 人 认为 《 九 章 算术 。 盘 不 足 》 第 11 题 EHK), 第 12 
АЙ 〈 两 鼠 对 穿 ) 是 非 线性 问题 。 莫 绍 把 已 有 文正 误 ， 可 参看 。 

三 国 刘 徽 在 注 《 九 章 算术 ，。 少 广 》 第 16 题 时 ， 对 于 开 方 运算 
曾 指 出 近似 计算 。 他 说 :“ 令 不 加 借 算 而 命 分 ， 则 常 微 少 ; 其 加 借 
算 而 命 分 则 又 微 多 .” 刘 注 相 当 于 说 : 


arl TSA =a TrXat;.. (x x) 


如果 本 题 按 刘 微 算法 处 理 ， A 二 240， а=15, r—15 那么 


15 Dc 240 =^/ 15°+15 5<15 1815, 


GAD HARKER NUE E NEF ЖОП ФИНН]. 

刘 微 对 于 平方 根 А 结果 的 估计 O * ) 的 造 术 长 期 为 待 解 之 
迹 ， 三 国 时 代 的 刘 徽 有 可 能 先 用 数值 例 用 双 假设 法 得 到 近似 值 
(不 足 )， 然 后 他 又 用 开 方术 提高 精度 ， 再 适当 调整 不 足 近似 值 的 
分 母 ,使 成 过 剩 近似 值 ， 最 后 总 结 为 一 般 。《 算 数 书 》 这 一 创举 和 
EX “RHR р “HAR”, “HAE” — ВЕ, HRH 
科 省 约 计算 提供 重要 史料 。 
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5. 直径 与 略 周 长 及 其 面积 的 关系 

《算数 书 》 作 者 深 知 不 同 两 圆周 长 之 比 是 直径 之 比 , 而 面积 之 
比 是 直径 平方 之 比 。 

“ 竹 大 八 寸 者 为 三 尺 简 百 八 十 三 。 今 以 九 寸 竹 为 简 , 简 当 几 何 ? 
H: 为 二 百 五 简 八 分 简 七 。 术 日 : 以 八 寸 为 法 ……”( 取 程 ) АЖ 
数 可 推 知 ， 原 著 认 为 裁 竹 为 人 竹简， 取 竹 周围 ， 因 此 圆周 长 之 比 是 
直径 之 比 。 假 定 竹 等 高 ,又 竹简 都 高 3 尺 时 , 从 题 设 数 据 : D =8, 
D: 一 9。 设 所 求 竹 简 数 为 zx， 则 183 : х=8 : 9 于 是 所 求 

r= 10303.20 六 

“RRETH, 三 尺 围 束 一 。 SZIA. 1). 几何 步 一 
R? 十 一 步 又 九 十 八 分 步 四 十 七 而 一 束 。 术 日 KERE, Æ 
自 乘 。 又 以 生 一 束 步 数 乘 之 ， 为 实 。 实 如 法 得 一 .”( 象 程 ) 

原著 认为 提取 其 体积 业 , 当 捍 高 度 相 等 时 , 体积 之 比 是 面积 之 
比 ,又 转化 为 直径 平方 之 比如 设 所 求 取保 步 数 为 x, 从 题 设 数 据 ; 
Di=30，D: 一 28， 则 10 : r=30 : 28:， 于 是 所 求 


| 10x30 47 
r= оер 11 پو‎ (0), 


《算数 书 。 旬 程 》 术 文 与 欧 几 里 得 《原本 》 卷 12 命题 2:“ 圆 
与 圆 之 比如 同 直径 上 正方 形 之 出 ” 同 义 @。 

6， 同 余 概 念 | 

我 国 自 古 以 来 以 天 干 地 支 搭配 记 时 СЕ, A. Н. Е). ¥ 
河南 省 安阳 县 出 土 的 商 代 〈 约 公元 前 16 一 前 11 HEEL) 甲骨 文 文书 
中 已 有 完整 的 自 甲 子 至 癸 亥 六 十 干支 记载 @.。 日 序 是 无 穷 无 尽 的 ， 
干支 记 日 序 ， 相 当 于 以 同 余 式 


O ВЕБЕР ( 方 ) 步 数 与 所 收获 泉 的 体积 数 成 正比 . 
© Нр. 172 
® Ж Ж) Ж1, p. 159. 
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za (mod 60) (x) 
标号 。 其 中 c==1，2，…，60， 即 60 的 完全 剩余 组 ， 它 们 依次 对 
应 于 甲子 ,， 乙 丑 ，…， 严 北山。 这 六 十 个 日 序 又 以 旬 排 序 ， 依 次 称 
为 一 甲 、 二 甲 、… 、 六 甲 ， 相 当 于 以 局 余 式 

y=b (mod 6) (x ж) 
标号 ， 其 中 6=1，2，…，6,， 即 6 的 完全 剩余 组 ,它们 依次 对 应 于 
一 甲 〈 以 甲子 为 始 的 旬 )、 二 甲 、 三 里 、 四 甲 、 五 甲 、 六 甲 ， 分 别 
Н. л. АР. Н. АУАНА. АНЫКТ 
HET. FHA FU 

z--c (mod 10) (ж x x) 
标号 ,其 中 c=1，2，…，10， 即 10 的 完全 剩余 组 。 它 们 依次 对 应 
TH. Z. 8. T. Ж, E. BE. =, E. X. IREX, MH 
ETARA (x x) (x x x ) 中 完全 剩余 组 2 (1，2，…，6)， 
c (1，2，…，10) 之 后 ， 也 就 指明 了 日 序 。 

在 标题 为 “ 行 ” 的 竹简 设 题 ， 相 当 于 说 ， 甲 行走 了 50 日 ， 题 
给 第 51 HEER., 问 : 甲 出 发 那 一 天 是 哪 一 干支 ? 原著 自 答 :“ 王 
申 何 名 也 ? 所 ,甲子 之 旬 也 。” 意 指 王 申 属于 一 甲 。 题 意 一 甲 这 一 
旬 从 甲 行走 第 43 日 至 第 52 H ik, 那么 二 甲 这 一 旬 从 第 53 日 至 第 
62 日 止 。 而 所 求 始 行 日 干支 应 从 二 甲 始 日 。 甲 寅 起 数 第 九 日 为 王 
BL, 相当 于 同 余 式 C +), (x x x) 中 5 二 2, c9, 这 也 满足 同 
RA (ж): 61221 (mod 60)， 向 后 数 60 与 向 前 数 60 在 同 余 意 义 
上 是 等 价 的 。 而 原著 说 :“ 甲 数 到 壬 九 日 ， 置 九 有 增 ” 正 是 同一 见 
解 。 

7， 反 比例 

《 九 章 算术 》 虽 有 反比 例 〈 反 误 术 )， 但 都 依附 于 分 配 比例 题 
中 ,《 张 三 建 算 经 》 卷 上 第 31 题 ( 造 浮桥 ) 也 用 到 反比 例 , ЧИК 


Q ЯЖ (ХА) #5. р. 379 脚注 列表 ， 
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在 复 比例 中 。《 算 数 书 》 独 立 提出 反比 例题 二 则 : 税 田 和 误 券 ,是 
Живя ЕИ. 

8. 详尽 无 余 

《算数 书 》 对 讨论 的 对 象 按 一 定 标准 分 类 , 做 到 详尽 无 余 , Ж 
合 逻 辑 学 分 类 原理 ,例如 对 分 数 加 法 ， 按 分 母 是 否 相 同 分 类 ， 要 
么 “ 母 相 类 者 , 子 相 从 。” 要 么 “ 母 不 相 类 者 ， 母 相 乘 为 法 , FE 
乘 母 ， 并 以 为 实 ， 如 法 而 一 。”( 合 分 ) 

而 《 九 章 算术 … 方 田 》 合 分 术 未 考虑 前 者 。 

9， 验 算 

《算数 书 》 有 两 处 提 到 “ 复 ”， 即 对 答 数 的 验算 。 这 是 解 题 不 
能 缺少 的 步骤 。 

"MI. Uu ZR.” (ЛШ) 


当 用 双 假 设法 得 到 结果 ~v 240 031522, 反 过 来 ， 15 ERE 


否 等 于 240? 虽然 原著 未 具体 说 明 验 算 后 与 240 RE. 但 这 
操作 能 使 原 其 作者 发 现 ， 双 假设 法 对 于 此 题 仅 能 得 到 近似 值 ， 经 
过 “ 复 之 ”， 还 会 了 解 其 误差 情况 。 

“ 复 之 ”这 一 运算 在 另 一 简 中 具体 体现 : 

“ 广 二 十 三 步 , 为 启 从 求 田 四 亩 。 日 : 启 从 四 十 一 步 二 十 三 分 
ФУ К+. сез 复 之 ， TS. ADER, U RIT, inr 
步 数 ， 得 一 步 .”( 启 从 ) 

意 指 从 长 方形 田 4 库 ， 宽 23 步 求 长 ， 要 做 除法 。 答 数 是 长 


O8 JO. 4132. 反 过 来 ， 验 算 答 数 是 否 正确 ， 应 该 用 乘法 。 


41 21 X 23—960 ж) —4 9. 


这 种 良好 的 习惯 为 后 世 继承 ， 例 如 刘 徽 注 《 九 章 算 术 》 就 多 次 
用 之 。 
“ 几 开 积 为 方 ， 方 之 自 乘 当 还 复 其 积分 。”《〈《《 九 章 算术 ， 少 


32 《算数 书 》 解 说 


广 》 第 16 题 注 ) 

“ 按 此 术 ， 本 周 自 相 乘 ， 以 高 乘 之 ,十 二 而 一 ， 得 此 积 。 今 还 
原 : 置 此 积 ， 以 十 二 除 之 ， 令 高 而 一 ， 即 复 本 周 自 乘 之 数 。 凡 物 
自 乘 ， 开 方 除 之 ， 复 其 本 数 ， 故 开 方 除 之 ， 即 得 也 .”(《 九 章 算 
术 ， 商 功 》 第 28 ME) 

三 、《 算 数 书 》 在 古 世 界 数学 文化 中 的 学 术 地 位 

击 世界 交通 维 艰 ， 互 相隔 离 ， 数 学 各 自 独 立成 长 。 但 是 存在 
决定 意识 ， 天 象 变化 等 自然 规律 ， 商 贾 卖 买 等 社会 法 则 是 先 民 共 
有 的 现象 。 因 此 从 此 抽象 出 来 的 数量 关系 和 空间 形式 等 数学 知识 
彼此 却 一 致 。 

埃及 、 巴 比 化 、 中 国 、 印 度 人 称 四 大 文明 古国 。《 算 数 书 》 既 
成 书 于 公元 前 1 千 纪 ， 对 照 另 三 个 国家 当时 有 代表 意义 的 数学 文 
献 ， 可 以 客观 地 评估 和 了 解 《算数 书 》 的 学 术 地 位 。 

1. 埃及 

十 埃及 文化 始 于 公元 前 3 千 纪 至 公元 前 4 Her. 期 间 , 埃及 人 
在 北非 尼罗河 沿岸 建立 过 十 二 个 王朝 的 王国 ， 文 化 发 达 ， 举 世 周 
Aq, D 

古 埃 及 人 在 纸 草 文书 上 书写 文件 ， 这 种 传统 还 绵延 到 公元 元 
年 之 后 。 纸 草 数学 文书 以 莱 因 得 纸 草 、 莫 斯 科 纸 草 为 代表 作 。 这 
两 种 文书 都 是 19 世纪 考古 学 家 在 埃及 古董 发 现 。 

莱 因 得 纸 草 书写 的 古文 字 经 德国 学 者 A.Eisenlohn 破译 , 全 
书 含 八 十 几 个 算 题 .莫斯科 纸 草 因 藏 俄罗斯 莫斯科 博物 馆 得 名 ,全 
书 含 25 个 算 题 。 从 这 两 种 纸 草 我 们 获知 十 埃及 数学 实况 。 

计量 

古 埃 及 有 完整 的 度 、 量 、 衡 、 面 积 、 体 积 计 量 制 度 ， 只 是 进 
位 比较 复杂 。 


© 详 见 本 卷 外 篇 第 一 编 . 


内 篇 “早期 中 国 数学 文献 33 


以 长 度 为 例 : 4 指 为 1 掌 ， 7 掌 为 1 肘 尺 ，100 肘 尺 为 1 AFF, 
以 容积 说 : 20 海 卡 为 1 哈 尔 ，20 哈 尔 为 1 大 海 卡 等 等 。 
记 数 

整数 用 十 进 非 位 值 制 。 

分 数 用 单位 分 数 之 和 表示 。 例 如 : 


2435111 layli ill урн 
1317 8 52104’ 61010244488610” ИК ЖИЕН. 


《 莱 因 得 纸 曹 》 与 《算数 书 》 所 用 算法 的 比较 表 : 


算法 (算数 书 》 代 表 作 

除法 1~6 径 分 

分 配 比例 | 35~40，63~65 | ЖЕМ, З 
从 上 文 简介 可 知 


一 一 在 计量 、 记 数 方面 《算数 书 》 见 胜 。 

一 一 在 有 杰出 意义 的 数学 思想 方面 ， 纸 草 数学 也 有 完整 的 反 
比例 算 题 及 其 算法 ， 也 非常 重视 验算 ， 也 用 单 假设 法 解 题 。 其 余 
则 《算数 书 》 见 长 。 

一 一 在 图 形 知识 上 《算数 书 》 圆 取 径 1 周 3， 纸 草 则 取 径 1 周 


[i] ~3.14。(《 算 数 书 》 对 长 方 台 〈 刍 ) 已 有 准确 体积 公式 ， 而 
纸 草 对 其 特殊 情况 方 台 仅 有 数值 体积 计算 例 ， 并 未 上 升 为 一 般 
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理论 。 

一 一 从 算 题 取材 多 样 ， 算 法 (K) 量 多 质 精 来 衡量 ， 纸 草 文 
PRADE., 

一 一 纸 草 文书 有 些 算 题 所 含 数据 容量 很 大 。 所 用 十 进 非 位 值 
制 及 单位 分 数 记 数 法 对 运算 带 来 不 便 ， шыш 是 
它 的 特点 和 优点 。 

2. 巴比伦 

巴比伦 文化 是 指 西亚 两 河流 域 从 公元 前 3 千 世 纪 至 公元 前 4 
世纪 止 。 当 地 奴隶 制 国家 的 人 文 现象 总 称 。 公 元 19 世纪 考古 学 家 
在 此 СВ. Вя) 发 据 巴 比 伦 人 用 模 形 文字 书写 的 泥 版 
文书 。 已 出 土 文书 泥 版 达 50 FR. 据 专 家 鉴定 属于 数学 文书 的 有 
300 块 ， 其 记载 内 容 先 后 已 解密 。 从 中 得 知 巴比伦 人 的 数学 修养 。 

T$ 古巴 比 伦 人 有 完整 的 度 、 量 、 衡 、 面 积 、 体 积 计 量 制 
度 。 一 般 都 以 6，60 XE GE, UK AP: 

基本 单位 : PR. 1 基 为 6 FR, 1 加 尔 为 12 肘 尺 ，1 BHA 
60 17. 

以 重量 说 : 

基本 单位 : BAB. 1 kê, 1 $39 0 码 那 ， 1 5 256 96 
等 等 。 

记 数 

用 六 十 进位 值 制 记 数 ， 可 以 想象 这 对 计算 带 来 不 便 ， 而且 分 
数 与 整数 无 特 用 记号 标志 , 只 能 看 上 下 文才 可 判 识 。 造 成 外 错 ,就 
不 可 避免 。 

主要 数学 成 就 

ЖЖ: 单 假设 法 ， 2 近似 值 ， 勾 股 数 数 表 ，。 

几何 : 勾 股 定理 及 其 应 用 , 圆周 长 、 弓 形 、 矢 及 弦 有 关公 式 。 
台 、 堤 体 、 槐 形体 体积 公式 。 
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К. 一 元 一 次 方程 、 二 次 方程 、 二 元 二 次 方程 组 、 三 元 方 
程 组 的 数值 例 及 其 解法 。 吕 

综 上 所 述 ， 古 巴比伦 和 《算数 书 》 数 学 各 有 干 秋 。 

巴比伦 M2 近似 值 和 十 五 组 勾 股 数 表 是 古 世 界 辉煌 之 作 。 相 
当 于 代数 方程 CH) 的 数值 解法 也 无 有 能 与 伦比 者 。 在 几何 方面 
运用 勾 股 定理 解 题 能 力也 非常 杰出 。 

巴比伦 算 题 题材 多 样 可 以 与 《算数 书 》 媲 美 。 

在 计量 、 记 数 制度 方面 则 逊 于 《算数 书 》。 

在 “ 刍 ”“ 除 ”两 简 中 《算数 书 》 对 长 方 台 、 模 形体 提出 一 
般 求 积 公式 即 


V = [ (2a, 4-a;) b+ (а, + 2a;) b, j; 


V == 《ai 十 az 十 as) l СЕ фа, аз, аз TIER RE 


Wo 上 前 宽 、 下 前 宽 、 后 宽 ; /, 记分 别 为 长 及 高 ), 而 巴比伦 泥 版 
所 示 数 值 例 . FRE “д” 的 特殊 情况 ， 方 台 : a,=b =a, b,=a,= 
b, 


Узе (a +b? Fab); 
另 一 数值 例 ， 据 管 数 及 其 计算 过 程 可 知 ， 横 形体 积 误 用 


a Tda | 
у + ls 


А 
Ve 


з. ЮЖ 

自从 1922 EFRR ЯНЕ UR. A HH RESCUE. ED RE CAE, 
可 上 潮 到 公元 前 3 和 干 纪 。 上 古 时 雅 利 安 人 盛行 自然 崇拜 ， 天 、 地 、 
日 月 星 展 、 水 火 风 雷 都 视 为 神明 。 后 来 神 人 合 一 , 产生 专职 祭司 ， 
并 逐渐 孕育 成 为 婆罗 门 教 。 婆 罗 门 教 以 《 跨 陀 》 为 经 典 、 教 义 把 
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人 类 社会 分 为 婆罗 门 、 刹 帝 利 等 四 等 级 ， 效 罗 门 是 天 之 骄子 。 人 
称 当 时 文化 为 员 陀 文化 。 | 

公元 前 6 世纪 悉 达 多 CHER JE 创立 佛教 ,否定 《 喘 陀 》 以 
及 效 罗 门 等 级 制度 。 与 此 同一 时 期 瓦尔 达 玛 那 创立 砂 那 教 ， 也 否 
жЕ (Кр) ЕЗЕН, {НУ БИНН. ЖАЫ 
传世 经 典 ， 后 世 又 有 不 少 注释 文本 。 

宗教 经 典 离 不 开 数 量 关 系 和 空间 形式 ， 因 此 也 刊载 有 各 种 数 
学 知识 .由 

E 7 门 # 

宗教 活动 中 重视 圣 坛 建筑 ， 其 建筑 《法 典 》 有 不 少数 学 知识 

几何 

有 相当 复杂 的 图 形变 形 及 其 规律 ， 例 如 

(1》 作 正方 形 等 于 二 已 给 正方 形 之 和 ，。 

(2) 作 正 方形 等 于 已 给 正方 形 的 几 倍 。 


D 正方 形 对 角 线 长 是 边 长 加 上 它 的 地 , 又 加 上 它 的 二 的 十 ， 

cla lal 
BE MURS. 

4) WIEISUET ЕЧЕИ CRIT. WEEN 
1 的 vig lal 它 的 工 的 工 的 工 的 工 
ggg: VREER ke BInbu lé la lal. 

(5) 正方 形 化 为 等 积 的 圆 。 

不 定 分 析 

婆罗 门 教 圣 坛 平面 图 形 有 各 种 形状 。( 法 典 》 规定 所 有 圣 坛 用 
砖 块 数 应 是 整 200 块 ; 而 且 用 三 种 、 四 种 、 或 五 种 不 同形 状 砖 块 铺 


砌 ,每 种 砖 块 各 自 有 确定 的 面积 , 其 面积 总 和 是 7 R. MESA 
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许多 不 定 方程 的 正 整数 解 问 题 。 
# m x 
印度 学 者 研究 公元 前 4 一 2 世纪 者 那 教 经 典 中 已 出 现 圆 及 其 
部 分 的 度量 关系 公式 ，; 
(1) 圆周 ~/10 直 径 。 


(2) AMR- AKER. 


(3) 弓形 的 弦 一 A/ 十 矢 〈 直 径 一 矢 ) 。 


(4) BB R= UG EG. 


RHI? 
(5) 直径 三 一 -到 一 。 

与 同时 期 古 印 度 宗教 文献 中 的 数学 比较 ， 

-一 在 计量 上 ， 才 那 教 建筑 《法 典 》 所 记 制 度 ， 进 制 复杂 。 
《算数 书 》 见 胜 。 记 数 则 中 算 、 印 算 都 取 十 进位 值 制 。 

-一 在 算是 、 算 法 的 记载 ， 从 量 到 质 印 算 较 逊 。 

一 在 几何 方 、 圆 图 形变 换 及 其 各 种 规则 、 公 式 ， 在 不 定 分 
析 方 面 的 罕见 成 果 等 均 是 《算数 书 》 的 空白 点 。 

经 过 比较 ， 我 们 深信 ， 中国 竹简 文书 《算数 书 》 与 举世 闻名 
的 埃及 纸 草 文书 、 巴 比 伦 泥 版 文书 和 印度 《建筑 法 典 》 中 的 数学 
篇 章 具有 同等 重要 学 术 价值 


外 m 
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概 说 


十 埃及 的 历史 与 文化 


埃及 是 四 大 文明 十 国之 一 ， 大 约 在 公元 前 3 千 纪 埃及 已 有 文 
字 可 考 的 历史 。 从 那 时 起 , 在 长 达 6 500 公里 、 世 界 第 一 长 河 
尼罗河 沿岸 , 埃及 王国 逐渐 兴起 、 繁盛 , 直至 公元 前 1 千 纪 下 半 叶 
被 波斯 、 希 腊 民 族 征服 止 , 王国 屹立 达 2 500 EZ ZA, 历史 学 家 分 
为 四 个 时 期 、 

早期 王国 时 期 第 一 、 二 王朝 (公元 前 30 至 28 t). 

古 王 国 时 期 第 三 至 八 王 朝 (公元 前 27 2823 世纪 )。 第 四 王 
朝 时 在 开罗 附近 建成 三 个 大 金字 塔 和 人 面 狮 身 像 。 

中 王国 时 期 ”第 九 至 十 二 王朝 (公元 前 22 至 17 世纪 ), 正 是 
莫斯科 纸 草 、 莱 因 得 纸 草 缮 写 时 代 。 

新 王国 时 期 ”第 十 三 至 二 十 一 王朝 〈 公 元 前 16 至 13 世纪 )。 

新 王国 时 期 ”第 二 十 一 王朝 于 1071 Et, MURRE, 
直至 异族 入 侵 : 公 元 前 525 年 波斯 、 公 元 前 334 年 希腊 陷 国 都 开罗 。 

古 埃 及 文化 辉煌 ， 文 学 、 科 学 、 艺 术 、 建 筑 、 医 学 俱 为 古文 
明之 最 。 与 本 编 有 密切 关系 者 是 它 的 语言 文字 。 上 古 埃 及 文字 是 用 
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字母 、 音 从 和 词组 组 成 的 一 种 复合 文字 。 为 书写 方便 ， 从 第 八 王 
朝 时 开始 出 现 一 种 草书 ， 迄 中 王国 时 已 规范 化 ， 史 称 僧侣 
Chieratic) 文字 。 但 在 书写 正式 文件 或 石材 铭刻 时 ， 则 用 象形 
(hieroglyphic) 文字。 


纸 草 与 纸 革 数 学 文书 


十 埃及 人 在 纸 草 上 书写 文件 。 纸 草 是 尼罗河 下 游 的 特产 ， 纸 
草 是 莎 草 科 植 物 。 把 纸 草 的 茎 干 剖 成 长 条 , 彼此 排 齐 , 连结 成 片 。 
然后 晒 干 成 为 纸 草 纸 2， 这 是 地 中 海 沿岸 古 世 界 通行 的 文化 用 纸 。 
希腊 人 、 罗 马 人 和 往 后 阿拉 伯 人 也 都 用 它 书写 文书 。 埃及 人 用 芦 
革 管 制作 笔 ， 用 菜 汗 调和 油烟 作为 墨汁 。 

反映 古代 埃及 高 度数 学 水 平 的 传世 四 部 纸 草 文书 ， 我 们 记 其 
简况 如 下 : 

(301182) 19 世纪 上 半 时 考古 工作 者 在 埃及 第 比 斯 
古 莫 中 发 现 此 纸 草 文书 。1858 年 为 英国 苏格兰 收藏 家 H. Rhind 
购 藏 , 世 称 《 莱 因 得 纸 草 》, 今 为 不 列 直 博物馆 10057, 10058 藏品 。 
原来 中 间 有 缺损 , 1922 年 时 意外 地 在 纽约 私人 藏医 学 纸 草 文书 中 
发 现 , 终 成 全 壁 。 此 纸 草 长 18 FAR (5.64 Ж), #13 英寸 (33. 02 
厘米 ) 。 经 考证 此 文书 为 中 王国 时 期 ， 公 元 前 1650 年 时 有 Ahmes 
者 , 用 僧 但 文 手 抄 目 更 古老 的 数学 作品 。 后 人 又 据 以 译 成 象形 文 。 
此 古老 文字 陈述 何事 ? 谜 样 “天 书 ” 在 出 土 后 不 久 竟 被 德 人 人 A. 
Eisenlohr 全 部 破译 。 他 1877 年 在 来 比 锡 出 版 Ein Mathematishes 


Handbuch der Alten Agypter Papyrus Rhind des British Museum 
übersetzt und erkl art (《 至 并 释 不 列 题 博物 馆藏 古 埃 及 菜 因 得 数 


O 历史 学 简称 为 纸 草 . 
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学 手册 纸 草 文书 》》 全 书 问 题 85 W, 计 278 R, TEE 296 页 。 半 个 
HARAT. E. Peet 著 Rhind Mathematical Papyrus ( (Ж 
得 数学 纸 草 》) 利物浦 大 学 出 版 社 1923 年 出 版 , 全 书 127 页 , 并 附 
象形 文 全 部 区 本 。 美国 全 美 数 学 教师 协会 、 美 国 数学 会 于 1927 年 
联合 出 版 The Rhind Mathematical Papyrus (《 莱 因 得 数学 纸 草 》)， 
作者 系 A，B，Chace。 书 后 附 有 僧侣 文 、 象 形 文 莫 本 ， 并 有 详细 
说 明 、 解 释 。 此 书 一 再 重印 ， 直 至 20 世纪 70，80 FRETTE. 

《莫斯科 纸 草 》 1893 ЕЖ 9 A. B. C. Голеничев 在 开罗 
大 学 任 古 埃及 学 教授 ， 他 购 藏 此 纸 草 文 书 。 原 件 后 藏 苏联 莫斯科 
普希金 精品 艺术 博物 馆 。 经 考证 此 文书 是 中 王国 时 期 第 十 二 王朝 
时 文物 ， 大 致 是 公元 前 1890 年 时 抄本 。 纸 草 长 度 同 《 莱 因 得 纸 


ж), 宽度 仅 及 其 三 ， 史 称 《 英 斯 科 纸 草 》， 全 书 问题 25 则 ， 苏 联 
S B. А. Тураев KB, В. Струве 有 研究 成 果 发 表 (1930)。2 Ж 
AT. E. Pet 有 英文 译注 本 @%， 

(FE (Kahun) 纸 草 》 是 公元 前 2000 年 作品 。 

《哈里 斯 (Harris) 纸 草 》 是 新 王国 时 期 Rameses 四 址 王 在 位 
时 文书 , 公元 前 1167 E, 表彰 他 的 父 王 丰 功 伟 绩 以 及 寺庙 财富 明 
细 清 册 ， 含 大 数 记 数 等 文献 。 


(D W. W. Struve, Mathematischer Papyrus des Staatlichen Museums der schöner 
Künste in Moskau, Quellen und studien 3ur Geschichte der Mathematik, Abteilung А: 
Quellen 1, Berlin Springer, 1930, pp. 1-198, 10 pls. 

Q T. E. Peet, Journal of Egyptian Archaeology, 1931 (17), pp. 100—106. 


44 к 说 


古 埃及 度量 衡 制度 


长 度 

基本 单位 : ES (ubi), 1&20.62 英寸 ，52. 3 EX. 
导出 单位 : 

1 RES =7 3€ (palm), 

1 ê =4 15 (finger), 

1 Z F (khet) =100 WR, 

面积 


基本 单位 : 塞 塔 (Setat) ，1 FARE, HSER. 


基本 单位 : 海 卡 (hekat), 292.24 立方 英寸 (4.8 H). 
导出 单位 : 哈 尔 (khar) =20 F. 大 海 卡 =20 Ió ZR, 400 海 


E. ЖШ inu) ==, 罗 (то) = 海上， 约 15 毫升 。 

重量 

基本 单位 : 突 本 (deben), 约 1.5 公斤 。( 从 新 王国 时 期 出 土 
文物 实测 ) 

导出 单位 : 凯特 (kite) = RA, 

图 版 1.0.1 为 第 十 八 王 朝 阿曼 王 一 世 (公元 前 1559 一 前 
1539) 时 肘 尺 摹 本 。 


EG unl SAU TU 
E2F 4b 4(* 3h13 Ze A7 a 1 ° [| o | 


z. [кї 
ШШ ЫШ Hi 


图 版 1.0.1 肘 尺 (原件 金属 制 ) 


(D ЖТ. E. Peet, RARE, pp. 25~27. 


IRANE 


HRS lela ç 77 анаа 8i 


ihe ACA 


图 版 
图 版 1. 0. 2 апета, mi 量 粮 、 称 重 


dr A odd 


自然 数 
古 埃及 用 十 进 制 ， 但 不 是 位 值 制 。 每 一 数位 的 数字 有 专用 记 


пш m wow ЕЕ 


| | "ww “| u Z = 4 
1 2 3 ` 4 5 6 7 8 9 
nn n nnn Qm nnnn Qnm onn 


n 
n nnn nnn 0100 


<= Z< < < < —— 


ni (uu дй $ di uu @ dd é 
900 800 700 600 500 400 300 200 100 
(a) 


] 10 100 1000 1000000 156 Ij nnn © 


iN ë L Р шай 
(b) 


图 版 1.0.3 
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号 ， 图 版 1. 0.3 (а) 示 个 位 、 十 位 、 百 位 上 的 数字 。 每 行 上 为 象 
Ex, 下 为 僧 个 文 。 更 大 的 数位 : 干 位 、 百 万 位 如 图 1.0.3 (b) 所 
示 。 二 埃及 的 “156” 记 法 如 图 1. 0.3 (c)。 那 时 大 位 写 在 右 侧 ， 自 
右 而 左 记 数 位 渐 小 ， 与 今 适 相反 序 。 我 们 还 应 注意 此 为 十 进 非 位 
值 制 记 数 法 。 

分 数 

古 埃 及 在 自然 数 上 加 一 符号 ， 以 示 单 位 分 数 以 此 自然 数 为 分 


母 。 除 了 以 外 , 古 埃及 只 用 单位 分 数 及 其 和 描述 分 数 。 图 版 1. 0. 4 
示 象 形 文 所 加 符号 为 椭圆 ， 僧 侣 文 为 点 


т > п тй 


061 

D 
] > <“ Xx | 
PA 1 l l 1 
3 . 2 3 4 5 
<> 
т NE Mh 
* А * 
£ Z = ч. A 
1 1 l 1 l 
6 7 8 9 10 

图 版 1.0.4 


希腊 马其顿 亚历山大 一 世 的 入 侵 ,标志 十 埃及 王朝 的 复 灭 。 文 
化 上 的 希腊 化 从 此 开始 。 尼 罗 河 三 角 洲 亚历山大 城 成 为 当时 学 术 
中 心 ， 以 后 学 者 辈出 ， 兴 旺 发 达 ， 长 且 千 年 。 我 们 以 此 为 界 分 划 
埃及 数学 文化 为 前 期 和 后 期 。 


48 第 一 章 前 期 


第 一 章 前 期 


第 一 节 《 菜 因 得 纸 草 》 


一、 去 化 为 单位 分 数 的 和 
《 莱 因 得 纸 草 》 开 始 有 一 张 很 长 的 表 ， 记 和 G 是 自然 数 : 1 ， 


3，…，101 五 十 个 奇数 ) 化 为 单 分 数 〈 含 < ) 之 和 。 表 中 还 有 解 


Ж, ， 验 证 答案 是 对 的 。 答案 从 何 而 来 ? 已 有 包括 数学 家 Sylvester 
在 内 的 猜测 。 其 中 以 A，B.， Chace 的 设想 最 能 切中 纸 草 表 中 所 列 
答案 。Chace 根据 纸 草 一 开始 对 50 个 分 数 所 作 逐 题 验证 的 材料 作 


出 综合 解释 ， 认 为 它们 是 对 过 连 续 乘法 〈 打 折扣 》 的 结果 。 他 把 
50 PARKIN, HW А, В, C, D, EEX, Дф. 
(DA 类 是 指 先 取 分 母 的 亏 ， 然 后 逐次 折 半 ， 例 如 2 


折扣 n 

1 17 
2 1 
3 13 
1 2 
3 ЧЕ 
1 11 
6 22 3 
12 4 6 
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就 取 直 为 第 一 项 单位 分 数 , 右 端 1 二 二 与 2 zag, 扩大 分 母 
17 倍 ， 就 导致 6 成 为 第 二 、 三 项 单位 分 数 。 


5168 
OB 类 是 把 分 母 连续 折 半 的 结果 ， 例 如 去 
折扣 n 
1 13 
1 1 
2 6 2 
1 1 
4 3 4 
1 11 
8 ! 2 8 
SNC. HRI SZAR T, PKA 倍 ， 就 得 
一 、 二 项 是 二，- 工 
=. NUR S. „-. 


GC 类 是 当 含 某 个 因数 , 例如 21 有 因素 3。21 的 之 是 14, 21 


lgl 1 2 11 
4015, 5200322. 仿照 4，B 类 的 做 法 DII 


D 类 是 4，B 二 类 的 综合 应 用 。 有 时 还 取 折 扣 十 或 十 。 


OE 类 是 特殊 情 沉 n—35, 91, 101. 
Chace 的 结果 总 结 成 表 1.1.1。 


前 期 
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101) 的 构造 设想 
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二 .《 莱 因 得 纸 草 》 题 选 

纸 草 含 85 个 算 题 ， 基 本 包含 了 现代 小 学 算术 教科 书 所 有 内 
容 。 美 国 全 美 数 学 教师 所 编 《 莱 因 得 纸 草 》 选 编 其 中 23 个 题 ， 门 
类 俱全 ， 有 代表 意义 。 我 们 根据 问题 不 同性 质 分 为 二 类 ， 每 类 问 
题 中 选 录 典型 。( 括 弧 内 数 为 纸 草 题 号 ) 

算法 | 

减法 (21~23)， 乘 法 (7—20, 60, ， 除 法 (1—6, 47, 66, 
80—81), ЖЯ] (79). 

应 用 问题 及 其 解法 

单 假设 法 (24~34, 67, ， 饲 料 计 算 〈82 一 85)， 比 例 (69~ 
78)， 分 配 (35—40, 62~65, 68), 

几何 

面积 〈48 一 55) ， 体 积 (41~46), HEBER (56~60). 


三 、 算 法 
减法 
问题 21 iE. 2126р 的 补 数 是 多 少 ?9 


3 15 
解法 +, TRP Ж15 倍 将 是 10，1， 它 们 的 和 是 11。11 关 


于 15 的 补 数 是 4。 问 题 化 为 “二 乘 多 少 才 是 15。 


Ф 单位 分 数 并 列 ， 表 示 它 们 之 间 是 加 法 关系 ，a' 关 于 6 的 补 数 c<， 指 c=6 十 a. 
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1 15 
1 1 
10 1 2 
\ 1 30 
5 
1 
N 15 1 
和 4 


因此 二 1 就 是 所 求 的 答 数 。 
可 以 验证 ， 答 案 是 对 的 。 


2.1 1 1_ 
з 5 15 15° 1° 


乘法 

` J1 1 › i 1 

问题 7 4 28 乘 以 1 > 4° 

解法 : | 
1 1 

l 4 28 

1 1 1 

2 8 56 

1 1 1 laed 1 lo 

4 16 52 这 是 28 的 12 4 4 
Д. 

和 2 


问题 1 1 个 面包 10 个 人 等 分 ， 每 人 得 1 个 


中 و‎ 下 文 仿 此 ， 类 推 . 


© ABB- 生化 为 单 分 数 和 ， #1.1. 1 查 出 全 一 下 2 因此 纸 草 文书 作者 得 
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. lam, 
验证 : TP 10 


| 10 
\2 n 
N is 
和 1 正确 


问题 66 10 海 卡 油脂 规定 使 用 1 年 ， 问 : 每 日 该 用 多 少 ? 
解法 : 把 10 海 卡 化 成 3 200 罗 ， 又 把 1 年 化 成 365 日 。3 200 
除 以 365， 结 果 是 每 日 用 


2 1 1. 
873 10 2190. ° 
计算 如 下 
1 365 
2 730 
4 1 460 
N8 2 920 
2 1 
\з 243 3 
d 1 
M 36 5 
1 1 
N2190 6 
2 1 l1. 
和 8-3 10 2190 3 200 
同类 问题 都 用 这 种 解法 。 


从 此 题 运算 实录 ， 可 见 古 埃及 以 乘 代 除 ， 凑 合 结果 ， 先 民用 
b EU. 
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数列 


问题 79 求 等 比 数列 前 五 项 的 和 ， 已 知 它 的 首 项 、 公 比 都 
是 7。 

BEES 从 法 则 求 和 ，2 801 EDIT 
1 2 801 
2 5 602 
4 11 204 
和 19 607 

所 求 和 用 加 法 完成 : 
房间 7 
猫 49 
老鼠 343 
Xx 2 401 
海 卡 16 807 
和 19 607 


本 《大 系 》 第 二 卷 第 四 编 第 九 章 第 三 节 第 5 题 曾 录 此 题 的 另 一 
种 译 法 。 对 照 纸 草原 件 〈 图 版 1. 1. D 僧侣 文 及 象形 文 草本 : 上 
面 叙述 为 直译 。 其 中 值得 指出 的 是 前 半 段 所 说 “从 法 则 求 和 ”, 相 
当 于 说 ,文书 作者 已 知 公 式 ， 
$2 6 D (peo pua up) ， 


r—1 
iXX Ha—r-—7,n—5,-FJéd& s PIE 13e 74-7 -7^4-74-1—2 801, 
后 半 段 是 对 法 则 的 验证 。8$=75 十 74 十 73 十 72 十 7。 此 外 我 们 从 图 可 
以 观察 到 古 埃 及 对 十 进 非 位 值 制 记 数 法 已 很 成 熟 。 


外 篇 第 一 编 Ж 


及 


B 
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3 0 کے‎ 
lil | C3 Со MA | 
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i 4 
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"nm, د‎ 2 EA |}, 
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| 
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"лл {7 543 tooolllii ^" 3 
$35, WNP 20€,5 2 
oett ° ct \ 
i ал ино G 
O3: t.db 402,1 4 Ë 
pi 2200} 17 СЛ. пп OOTY} b 
Hi 9999 ү) | ТТ "n 999 111 2з, e 
708,61 t- 35h 706 э! ата! 
. ^ 2 
пехар 
ti? ono trie f == e 
7660,71 ана 
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四 、 应 用 问题 及 其 解法 

单 假设 法 

在 数学 史上 ， 古 埃及 是 单 假设 法 解 一 次 方程 题 的 创始 者 。 全 
书 有 十 二 道 题 用 此 法 获 解 。 


问题 30 祭司 问 ， 某 数 的 十 是 10, 请 回答 ,此 数 是 多 少 ? 


3 10 
解 ， 什 么 数 乘 以 分 二 是 10? 
N $10 
2 111 
`4 3 二 
\8 15 30 


和 是 13，13 乘 以 生 工 是 9 大 二 二 二 二 ,与 10 的 差 是 559。 取 30， 
3108030 信和 是 23。 那 么 56 的 30 倍 是 1, 它 将 是 去 。 所 求 数 是 13 D. 

纸 草 文书 用 单 假设 法 解 题 , 我 们 已 在 本 《大 系 》 第 二 卷 讨论 。 
其 中 24，28，31，67 四 题 ， 都 是 侥 有 兴趣 之 作 。 本 题 则 尤其 是 引 
人 入 胜 ， 显 示 古 埃 人 对 此 法 的 炉火纯青 熟练 技巧 。 解 题 过 程 相当 


T: 
设 所 求 数 为 zx， 则 据 题 意 ， 当 解 方程 
21| _ 
2 d o2, 1 ,1,1,1, _.29 
而 | 3 +5) X13 二 9 十 3 "101510 30 30” 


D 注意 9 与 这 五 个 单位 分 数 的 和 是 9 2. 
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前 者 减 去 后 者 ， 化 简 得 ，23z 王 23X13 十 1， 


所 求 х==13 zT 
对 照 图 1. 1. 2, 此 题 书 影 ,更 可 领略 和 感受 古 埃及 文明 的 高 度 。 


Л2% XV As. Мл 8026. 


Mw 3-- 
Ate AA ۶ А : 
ША ui 2 ` , 
^A HZER TRE. -уш—-—. 
„А € * e c s 
NL MM 
Ат Eds ATTA Ie | 
ч" tw ^ » š — MoxhbcaAR jf. md n n o 3 ^ o xy {з mn 4d ^n! 
Teed Renn шшш 9 7 | 
t. mq si ps 95 vnt a $ n 
tana 10 ° += ' TIA E Р 
нас I "un ub “n \ 
MOTRIN -^ TIS WW) 
^ Р PEA ma naa " \ 
图 版 1. 1. 2 
饲料 计算 
问题 82B 


我 们 在 本 《大 系 》 第 二 卷 第 四 编 第 一 章 第 3 题 已 录 本 题 及 答 


图 版 1. 1. 3 为 摹 自 金字 塔 壁 画 ， 重 现 当 时 饲养 业 实 况 。 
比例 
粮食 加 工 在 纸 草 文书 中 出 现 很 多 比例 问题 。 在 《大 系 》 第 二 
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卷 第 四 编 我 们 已 录 问 题 71，74，76，77，78， 共 五 题 。 这 里 再 选 
录 比 例 一 例 ， 并 补 示 当 时 运算 过 程 。 

问题 70 有 7 二 二 海 卡 原粮 做 了 100 个 面包 . 问 每 个 面包 用 
多 少 原粮 ? 又 计算 其 标号 。 


解法 ， 做 乘法 ，7 L l l 5 1002 


2 48 
2 PA 
N 4 3l» 


外 篇 ж-ж X Ж 61 


\ 2 5 + 
_ 3 _ À _  _ 
1 1 
和 99 4 
5j 100 ж n 
1 1 
63 8 
iE CI Ini 
1 1. dl 
N12 126 4 
- 211 
标号 是 1215158 


111 A- 
7 24 g BRA 25207; 


1 320 
2 640 

4 1 280 

1 

2 160 

4 80 

r 40 

和 2 520 


100 乘 多 少 ， 等 于 2 520? 


о 这 相当 于 说 , 1: 【7+ 十 十 士 十 二 =z :十 ,zx 一直. 此 处 “十 ” 似 为 多 
R, N. 
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1 100 
10 1 000 
20 2 000 
5 500 
n 20 
和 25 5 2 520 


因此 每 个 面包 用 原粮 25 LP, Rl iex ly, 


上 半 段 算 标 号 时 ， ux. 这 里 相当 于 说 : 1 


=x: 一, 求 x, 因 此 , 左 侧 差 对 应 是 += =‏ لب 


1, FERRHRRKRRRIME О, 就 得 出 答案 的 第 


二 要 求 。 由 于 海 卡 数 少 于 面包 数 ， 文 书 作 者 把 基本 单位 化 为 导出 
单位 罗 数 ， 这 也 是 很 得 体 的 运算 。 

分 配 | 

分 配 是 人 类 生产 活动 中 的 永恒 课题 ， 我 们 已 在 《大 系 》 第 二 
编 第 四 章 分 配 比 例 中 选 录 40,，63, 104 三 题 。 此 类 问题 文书 尤 有 精 
彩 者 ， 这 里 续 选 二 则 ， 并 示 原 著 解 法 及 运算 过 程 。 

问题 39 100 个 面包 分 给 10 A, 其 中 50 个 平均 分 给 6 人 ; 其 
余 50 个 平均 分 给 4 人 。 问 : 各 人 得 多 少 ? 

解法 : 4 乘 多 少 ， 得 到 50? 


1 4 


N 10 40 


Q 参见 本 《大 系 》 第 二 卷 p，413 } +. 
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N 2 8 
\ 2 2 
2 
1 
和 12 2 50 
6 REY, 159] 50? 
1 6 
2 12 
4 24 
\ 8 48 
N + 2 
3 
fH 81 50 
3 


因此 其 中 4 人 每 人 得 12 方 个 ，6 人 每 人 得 8 -个 。 

问题 62 ”袋子 里 有 三 种 重量 相同 的 金 、 银 、 铅 块 。 已 知 共 值 
84 CERO, 已 给 这 三 种 金属 每 重 1 突 本 依次 值 12,6,3 SERE. RD 
各 值 多 少 言 都 ? 

Ж Ж: 12x4 得 48 是 金 块 所 值钱 币 数 。 

6X4, 3х4 61924, 12, 分 别 是 银 , 铅 所 值钱 币 数 。21X4 得 
84 是 三 种 金属 块 总 和 所 值 。 

问题 68 祭司 问 你 :四 个 工头 共有 粮食 100 大 海 卡 。 他 们 分 
别 有 12，8，6, 4 个 工人 。 如 果 按 工人 人 数 分 粮 , 各 工头 各 应 得 多 
少 ? 


解法 : 共有 30 工人 。30 乘 多 少 ， 得 100? 答 数 是 3 二。 所 以 


Ф X4 (Sha'ty) fin. 
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每 人 应 得 3 了 те 南海 卡 又 1 < 罗 。 第 一 个 工头 应 得 此 数 的 12 倍 ， 


其 余 三 工头 依次 得 8，6，4 倍 。 做 乘法 


423421411; 2g. 


eq gd ll lom. 
Gi) 65 332 F 3 371 


" 111, 2 m. 
(iii) 13 41664 9 F1 353 


111, 1 
(iv) 26 2 озо КЗ 39. 


四 个 工头 各 应 得 粮食 
有 12 个 工人 的 工头 得 100 海 卡 的 了 又 15 海 卡 , 即 40 海 卡 。 有 


8 个 工人 的 工头 得 100 海 卡 的 4515 à 32/8 F3 3 罗 , 即 26 3 海 
1 


+. 有 6 个 工人 的 工头 得 20 海 卡 。 有 4 个 工人 的 工头 得 13 са. 


WRX EF, ВІЗ lego, 


五 、 几 何 

面积 

我 们 已 在 《大 系 》 第 二 卷 第 四 编 引 录 纸 草 三 角形 、 WAE., B 
面积 问题 (48, 49, 50, 52 四 题 ) 足以 代表 此 文书 求 图 形 面积 的 
实际 能 力 。 

体积 

在 上 述 二 卷 四 编 仅 录 纸 草 长 方 体 计算 一 例 (问题 44) 在 此 副 
卷 我 们 补 录 其 他 二 例 。 

问题 42 求 圆 柱 形 仓 体积 : 已 知 其 直径 为 10 肘 尺 , 高 也 是 10 


D 各 工头 实 得 数 是 这 些 粮 食 的 400 fii. 


外 篇 ж-н XR ЖМ 65 


BR, 
1 1 211 21l 
解法 : 在 10 FREH: 01. 余下 8 EDS 3 6 


la | ， 4 1111...‏ 1 و1 
1g 3 79 108324 | IRR. 又 乘 以 10, 得 790 18275481 L2 BE.‏ 


加 上 它 的 半数 ， 得 1185 一 5 了 哈 尔 ， 它 的 5 是 59 KEE. 
T. E. Peet 最 先 指出 本 题记 录 了 古 埃及 其 制 与 立方 时 尺 的 关 


F3 
1 哈 尔 = 忆 立 方 肝 尺 ， 


1 KF = 20 R —400 ФЕ. 

另 据 文物 检测 , 1 肘 尺 =20. 62 英寸 , 于 是 借以 计算 海 卡 与 今 
容 制 的 关系 ， 

] 海 卡 一 292. 24 立方 英寸 。 

埃及 人 以 正方 形 的 | 2 | 作为 它 的 内 切 圆 圆 面积 0 本 题 所 求 
圆柱 形 仓 体积 是 说 : 

T ner anl Š : 
= D ћ2=10 | J 10 


2 


—|10— 1) -| Illy 
- (10 15) X10=|8 715] X10 


9 18 
— 30 1. 1 —2on Lll l l (ag 
一 79 108324 X10=790 15275481 CEFR) 


— L| 1111. 11 (a 
-[14d x 790 11857. (FBR) 


со l.l. 
—59 + 108 (KHE). | 


可 见 本 题 在 限定 以 单位 分 数 和 入 算 的 条 件 下 ,运算 是 准确 无 误 的 。 
[]2845 有 一 长 方 体 仓 含 7 500X4 海 卡 粮 食 , 问 : 这 粮仓 的 


D WA CK) Жр. 465—466 
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长 、 宽 、 高 是 多 少 ? 
ЖЖ: 75 乘 以 20 得 1 500, 它 的 ;5 是 150， ic 15. 这 -6 的 


是 10。 因 此 粮仓 的 尺寸 是 10X10X10， 


算式 1 75 
10 750 
20 1 500 
БЕК 
1 1 500 
1l 
19 150 
l 1 
1010 15 
21 1 
3 <10<10 10 


乍 一 看 ， 此 题解 法 难以 理解 。 其 实 文书 作者 的 思路 是 ， 先 把 
海 卡 化 为 大 海 卡 ， 然 后 化 为 哈 尔 ， 然 后 化 为 立方 肝 尺 ， 
7 500xX 42-400 —75 (大 海 卡 ) 


75x20 一 1 500 (HÊR) 
1 500x = =1 000 (УУНА). 
方 锥 陡 度 


纸 草 文书 含 方 锥 陡 度 计算 五 题 ， 我们 已 在 《大 系 》 二 卷 四 编 
举 一 例 〈 问 题 59) : 从 已 给 底 边 、 陡 度 求 高 。 在 评论 中 又 比较 了 今 
存 开罗 附近 吉 萨 村 三 大 金字 塔 侧面 倾角 ， 说 明 纸 草 文书 所 说 与 今 
存 建 筑 一 脉 相 承 ,倾角 约略 相同 。 陡 度 计 算 题 中 还 有 从 已 给 方 锥 
底 边 长 及 高 求 陡 度 者 ， 是 今 存 求 角度 余 切 的 最 早 记 录 

回 题 56 ”有 一 正方 锥 ,高 250 НА, 边 长 360 HR, fa]. 它 的 
陡 度 是 多 少 ? 
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解法 ，360 的 二 分 之 一 是 180。250 乘 多 少 是 180? EE 


111 111 

2 5 50 ( 肘 尺 )。1 肘 尺 有 7 掌 ， IIT. 
1 7 
1l 1 
2 3 
1 |41 
5 3 15 
1 11 
50 1025 


所 求 陡 度 是 5 3¥. 


这 是 说 ， кунйн о-у. MTA E 


|1+1+д]хо—5& o. 
用 我 们 的 话 来 说 ， 所 求 


cot و‎ 72, 0—54*14' 46", 


与 其 他 各 题 所 反映 的 侧面 倾角 相仿 。 
我 们 感到 有 兴趣 的 是 本 题 用 僧侣 文 和 象形 文 抄 写 的 摹 本 ， 左 
侧 还 画 有 插图 (图 版 1.1.4)。 图 版 1.1.5 为 文物 原件 摄影 更 真实 
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图 版 1.1.4 
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图 版 1.1.5 (RAGE) [а] 56— 60 


第 二 闻 《莫斯科 纸 草 》 


莫斯科 纸 草 有 25 个 问题 , 大致 与 莱 因 得 文书 相仿 佛 ， 有 特色 
者 四 题 。 

问题 3 已 给 长 方形 面积 为 12， 宽 是 长 的 立 。 问 : 它 的 长 和 帘 
各 是 多 少 ? 答 数 : 4, 3. 

原著 解法 相当 于 说 设 宽 、 长 分 别 为 zx，y。 


外 篇 ”第 一 编 埃 Ж 69 


据 题 意 =”, ХУ S, т, п, S Aus. 


Д] zx?= ‚ т=з, m= s= 2s, 


J£S—12, m=4, n=3 代入 公式 ， 得 解 。 
”问题 6 已 给 直角 三 角形 直角 边 , 长 边 是 短 边 的 2 Ç f, 它 的 
面积 是 20。 求 二 直角 边 长 。 答 数 : 4, 10. 
原著 解法 相当 于 说 ， 设 短 边 为 a， 而 
x a= 20. 于 是 a==4， 长 边 6 二 10。 
问题 10 已 给 半球 直径 是 9， 求 它 的 表面 积 。 答 ，32 
解法 : 从 9 减 去 其 九 分 之 一 。 半 个 “ 蛋 形 ” 体 计算 方法 如 下 。 


计算 余数 8 乘 余 数 8， 得 到 3 6 j5。 结 果 再 乘 以 8， 得 到 7 小 。 它 


3 618° 


可 以 认为 纸 草 文书 作者 已 知 半球 表面 积 公 式 : S=2xR?。 
因为 上 文 解法 思路 正 是 


< {в 


9 

问题 14 为 莫斯科 纸 草 中 最 负 盛 名 的 问题 , 我 们 已 在 二 编 四 

章 引 录 , 并 附 象 形 文 摹 本 。 读者 还 可 对 照 图 版 1. 1. 6, 此 为 原著 书 
影 。 
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BI 1.1.6 《莫斯科 纸 草 》 问 题 14 
第 三 节 《 卡 宏 纸 草 》 


卡 宏 (Kahun) 城 在 尼罗河 三 角 洲 上 , 是 第 十 二 王朝 国都 。 从 
此 出 土 的 纸 草 分 藏 伦敦 和 柏林 博物 馆 。 

问题 已 给 长 方形 对 角 线 长 是 10, 长 、 宽 比 是 1 : TS M: К, 
宽 各 是 多 少 ? 

在 此 纸 草 文书 上 有 用 单 假 法 解 二 次 方程 的 记录 

相当 于 说 ， 要 解 二 次 方程 
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me 100, 


Ll‏ :سر 
У 2 4°‏ 
解法 :‏ 
E _ 11‏ . 
假设 х=}, Уу = 2 4 ,‏ 
1 1 
ےھ ےھ 2__1 2 p‏ 
那么 ху 1 o ig:‏ 
为 使 т-у =100‏ 
ll‏ 
l 1 2 16‏ 
1 
8 3 2 
1 
6-7 4 
1 
7 12 8 
25 16 
50 32 
100 64 


1 sob 64 倍 ， 也 就 是 所 求 z=1X8=8，y 一 6。 


Жет (ARNAF) 


史 称 哈里 斯 (Harris) 大 纸 草 , 是 传世 容量 最 大 的 纸 草 , 含 79 
张 散 叶 , FH EC PEU. 并 彩绘 祭司 在 神 前 虔诚 祈祷 。 原 件 有 六 
部 分 。 这 里 仅 录 “ 神 庙 臣 民 交 纳 现金 及 实物 税 单 ” 片 段 : 
黄金 217 % 5 凯特， 


Q 周一 恨 等 ， 世 界 通史 资料 选辑 ， 上 古 部 分 ， 商 务 印 书馆 ，1974，20 一 30. 
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得 自 努 比 亚 的 黄金 290 突 本 8 LAS, 

得 自 科 不 多 斯 沙漠 的 黄金 61 突 本 3 凯特， 合计 569 突 本 6 + 
凯特 ， 

白银 10 964 突 本 9 凯特 ， 

人 们 用 以 祭神 的 代 实 物 税 银 3 601 突 本 1 凯特 ， 

农民 交纳 的 面粉 309 550 58, 

蔬菜 24 650 捆 ， 

亚麻 64 000 R, 

捕 乌 人 贡 税 水 岛 289 530 H, 

埃及 牲口 847 头 ， 叙 利 亚 贡 牛 19 头 ， 总 计 866 头 ， 

$$ 744 H, 

FREMI HE, 洋 槐 造 巨 舶 、 运 输 船 、 木 第 71 条 ， 总 计 82 
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第 一 节 头 德 夫 神 庙 石 刘 


古 时 埃及 巨石 建筑 至 今 林 立 ， 神 庙 巨 柱 、 栋 粱 处 处 石刻 ， 记 
载 各 时 期 重大 历史 事件 ， 是 一 部 用 石材 制造 的 历史 书 ， 其 中 也 不 
乏 数 学 史料 。 在 尼罗河 上 艾 德 去 (Edfu) 有 Horus 神 庙 (公元 前 
237 年 建 ) 岂 ,在 公元 前 107 至 前 88 年 期 间 ， 神 庙 和 祭司 在 石 造 门楼 
凯 石 刻 着 很 多 当时 丈量 土地 田亩 面积 记录 。 对 四 边 形 (三 角形 作 
为 一 边 长 为 零 的 特殊 情况 ) 两 边 对 边 分 别 长 为 a, c; b, d 的 面积 


都 取 近 似 值 ， A= (a+c) x (b--d). 石刻 上 记录 相当 于 说 ， 


1 1 1| lj- 1 
16, 15; 4, 3%: 2 (16 十 15) X 广 | 4+3 5) =58 =, 


2 
22, 23; 4, 4: + (22 十 23) ++ (44-4) —90, 
1 1 1 
0, 5; 17, 17; $ 045) +y (17 十 17) 一 42 4, 
1l 1l 1 l 1 1 1 | 了 1 
3 »» 10 293 24 усу, 22 y 3175 9102) + 


1[5,11 11| 544.1 
2|24 573 +22 53) 一 236 LUE. 


志 治 时 。 在 罗马 人 恺 撤 大 帝 焚 烧 亚 历 山 大 图 书馆 (公元 前 47 年 ) 之 
前 ， 和 希腊 数学 已 很 发 达 ， 而 祭司 所 用 田亩 公式 却 很 粗糙 ， 令 人 


(D HG., vol. l, P. 124 
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费解 。 
KY 《第 英模 克 纸 草 》 


纸 草 系 公 元 前 1 世纪 时 所 写 ， 开罗 附 近 Hermopolis Н Е, Ж 
40 个 问题 , SEE] Brown 大 学 出 版 社 出 版 R, A. Parker 著 Demotic 
Mathematical Papyrus 〈(《 第 莫 梯 克 纸 草 》) 并 附录 其 他 纸 草 25 个 
问题 ，K. Vogel 在 Historia Mathematica. 1974 (1) рр. 195~ 
199 作 述 评 。 全 书 仍 用 单位 分 数 人 算 ， 我 们 选 录 六 题 。 

问题 8 7 肘 尺 长 ,5 肘 尺 宽 布 一 段 共 35 布 尺 (平方 肘 尺 ) 。 问 ， 
长 度 减 去 1 肘 斥 ， 宽 度 增加 多 少 ， 使 布 面积 保持 不 变 ? 

原著 说 : KEA 减少 到 6, 面积 少 了 5 布 尺 , 6 RIED, 才 
等 于 5? HAS, 面积 保持 不 变 。 

问题 24 一 31 与 我 国 《 九 章 算 术 ， 勾 股 》 第 8 题 “ 垣 高 一 丈 , 倚 
木 于 垣 ”相仿 ， 其 中 

问题 24 杆 长 10 肘 尺 ， 底 部 外 移 6 FR. Pl: 杆 顶 新 的 高 度 
是 多 少 ?， 杆 顶 低 了 多 少 ? 

ШЖ. 10х10=100, 6X6=36, 

4/100—36 —4/64—4, 10—8=2, 

文书 作者 熟知 勾 股 定理 ， 借 以 回答 问题 в] NO 
新 高 度 8, 低 了 2 肘 尺 。 E 

问题 27，29 BAIK (Ср), ЖЕТВА В 
% (D4)， 求 杆 底 外 移 肘 尺 数 〈CB) 。 文 书 作 者 运 1171 
用 勾 股 定理 做 另 一 种 运算 。 

问题 34 丈量 长 方形 土地 , 已 知 它 有 60 平方 时 尺 , 对 角 线 长 
13 ЖА. E: EWK, REKED? 

解法 . 计算 


2 
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13X13=169, 
60X 2=120, 
169+120=289, 
~/289 一 17， 
169 一 120 一 49， 
A 49—7, 
17—7=10, 


7-х10=5, ЖЕЖ, 


17 一 5 二 ]2， 这 是 长 。 
你 可 以 回答 ， 土 地 长 、 宽 分 别 是 12 和 5。 
HUE: 12X12=144, 5X5=25, 
М144-Е25 —4/169-—13, HARK. 
从 解法 过 程 可 追 迹 文 书 作者 的 设想 :如 果 我 们 设 长 方形 长 、 宽 
分 别 是 x，y。 题 给 条 件 是 


ху= 60, 
| х? +.уѓ=132==169. 

原著 是 说 : х+у= мх +у22у=17, 

而 х— yc r Fy — 2xy —10, 
于 是 所 求 у= 一 5,z 一 17 一 5 一 12。 本 题 与 卡 宏 纸 草 所 设 题 
[E 3 EF 

问题 56 

5-6 
怎样 化 为 单位 分 数 ? 
解法 : 35=5X7, 
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6х5=30, 
6X7 一 42。 


在 这 一 题解 法 启示 下 , 对 于 形 如 二 普通 分 数 , ”是 奇数 , ROT 
便 地 都 可 以 化 为 二 单位 分 数 和 。 如 果 n= 二 uv 取 w 十 v= 二 2w， 那 么 


2 2 1 1 1 1 
95 5X19 5X12 19x12 RET 理由 是 显然 的 。 可 以 


认为 ,6 一 7 世纪 时 的 阿 克 明 纸 草 的 单位 分 数 构造 法 是 本 题 承 前 启 
后 之 作 。 

问题 62 10 的 平方 根 是 多 少 ? 

解法 : 3X3 二 9， 有 余数 1。 


取 1 的 半数 : 方 ， 又 取 它 的 三 分 之 一 : < 


lam. 
可 见 作 者 取 近 似 值 

Va E boca o. 
我 们 还 可 以 举 其 


问题 7 ”船用 正方 形 帆 布 ， 已 给 面积 1 000 FR EFRR). 
又 帆布 的 长 宽 比 为 1 T 1, M: 长 、 宽 各 是 多 少 。 
解法 ， 相 当 于 说 已 给 长 G). Ж су), 
ху=1 000 хх? y=1 i : 1, 
需 解 x’=]1 500, 
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HARVI 500= 38 220 


第 三 区 (ARMË) 


纸 草原 件 在 埃及 出 土 , 约 为 公元 后 2 世纪 时 作品 《算术 史 》 作 
# L. C. Karpinski 和 F. E. Robbins 发 表 Michigan Papyrus 620 
C GEZ ЧЮ 620)) 于 Science 1929 (70) pp. 311—314. #1 
含 三 个 算 题 ， 均 为 线性 方程 组 题 ， 其 中 的 

问题 1 四 数 之 和 是 9 900。 设 第 二 数 比 第 一 数 大 省 倍 。 第 三 
数 比 第 一 数 、 第 二 数 之 和 大 300, 第 四 数 比 前 面 三 数 之 和 大 300, 求 
此 四 数 。 

解法 :2 

+ 300 300 9 900 


7S 85 155 +300 305 十 600 
1 050 1 200 2 550 5 100 


150 


第 一 行 记 问题 数据 。 
第 二 行 : 设 第 一 未 知 数 为 75, 第 二 未 知 数 为 8S, 第 三 未 知 数 
为 15S 十 300， 第 四 未 知 数 为 30S 十 600。 


(D B. L. van der Waerden 把 1 500 化 为 60 进 制 M1 500 一 38 43 47 PHÓ 


60 602” 
可 见 纸 草 近 似 值 有 较 高 精度 ， 见 WGA.，pp，168 
D 原件 前 半 部 已 损毁 ， 论 文 作者 据 意 复原 ， 本 题 答 数 是 1 050，1 200，2 550, 
5 100. 
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题 意 四 数 之 和 60S 十 900 王 9 900, S=150. (第 四 行 ) 

jE S 值 写 在 第 三 行 。 

从 原件 解法 可 见 当 时 的 代数 处 理 与 今日 解 线性 方程 组 已 非常 
HU. 


Жат (MiN $ y” 


阿 克 明 (AKhmin) 在 开罗 吉 萨 村 附近 , 即 三 大 金字 塔 所 在 地 。 
纸 草 在 此 出 土 , 因 得 名 ,是 公元 6 一 7 世纪 时 所 作 。J. Baillet 在 1892 
年 著 文 报导 此 藏 于 吉 萨 村 博物 馆 的 纸 草 。 

纸 草 文书 用 硕 膀 文书 写 。 

纸 草 记载 化 普通 分 数 为 单位 分 数 的 方法 ， 方 法 多 样 。 

把 普通 分 数 的 分 母 分 解 成 二 因数 Cb, с) 或 三 因数 Cc, а, 
Р. #2 


а — 1 1 
Dae | TURN btc’ 


a a 


2_ l d 3 l 1 
PI = се» 110 70 77" 
18 | 18 _1 1 
323 17X19 34 38° 


a 1 1 


“cdf ed+df V cd df" 
c a a 
28 28 1 1 _ 
例如 320 10X12X11 1201-182 ^ 120--132 ` 
10X عل‎ 1 1x—— 
28 28 
1,1 
90 | 99° 


Т Sm, vol. 2, pp. 212—214. 
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这 两 种 情况 是 在 a15 十 c Eka lcd +df 条件 下 才 分 解 成 功 , 否则 
失效 。 纸 草 文书 作者 另 有 补充 方法 : 

344r BEA 0 bc 时 ， 如 a 各 十 :<， 就 另 设 一 自然 数 m， 使 
a |b-- mc ,那么 


а 1 ,. . 1 |. TA 
be ,btme pg. BLE, 1 再 进一步 分 解 。 
а а m 
7 7 
— — ‚ {Н , 
例如 6 TTL 711+16, 但 7116 十 3x11， 于 是 
_ l ا ر‎ =1 3 
176 ]] 16+-3X11 16x16 十 3X11 、 工 77 ` 112 
7 7 3 
3_ l 1 _1,1 
而 112 16 十 2 又 7 十 164257 70 8O’ 
7x—— 16 —— 
3 3 
1 1,1,1 
因此 176 70 77^ 80 


由 从 已 给 分 数 中 减 去 某 一 单位 分 数 后 ， 再 进一步 分 解 。 


例如 616=8X77=7X88, 318+77, 317+88. RH 


31 124 13 1 1 2 шр. | 
کک ج‎ tt mm H, Ер 
616 88616 8877 88 ^77 ^ 77: ту? AULD: 分 解 为 


63 99 616 63 77 88 99° 

Bin A, 6 460—85X76—95x 68 归结 为 情况 人 外, 都 失效 ， 
就 在 原 分 数 内 减 去 二 。 
|... .239 1, 1683 1,1, 95. 1,1,1 

6460 85 6460 85 95 6460 68 85 95" 


此 外 纸 草 还 有 许多 算 题 ， 
分 配 比例 ， 把 一 数 化 为 已 给 之 比 。 
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余数 问题 , 从 某 金库 取出 十 ,又 取 余 下 财富 的 方 , 金库 剩 150 
сет). PL. 原 有 多 少 金币 。 原 答 数 : 172 2 金币 ) 这 类 问题 相 
当 于 解 一 次 方程 : [z 一 二 z 一 二 | اولي‎ 一 …| =R. 


а 
2 1111111111111111 
分 数 减 法 ， 从 3 减 去 1011 2022303340445055606670778088 
11 1 1 1 1 
A—*aXD IL 1 1 ж ر‎ 
9099100110” = ЖОТО 50" 
纸 草 文 书 的 末尾 有 附 表 : 
w2 алла 1 
其 ‚Ару, 3” 4” 5" 6? ЗЯ, Е, T, Л. 
其 二 ， 1, 2, `... „#0, п==1, 2, 3, °“, 20 
答 数 都 用 整数 以 及 单位 分 数 之 和 表示 。 
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巴比伦 的 历史 与 文化 


巴比伦 文化 是 指 西亚 两 河流 域 从 公元 前 3 千 纪 开始 至 公元 前 
4 世纪 止 、 奴 隶 制 国家 所 有 文化 现象 的 总 称 ， 各 国家 其 著称 为 

MERE ”公元 前 30 世纪 至 前 25 世纪 。 

阿 卡 德 王朝 公元 前 24 世纪 至 前 22 世纪 。 

古巴 比 伦 王国 ”公元 前 19 世纪 至 前 18 世纪 。 

亚 述 帝国 ”公元 前 18 至 前 8 世纪 。 

新 巴比伦 王国 ”公元 前 7 至 6 世纪 。 

波斯 帝国 ”公元 前 6 至 前 4 世纪 。 

希腊 民族 入 侵 后 ， 建 立 了 

塞 琉 古 王朝 公元 前 4 世纪 起 。 

巴比伦 文化 区 适 是 今 伊 拉克 、 伊 朗 所 在 地 ， 当 年 以 盛产 橄榄 
油 闻 名， 殊不知 地 下 丰 藏 石油 。 当 年 奴隶 主 瑰丽 建筑 至 今 犹 存 遗 
迹 。 其 著称 者 如 阿 卡 德 后 裔 所 建 高 层 观 象 台 ， 萨 民 皇 宫 五 腿 翼 兽 
浮雕 ， 巴 比 伦 王国 城 门 彩色 琉璃 砖 饰 ， 塞 琉 古 帆 赛 波 里 斯 百 柱 厅 
跪 牛 柱头 大 理 石 群 柱 等 都 是 足以 说 明 西 亚 能 工 巧 匠 的 工作 是 杰出 
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的 。 此 外 巴比伦 有 高 度 发 达 的 文学 、 历 史学 和 科学 。 后 者 以 天 文 、 
数学 为 最 ， 文 献 都 用 刻 在 泥 版 上 的 棉 形 文字 保存 下 来 。 


泥 版 与 泥 版 数学 文书 


从 19 世纪 开始 , 考古 学 家 在 西亚 两 河流 域 发 据 文 物 ， 身后 不 
汪 出 土 巴 比 伦 时 代 据 以 记录 文化 的 泥 版 文书 , 已 达 50 ЛЖ, 不 少 
精品 都 珍藏 在 巴黎 、 柏 林 、 伦 就、 纽约 等 地 博物 馆 中 。 泥 版 是 用 
BH RHF BF (一 说 木 条 ) 在 泥 版 上 刻写 棉 形 文字 。 经 过 日 了 晒 
(一 说 烘焙 )， 就 成 为 易于 保存 、 长 期 无 损 的 文书 档案 。 泥 版 有 大 
有 小 ,小 的 方圆 仅 几 寸 , 最 大 也 不 过 教科 书 那么 大 。 泥 版 中 间 厚 ， 
251.2 F, 四 周 薄 。 有 的 仅 一 面 有 字 , 有 的 两 面 都 有 字 , 有 的 四 边 
都 有 字 。1847 FH. C. Rawlinson 最 早 为 这 些 文书 的 丰富 内 涵 解 
密 。 在 数 以 十 万 计 的 泥 版 中 经 鉴定 为 数学 文书 的 约 300 块 , 其 中 约 
200 块 为 各 种 数学 用 表 .。 在 这 些 文书 中 O. Neugebauer (1899— , 
奥地利 一 美国 人 ) ТЕН REIL, "ЕДЕН ЕЕН КЕЗЕ ЖЕМ E 
(1926) 并 留 校 任教 ，1936 年 到 美国 。 代 表 作 《十 代 科 学 史 教 程 》 
和 Mathematische Keilschrift Texte, 1935 (《 数 学 攀 形 文字 译 
FEN. А. A. Вайтан 著 《 苏 美 尔 巴比伦 数学 》 是 一 本 中 型 
的 介绍 泥 版 文书 的 学 术 著 作 。 


exe Xd 4x? 
长 度 
基本 单位 ， 肘 尺 (Kus) 
导出 单位 : 


O 据 《 苏 美 尔 巴 比 伦 数 学 》 辑 出 . 
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1 苏 西 (susi) THR. 

1 基 (gi) =6 FR. 

1 加 尔 (GAR) =12 肘 尺 ， 折 合 分 6 Ж. 

1 BJ (US) —60 HIZR= 720 НА. 
面积 和 容积 
基本 单位 : PPAR (SAR 面积 ) =1 平方 加 尔 ，144 平方 有 时 尺 。 

PAR RD) =R (面积 ) Xx1 HR =144 УУНА. 

导出 单位 : 


1 色 (se) = х 25× 590%. 


13K (gin) EUIS 


1 BÆ (ubu) =50 Y/R. 

1 XR (bur) —30x60 沙 尔 。 

1 Ё (saru) =5X 60X 60X 60 沙 尔 。 
重量 
基本 单位 ， 码 那 (mana). 
导出 单位 : 


1 £ (Kin = EHE. 


1 & = SEHE. 
1 5 (gun) —60 码 那 。 


巴比伦 记 数 法 


巴比伦 用 六 十 进位 值 制 记 数 ， 图 2. 0. 1 示 某 些 自然 数 的 模 形 
符号 记 数 例 。 缺陷 是 整数 与 分 数 无 统一 规定 , 因此 图 中 的 120 可 视 


为 2 2, 或 2X602; 而 227 也 可 视 为 3 27, BE A. Ek 3x 


84 mo й 


12 3 6 9 10 11 12 2 40 
"r 
r vr rrr fff HH: < «1 (I1 < $ 


60 70 80 120 130 227 4876 


Y K лк шт 1< qm 


图 2.0. 1 
60*--47 X 60, 
按照 数学 史 专 著 惯 例 ， 我 们 用 阿拉 伯 数 字 记 槐 形 符号 ， 并 以 
分 号 “;” 为 界 ， 其 左 为 整数 部 分 ， 其 右 为 分 数 部 分 。 每 向 左 
(з) 又 以 逗号 “,” 分 节 , 每 向 左 ( 右 ) 一 节 升 值 ( 降 值 )60 f. 
例如 
1: 


29, 13; 18, 20, 13—29X60-4- 134-18 X = sp F 20X gs +13 X zs. 


希腊 马其顿 亚历山大 一 世 的 入 侵 ， EBERT RERO 
权 的 灭亡 。7 世纪 起 阿拉 伯 国 家 势力 又 伸 入 本 地 区 。 虽然 希腊 文化 
和 阿拉 伯 文 化 与 巴比伦 文化 有 异 , 受 土著 习惯 影响 还 是 深刻 的 ,在 
巴比伦 数学 文书 研究 中 常 分 之 为 前 期 与 后 期 。 后 期 是 指 塞 琉 上 古 王 
随时 期 及 以 后 的 出 土 泥 版 ， 其 余 都 称 前 期 。 

泥 版 数量 很 多 ， 已 解密 的 数学 现象 也 很 多 。 本 编选 择 其 有 特 
色 者 ， 力 图 无 重复 。 馆 述 次 序 是 先 原著 所 提问 题 、 原 著 所 作 数 值 
解法 (分 行 并 编 序号 ), 后 作 今 释 。 其 特别 有 典型 意义 者 附 原件 图 
版 或 其 摹 本 。 所 有 今 释 中 牵涉 到 计算 时 ， 一 律 用 六 十 进 记 数 法 以 
FRR. 


本 章 文 献 主要 求 源 


О. Neugebauer, Mathematische Keilschrift Texte, T. 1 一 3， 
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Berlin, 1935—1937 

B. L. Van der Waerden, Science Awakening, Groningen, 
Holland, 1954 

B. L. Van der Waerden, Geometry and Algebra in Ancient 
Civilizafion, Springer-Verlag, 1981 


A. A. Вайман, Шумеро-Вавилонская Математика, Москва, 1961 
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第 一 章 英国 藏品 


英国 伦敦 不 列 颠 博物 馆藏 泥 版 极为 丰富 ， 其 中 已 经 研究 、 鉴 
定 为 数学 文献 者 有 以 下 几 种 。 


第 一 节 BM 13901? 


此 泥 版 为 旱 期 文物 ， 含 24 个 问题 。 

问题 1 我 把 正方 形 的 面积 与 其 边 长 相 加 , 得 0; 45, RAR. 
解法 : 

G) 写 下 1。 

(ü) 取 1 的 一 半 是 0; 30, 

(i) HRO; 15. 

Gv) 0; 15 加 上 0; 45, 得 1。 

(v) IREO; 30， 就 是 所 求 边 长 。 

从 上 面 解法 可 以 认为 泥 版 作者 已 知 二 次 方程 x 十 ax==b WIE 


根 是 
„Д. 


我 们 如 设 所 求 边 长 是 zx， 本 题 就 是 要 解 
TX 十 ZX 二 0;45。 


2 2 2 
而 < 一 1， $-1l-o; 30, E -(1j —0; 15, 十 6 一 1; 


(D BM 为 British Museum 缩写 ， 后 为 藏品 编号 . 
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2 
0; 15 十 0. 45=1, z= | #| 十 6 一 了 一 0 30。 这 正 是 第 (i) ~ 


(v) 行内 容 。 
问题 2 我 从 正方 形 的 面积 减 去 它 的 边 长 , 得 14; 30。 求 边 长 。 
解法 : 
G) 把 1 分 成 两 份 : 0; 30, 0; 30, 
Gi) 0; 30 与 0; 30 的 乘积 是 0; 15. 
Gi) 你 加 上 14; 30, 
Gv) 14;30,15 有 平方 根 29; 30. 
(у) 29; 30 加 上 0; 30， 得 30。 这 是 所 求 边 长 。 
从 解法 可 以 认为 这 是 从 二 次 方程 r —ar=b 计算 正 根 


2 
z= (5) 十 6 十 全 的 过 程 。 


问题 8& ”我 把 两 个 正方 形 面积 加 起 来 , 得 到 和 21, 40。 二 者 边 
长 加 起 来 ， 和 是 50。 问 : 它们 的 边 长 各 是 多 少 ? 
解法 : 
G) 25 的 平方 是 10,25。 
Gü) 21,40 的 一 半 是 10,50。 
(и) 二 者 之 差 是 25， 平 方 根 是 5。 
Gv) 25 加 上 5， 是 其 中 一 条 边 长 。 
(v) 25 减 去 5， 是 另 一 条 边 长 。 
权威 学 者 认为 从 解法 说 明 : 巴比伦 人 已 明确 二 元 二 次 方程 组 
[у= 
r+ y=b. 
、 b b m b 
一 般 的 解法 : Wr. y——t 代入 二 次 式 。 从 ?| 二 | 十 


2 =a, 得 
rig 
2 21 ^ 
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于 是 所 求 xz 一双 十 r б ,y= 上 一 一 [各] жа 


21,40, 5 二 50。 因 此 解法 第 G) ~ GiD FREESE: 的 运算 过 
E. R Gv), GO 行 分 别 是 计算 zx，y JAY DY. 

问题 9 我 把 两 个 正方 形 面积 加 起 来 , 得 到 和 21, 40。 二 者 之 
差 是 10。 间 : 二 者 边 长 各 是 多 少 ? 


本 题 相当 于 要 求解 
|2 тута, 
х — у=, 
易于 作 与 上 题 类 似 的 变换 
a=, y=, 
a b |* 
-JE 
. b a b |° a bi b 
于 是 所 求 a= 2 = 42 12] —- 


原著 本 题解 法 及 答 数 30 及 20 正 是 当 a 二 21，40,， b=10 时 取代 公 
式 的 结果 。 

问题 10 两 个 正方 形 面 积 和 是 21; 15。 其 中 一 个 边 长 是 另 一 
个 边 长 的 人 。 间 ， 二 者 边 长 各 是 多 少 ? 

解法 : 

G) 你 写 下 7 和 6。 

Gi) 7 自 乘 得 49。 


Gii) 6 H 34836. 
Gv) 36 加 49 得 1,25。 
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(v) 1,25 KH CL P 
(vi) Kl: АД ЗЕ 1, 25 得 到 21; 25? 

(vii) Ж. 0; 15， 它 是 0; 30 的 平方 。 

(уш) 0; 30897 倍 是 3; 30， 这 是 一 个 正方 形 的 边 长 。 
(ix) 0; 30 的 6 倍 是 3。 这 是 男 一 正方 形 的 边 长 。 

从 解法 分 析 可 见 原著 作者 对 于 解 二 元 二 次 方程 组 
| 


之 
34777 To 


b 
已 有 变换 的 认识 ， Р, Р х-ы, y=, RAZ 
877. WAR 


z=b pr y=c Ажи 
对 照 本 题解 法 : 第 G) ~ Gv) 行 正 是 在 求 吨 十 cz; 第 (у) ~ 
(vi) THRE, t, Ж Сир, ах) ЯА х-ы, у=с 求 出 答案 。 
问题 14 我 把 两 个 正方 形 加 起 来 , 它们 的 和 是 25,25。 第 二 个 
正方 形 边 长 是 第 一 个 边 长 的 加 上 5。 问 :两 正方 形 边 长 各 是 多 少 ? 
解法 : 相当 于 说 


G) 14-0; 402=1; 26, 40, (A) 
Gi) 5X0; 40—3; 20, (B) 
(ш) 25, 25—5?—25, 0, (C) 


(iv) 第 一 个 正方 形 边 长 是 万 CBE AC- B). 
G) 第 二 个 正方 形 边 长 是 (MBF 二 AC 一 B) +5. 


O 巴比伦 数学 认为 ， 不 能 表示 六 十 进 的 数 无 意义 . 
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据 题 意 应 解 方程 组 
人 25， 


y 一 和 xz 十 5， 


其 中 z，y 分 别 是 题 设 二 正方 形 边 长 。 
泥 版 作者 深 知 ， 对 于 一 般 问题 
Mund 
y=bx+c, 
当 y 消去 后 就 得 到 
(1402) x*-F2bcx-d-c^—a-—0. 
ii A-2145, B=bc, С=а—с?, 
原著 解法 恰 是 这 一 般 问题 的 特例 。 
问题 18 我 把 三 个 正方 形 加 起 来 , 它们 面积 的 和 是 23, 20. 第 
一 、 第 二 与 第 二 、 第 三 个 正方 形 边 长 的 差 都 是 10。 问 : -这 三 个 正 
方形 边 长 各 是 多 少 ? 
答 数 : 30, 20 及 10。 
从 原著 数值 解法 追 迹 ， 后 人 觉察 泥 版 作者 用 相当 于 今 称 消 元 
法 化 三 元 方程 为 二 元 方程 ,然后 借助 于 问题 1 公式 取得 答 数 。 本 题 
应 解 
a + ر‎ +z = 23,0, 
е-и 
у—2= 10, 
原著 作者 从 后 二 式 获得 z，y 分 别 与 z 的 线性 关系 ,然后 代入 第 一 
A. MAHET, y 而 得 关于 > 的 二 次 方程 。 


第 二 区 ВМ 34568 


此 泥 版 为 后 期 塞 琉 古 王朝 文物 。 含 19 个 问题 。 文书 记录 了 当 
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时 对 直角 三 角形 勾 股 定理 及 其 推广 的 正确 理解 。 我 们 记 其 直角 边 
Жа, b (0>>a)， 斜 边 为 c， 那 么 问题 已 给 件 有 5 种 类 型 : 
(Da, b; Qb, с; @c+ b, a; Db—a, ab; ©a+b+c, ab, 
当时 不 少 问题 用 文字 代替 具体 的 数 ,使 答案 起 到 公式 的 作用 。 
问题 1 长 方形 长 4， 宽 3。 问 : 对 角 线 长 多 少 ? 
ЖЖ: 对 角 线 < 一 “十 分 一 5 或 c 一 4 十 一 5。 
问题 2 已 给 长 方形 斜 边 为 c， 一 边 长 为 a， 求 另 一 边 长 。 
答 数 ， 另 一 边 0 一 Ac 一 02。 
问题 9 已 给 直角 三 角形 直角 边 和 及 其 有 乘 积 ， 求 此 二 直角 边 。 
这 一 问题 相当 于 解 方程 组 
TX 十 y 二 A， 
ry-—B, 
文书 作者 用 相当 于 BM 13901 问题 1 作 解 。 
问题 12 ”一 根 芦苇 靠 墙 放 着 。 顶 端 向 下 移 3 肘 尺 ， 另 一 端 向 
外 移 9 BER. m. 芦苇 长 多 少 ? 移动 后 顶端 高 多 少 ? 
AME c—b—3, a—9, 


ЖЖ. 所 求 芦苇 长 
_ 1 (—b ta 1 39 _ 
c€ = 2 > c—b — 2 X 3 —15, 


Wi b-—-/c—a =, (2.1.1) 
问题 13 已 给 a 二 3, 5 十 c= 二 9, ЖЬ, с, X 
书 给 出 求解 公式 ， 
_ (ë+c)2— a 


b= 3 (bo) ° 


c—b4-c—b, 
AUN . 2 一 4， c=5, 
问题 15 已 给 直角 三 角形 直角 二 边 长 之 差 及 其 乘积 。 求 此 二 
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аж. 
ЖЕ BM 13901 问题 9 同型 ， 相 当 于 解 方程 组 
х y-C, 
ту= В, 
5] 8 14, 17, 18 已 给 直角 三 角形 三 边 长 之 和 以 及 二 直角 边 
乘积 。 求 三 边 长 。 
问题 18 原著 解法 说 : 三 边 长 之 和 自 乘 ， 减 去 2 倍 面积 (二 直 
AARE), 那么 所 求 斜 边 是 差 的 一 个 因数 .。 这 是 说 , 如 果 设 二 边 
长 之 和 为 S$, 二 直角 边 乘积 为 已 , 文书 作者 认为 所 求 c 是 S? 一 2F 中 
的 一 个 因数 。 可 以 验证 
1 


X (S:—2F) = (a+b? C Dic Zac) 


= (2с°*-+2Ьфс-Е2ас) =c («а+ь+с) 
=c, 
其 中 的 一 个 因数 ， 就 是 所 求 的 斜 边 ， 
“一 了 一 2 
S ° 
当 求 出 c 后 ， 就 不 难 按 BM 13901 问题 8 的 思路 继续 计算 出 a Mb. 


$ =F BM 85194 


此 泥 版 经 鉴定 属 后 期 文物 ， 它 保存 完好 ， 除 正面 外 ， 边 欣 俱 
有 文字 (图 版 2. 1. 1); 共 含 35 个 问题 。 其 中 有 涉及 几何 图 形 面 积 、 
体积 计算 ， 我 们 录 有 关 梯 形 、 圆 、 方 台 、 堤 体 ， 共 5 题 。 
问题 1 图 2.1.2 中 已 给 等 腰 梯 形 下 底 a, 腰 斜率 m 及 其 面积 
А. Ml: 梯形 的 上 底 是 多 少 ? 
解法 . 从 已 给 数据 ， 文 书 作 数值 计算 。 相 当 于 说 ， 所 求 上 底 
Ь= л/а? —4mA., 


TT Ra a ГЇЛ: 
” [ "20 中 f 2 774 


D fis ibas 
е 208 Ay? Г ЕР 


ЕНИР 
ү „ү APAY 5: 


U 
í LRS 3 
dd 


[2 


` f š px A 
r Eo (> 


71 f : rí ufi 


Ж 
Rpg 
Ы [$7123 کر‎ 


КАА”, ; 
EP A 


7 ИШ np wt "71 =) 
Fil ori EE Е 


图 版 2.1.1 ВМ 85194 
b 


图 2.1. 2 
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后 人 分 析 ， 这 一 公式 的 来 源 是 基于 文书 作者 对 图 形 性 质 已 正 
确 掌握 。 
a+b 


m= 42, ШШ A= 2 — —h, 
那么 2m*2A—4mA-— (a—b) (a+ b) =а?—?, 
于 是 Ь?=а?—4тА.„ 


问题 2 БЕ ЕР, ЖЕ т 及 其 面积 4。 
H: 梯形 的 下 底 是 多 少 ? 
答 数 ， а= МАТА. 

问题 3 已 给 圆周 长 1, 0, 弓形 矢 高 为 2。 问 , БК 

解法 : 

G) 2 乘 2， 得 4。 

Gi) 直径 20 3:4, 816. 

(ш) 16 的 平方 是 4，16。 

(v) 直径 20 的 平方 是 6，40，6，40 减 去 4，16 是 2，24， 平 
方 根 是 多 少 ? 

(v) 这 个 平方 根 就 是 所 求 弦 长 02. 

从 解法 可 以 罕 测 巴比伦 人 取 rx<*3 (EM 
HARAK, 00, HER 20). BAMAR 
(р), RÈ (h), RER (a), 他 们 运用 勾 
股 定理 得 解 ， 从 图 2. 1. 3 所 求 
a! = АС*= АВ*— BC! « D° — (D—2h)’, 

а=^/1#— (D—2h2:, 图 2.1.3 

解法 中 第 G) TTIEJÉ2A—4. Ж (i) ~ Gi) 行 是 在 作 (р 
2A) i8. 88 Gv), v 行 是 /万 一 万 二 2) 


© 注意 六 十 进 制 1，0=60. 
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问题 4 有 一 方 台 形 控 方 。 已 给 上 底 正 方形 边 长 10 WMR, 27 
台 高 18 加 尔 ， 侧 棱 每 向 下 1 加 尔 ， 向 内 收 进 1 肘 尺 。 求 此 控 方 体 
积 。( 图 2.1.4) 


解法 : 

G) O; 5 加 0; 5 得 0; 10, N Ll 

Gi) ARLO; 10， 你 得 到 3。 \ n 
(ш) 10 减 去 3， 你 得 到 ?7。 

Gv) 进一步 计算 10 加 上 7， 得 17。 |/ 
(v) 17 的 一 半 是 8; 30. Ь 

(у) 它 的 平方 是 1，12; 15, 图 2.1.4 


(vii) 3 的 一 半 是 1; 30. 
(vii) 平方 是 2; 15， 三 分 之 一 是 0; 45, 
(ix) 1, 12; 15 加 上 0; 45 是 1，13。 
(x) 1, 13 乘 以 18 得 22，30。 这 是 答 数 。 
从 解法 可 知 泥 版 文书 作者 深 知 当 方 台 上 下 底 边 长 为 c，8， 高 
为 h 时 ， 它 的 体积 CH 2.1.5) 
|)». 


-[[et5 lla— 
v=| | 2 | ++ 
可 以 验证 公式 正确 无 误 。 因 为 

第 G), Gi) 行 根 据 题 设 条 件 ， 侧 棱 收 进 率 

1 肘 尺 ,1 加 尔 =1 : 12= 2—0; 5， 两 侧 收 进 0; 5+0; 5= 
0; 10。 借 此 计算 出 向 下 18 DR, 两 侧 应 向 内 共 收 进 了 3 加 和 尔 。 
是 6 二 a 一 3 二 7， 

第 (1), (v) 行 是 计算 a 一 6， a+b. 

. 2— y a+b 2 
第 (v), (vi) 行 计算 | + 。 
Ж (vii), (уш) FFE, HEZE. 
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第 ао тае) taz). 
第 (х) 行 是 乘 以 高 的 最 后 一 次 计算 , 但 答 数 有 误 , 正确 值 应 
是 21，54。 
问题 5 有 一 堤 体 , 已 给 上 底 前 


$5 ау =1,а,= 0; 30,2, = 1; 30,2, = 7 h 

1。 堤 前 高 hi 二 6,hs 二 4。 堤 全 长 /= h 

10, 问 : 它 的 体积 是 多 少 ? 答 数 :50。 — 
l 


泥 版 文书 作者 解法 所 示 堤 体 近 
似 计算 公式 (图 2.1.5) 为 图 2.1.5 
— 1 a, +b, a, +b, h А, 
ДЕ Eh pett) Eel, 
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此 泥 版 含 18 个 问题 。 经 鉴定 为 前 期 文物 。 在 几何 图 形 计算 方 
面 可 以 补充 前 二 泥 版 者 有 三 题 ， 录 如 下 。 

问题 9 一 杆 长 0; 30, RHEL. MPI PFO; 6。 问 : 另 
一 疾 癌 外 移 多 少 ? 
AU. 0,18. 

原著 解法 相当 于 说 。 已 给 d= 二 0;， 6. 计算 b=c 一 d= 二 0;，24， 
于 是 所 求 a = 4/0, 30: 一 0; 24 = 0; 18 
(Re 2.1. 6). 

问题 4 REKE ER a=2 肘 尺 ,后 


а= In MRa? 肝 尺 。 高 h= 二 6 肘 尺 ，b=c-d 


图 2.1.6 


O FPF SER. 
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= MK. М, Е A t 53.90 立方 肝 尺 (图 2. 1. 7). 
[ 


从 解法 获知 文书 作者 的 近似 体积 公 А 
式 为 OZ 


- Ца setas] 
V=+| +2 ы, 


问题 17 8 — B Ik, 已 给 (图 图 2.1.7 
2.1.7) а. =0; 50 加 尔 , a5—1 加 尔 , b= 
1 028, bz=1; 30 JHZR, h=18 R, 1—30 加 尔 。 求 体积 。 

本 题 与 BM 85194 问题 5 同一 类 型 (前 后 高 度 相同 )。 计 算 体 
Ti (EI 用 同一 公式 。 
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此 泥 版 所 记 数 学 问题 以 解 高 次 方程 见长 。 如 所 周知 巴比伦 文 
化 中 有 大 量 数学 用 表 .: 倒数 、 平 方 、 平 方 根 、 立 方 及 立方 根 等 表 。 
经 过 代数 变换 消 元 之 后 ， 文 书 作 者 最 终 查 表 求 对 应 的 根 或 其 近似 
值 。 我 们 选 录 4 题 如 下 。 

问题 22 ”一 个 数 立方 的 12 倍 是 1; 30， 求 此 数 。 

本 题 就 是 解 方程 12zs* 王 1; 30。 


原著 解法 说 15X 1 30=0; 7，30。 
查 立 方 根 表 : 0; 7, 30 的 立方 根 是 0，30， 这 是 答 数 。 

问题 23 相当 于 要 解 方程 

x? (12z=+1) =1; 45, 

解法 : 两 边 都 扩大 122 fF, 

(12z): (12z 十 1) 一 4，12。 
Жп? (n - D 3€ , 对 应 于 4, 12 的 自 变量 是 6。 这 就 是 12z 一 6, z=0; 
30 是 答 数 。 
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问题 24 已 给 长 方 体 的 体积 为 27; 46，40， 它 的 高 是 3; 20, 
长 宽 差 是 0; 50。 问 ， 它 的 长 、 宽 各 是 多 少 ? 
我 们 如 设 长 方 体 的 长 、 宽 、 高 分 别 是 +，y, 2, 那么 本 题 要 解 


方程 组 
зыш 46, 40, 


原著 解法 相当 于 说 ， | 


x 
[5 Уу _ 
二 t= |£] 十 大 一 2， эз. 


而 所 求 214-23, 20, 


Ty Jp ° 


我 们 知道 巴比伦 人 善于 解 已 知 两 数 乘 积 、 和 或 差 求 此 两 数 这 
一 类 问题 。 本 泥 版 文书 作者 就 把 三 元 方程 变换 为 这 类 问题 是 很 得 
当 的 做 法 。 

问题 25 与 上 题 相仿 , 又 是 把 长 宽 差 改 为 长 宽 和 是 a 二 5; 50. 


原著 把 三 元 方程 化 为 二 元 方程 组 


| V 
y=” و‎ 
r+ y=a, 


解法 相当 于 说 : 


А 2 
其 中 =] а 一 大 一 0 25, 
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жж 美国 藏品 


美国 藏 巴 比 伦 泥 版 其 著称 者 分 别 在 哥伦比亚 大 学 和 耶鲁 大 
学 。 这 里 分 三 节 介绍 


第 一 节 MLC 1950 


此 为 耶鲁 大 学 摩根 图 书馆 藏品 。 为 了 记录 巴比伦 文化 在 三 角 
形 、 梯 形 性 质 方面 所 做 的 工作 。 

问题 三 角形 分 成 两 部 分 。 已 给 其 中 梯形 面积 为 5，20。 上 面 
二 线段 长 分 别 为 20 及 30, 求 梯形 上 底 、 下 底 长 .这 是 说 ,在 图 2. 2.1 
'FRtAABC, 与 直角 边 平行 的 线段 DE АВ 29g CERBEAD— A, = 
20, DB=h,=30, 分 AC 为 二 线段 4M，MC . Р АРЕС 下 底 
AC， 上 底 DE 的 长 zi，zz。 又 已 给 梯形 面积 4 王 5，20。 

解法 : АГ 

(i) 在 计算 时 , 你 取 20 的 倒数 ， 你 
得 结果 0; 3。 

Gi) 5，20 乘 以 0; 3 得 到 16。 n 

Gü) 长 30 RLU? 48 1, 0. 图 2.2.1 

Gv) 1, 0 ES — KBE 20, 199 
1, 20, 

(v) Ж1, 20 的 倒数 是 05 0, 45. 

(vi) 乘 以 面积 5，20， 结 果 是 4。 

(vii) 16 加 上 4 是 下 底 20. 

(уш) 16 减 去 4 是 上 底 12。 
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后 人 据 解 法 销 研 ， 作 出 复原 设想 : 


24, — X. X1 2 xı Hr 


(ri 2c) А, 4 


loq _ СА 
2 Gn z) =o (Q2) hih, 


__ 5, 20 __ 。。， TU 
—730430x2 48 GB бсш, (D f7) 


所 求 上 、 下 底 : z,—516-2-4—20, (28 (vii) 行 ) 
22=16—4=12, (Ж (мш) F) 


第 二 节 Plimpton 322 


19 世纪 时 在 两 河流 域 Senkerch 出 土 一 泥 版 ,经 鉴定 为 巴比伦 
后 期 文书 。 泥 版 并 不 大 , 长 宽 是 12.7 em X 8. 8 cm, 初 为 美国 佛 罗 
里 达州 E.，J. Banks 所 有 ，1923 年 归 G. A. Plimpton 收藏 。 现 
藏 纽约 哥伦比亚 大 学 精品 图 书馆 。 编 号 Plimpton 322。1945 +, О. 
Neugebauer 等 撰文 了 指出: 泥 版 所 记 为 勾 股 数 (十 五 组 ) 表 , 右 
第 一 列 记 序 数 ， 第 二 列 弦 长 (c), 第 二 、 四 列 分 别 为 对 应 的 勾 
(а). Ж (D 长 ， 这 些 勾 股 数 都 符合 公式 ， 

a=2mn, b=m°—n2, c=m°+nx, 
其 中 mm， n 为 某 二 自然 数 。 
我 们 改 用 十 进 制 记 其 成 果 , 见 表 2. 2. 1。 图 版 2. 2. 1 为 原件 书 


影 ， 在 今日 录音 带 盒 大 小 的 泥 版 上 有 如 此 精巧 文献 ， 除 了 显示 巴 


(D O. Neugebauer and A. J. Sachs, Mathematical Cuneiform Texts, American 
Oriental Series, vol. 29, New Haven, 1946 
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比 伦 人 的 数学 才华 之 外 ， 还 可 以 见 当时 工艺 С. BERE) 技术 
的 惊人 水 平 。 


й s: 
` = 
A A 
t Pa Жр 
: x < 


э ы. 
24, 


DIA 
IS 


图 版 2. 2.1 Plimpton 322 


32.2.1 Plimpton 322 藏品 巴比伦 泥 版 


13 500 12 709 18 541 
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续 表 


о | сл | + 
دن‎ 
2 


-J 
сә 
-J 
3 tŠ 
© 


> 
© 


3 541 


el 


оо 


4 961 8 161 
1 679 2 929 


2 700 1 771 3 229 


wo 


10 6 480 


ko 
~J 


第 三 闻 YBC 


耶鲁 大 学 藏 巴比伦 泥 版 甚 萝 〈 简 记 为 YBC) 我 们 以 内 容 分 类 
选 介 。 
算术 计算 
问题 1 一 立方 体 蓄 水 库 ， 每 边 长 10 加 尔 。 将 蓄 水 灌 田 ， 使 
水 深 1 苏 西 。 问 : 可 以 灌溉 多 少 农田 ? (YBC 186) 
解法 : G) 农田 的 水 深 是 0; 0，10。 
GD 水 深 的 倒数 是 6，0。 
Gi) SFE, (81, 0, 0, WERTH. 
Gv) 边 长 的 平方 是 1，40。 
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(у) 1, 40 乘 以 你 记 住 的 数 1，0，0。 所 求 农 田 面积 是 
1, 40, 0, 0 沙 尔 。 
解法 显示 当时 六 十 进 制 算术 运算 的 熟练 水 平 。 从 题 意 知 库容 


V=10X10X10 立方 加 尔 。 所 以 ， RAT, 而 水 深 1 A 


R= шж (第 G), GD 行 )， 因 此 库 深 10 加 尔 是 农田 水 深 


的 10 二 0; 0, 6=10X6, 0=1, 0, 0 f& (第 Gi) 行 ) 这 是 说 ,所 
求 农 田 面 积 是 1, 0, 0 的 10X10 倍 =1, 40X1, 0, 0=1, 40, 0, 
0 沙 尔 (第 Gv), (у) 行 )。 

问题 2 有 长 方 柱 形 控 方 : 已 给 边 长 3 加 尔 4 RHR, 边 宽 2; 30 
加 尔 ， 深 3; 30 肘 尺 。 每 一 工人 日 挖 方 10 京 , 工 银 6 色 (ЩЩ), 
间 : 挖 方 体积 、 工 人 数 、 共 工 银 多 少 ? (YBC 5037) 

从 解法 知 文书 作者 用 乘法 、 除 法 获取 答 数 。 

几何 计算 

问题 1 已 给 直角 三 角形 面积 为 11; 22, 30, 直角 边 长 为 6; 30, 
把 它 分 成 六 等 份 。 从 等 分 点 作 平行 线 (平行 于 另 一 直角 边 ) 段 , 问 . 
这 些 线段 各 长 多 少 ? (YBC 4608) 

这 相当 于 说 ， 在 图 2. 2. 2 中 直角 入 4BC 的 面积 A=11; 22, 
309, XI AB=h=6; 30。 六 等 分 : Һһ,=һ=һ=һҺ=һ=Һ.„ ERE 
应 平行 线段 ， Ka, das аз, аг, Gss аб 各 自 长 度 。 

解法 : 

(1) r= و3‎ 30, 

Gi) و‎ s, 


—-—- —— 


=11-4 22 30 
Ф HE 11; 22，30 一 11 十 60 十 102- 
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uu 30 


(ii) —0; 35, 


(v) m" 

3; 30—0; 35—2; 55, 
2; 55—0; 35—2; 26. 
2; 20—0; 35=1; 45, 
1; 45—0; 35—1; 10. 
1; 10—0; 35=0; 35, 


从 解法 可 知 : Ji fa — 24 (第 
O £D. KUORSEZ ABE mh m hm hm hs hm (第 


GD FO. MAREN: Ê, 于 是 4 一 和 J 和 (第 Gü) £D. E 
а IKIK DR X d, 24d, ° .获得 答 数 ， 


问题 2 方 台 上 底 每 边 长 了 INR, 下 底 边 长 4 НА, 加 尔 。 
求 它 的 体积 。 答 数 1 沙 尔 5 京 。(YBC 7289) 

可 以 验证 文书 作者 所 用 方 台 体 积 公 式 准 确 无 误 .2 所 用 计量 
制度 也 符合 当时 标准 ， 答 数 也 是 精确 值 。 

平方 根 近 似 值 

YBC 7289 是 一 块 泥 饼 (图 版 2. 2.2) 图 2. 2. 3 左 为 其 摹 本 , FR 
为 用 阿拉 伯 数 字 标 记 的 图 释 。 在 正方 形 左 上 角 刻 着 30 (a)， 对 角 
线 上 刻 有 : 1; 24, 51, 10 Ф), 下面 又 刻 有 42; 25, 35, 10 (с), 
可 以 验证 B= (1; 24, 51, 10)?=1; 59，59，38，1，40。 这 说 
明 巴 比 伦 人 所 取 ~v 2 的 近似 值 已 有 很 高 精度 。 相 对 误差 为 1.41X 
107% X.c—ab—42; 25，35，10。 这 是 说 : c 正 是 对 角 线 的 绝对 
КЖ. 


(D Ж ВМ85194 问题 4. 
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图 版 2.2.2 ҮВС 7289 
解 方程 问题 
问题 1 我 找到 一 块 石头 , 不 知道 它 的 重量 。 石 重 的 6 倍加 上 
2 京 。 得 数 的 24 倍 乘 以 了 , 再 乘 以 二 , 乘积 与 得 数 的 和 刚好 重 1 码 
那 。 问 : 石 重 多 少 ? СҮВС 4652) 


从 原著 解法 可 以 推测 文书 作者 思路 相当 于 是 设 石 重 为 z 京 。 
据 题 意 ， 按 衡 制 进 法 要 解 方程 
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图 2. 2.3 


„1. 
7 


(6r4-2) X24X 
答 数 4; 20 京 .@ 


问题 我 找到 一 块 石头 ， 不 知道 它 的 重量 ， 我 加 上 它 的 一 ， 


X i-6rt2-1, 0, 


然后 再 加 上 增加 后 的 方 ,我 称 得 总 重 是 1 码 那 。 问 :石头 原 重 多 少 ? 
(YBC4652) 
从 原著 解法 ， 据 题 意 要 解 方程 


[1+4] | 1+ ]|х=1, 0。 


原著 计算 所 求 石 重 是 


11X7 u 
— () = : @ 
8> 1? 0; 48, 7, 30 人 码 那 48 т 20; 30 f£, А 


问题 3 两 数 互 为 倒数 9@, 又 其 中 一 数 比 另 一 数 大 7。 问 : 两 数 


© 注意 : 1 835—60 31, X1, 0=60. 


> و‎ 
@ 注意 : 4; 20=4 60 


— É ae 
© 1 色 = 60 Ж 


© 文书 所 说 倒数 是 指 两 数 乘积 是 1，0=60. 
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各 是 多 少 ? (YBC 6967) 
解法 : 
Gi》 你 取 7 的 一 半 ， 得 3; 30. 
Gi) 3; 30 与 3; 30 384512; 15. 
Gi 得 数 加 上 1，0， 得 1，12:，15。 
Gv) 1, 12; 15 的 平方 根 是 多 少 ? 是 8; 30. 
(v) 8; 30 加 上 3; 30 得 12， 是 所 求 的 一 数 。 
(vi) 8; 30 减 去 3; 30 得 5， 是 所 求 另 一 数 。 
这 是 巴比伦 数学 文化 中 典型 的 二 次 方程 组 解法 。 
相当 于 说 : 
A[? 7l “消去 y 得 二 次 方程 
x— y] 


xr'—1r—]1, 0-0, 


нажа, у =) (+1, 0+2 


=. 1, 12; 1513; 30 


12, 
=8; 3043; 30— , 


易于 对 照 原著 解法 共 六 行 恰 是 上 述 运算 流程 。 

问题 4 已 给 长 方形 面积 、 其 长 、 宽 和 平方 倍数 以 及 长 宽 差 倍 
数 的 和 ， 求 此 长 方形 的 长 、 宽 。(YBC 4668) 

此 泥 版 共有 11 个 问题 ， 要 解 如 下 类 型 的 二 元 二 次 方程 组 

лу=5, 

Ах-+у)*#+В (х—у) 二 C， 其 中 zx，y 是 长 方形 的 长 、 宽 。 
从 原著 解法 过 程 可 以 推测 ,文书 作者 已 具有 思路 : 设 z 十 y 一 xz，z 


-y=v, ЖА, y 一 < 于 是 二 一 S。 上 面 方程 组 就 
化 为 
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2 一 也 十 49 ， 
Аи? + Bo= C. 
又 进一步 化 为 v 的 二 次 方程 
Ах? + Bu+4AS—=C, 
借以 解 出 v, 而 ww 二 Vv 十 4S。 又 以 其 和 差 关 系 最 终 得 答 数 工 ， 
= (utv). 
问题 30 ”相当 于 要 解 方程 组 
xy=10, 0, 
(z 十 y)2 十 2，0 (z—y) =1, 1, 400,783 r=30, y=20, 
原著 解法 第 一 步 化 为 v 的 二 次 方程 
v5 --2, 00+ 4 X (10, 0) =], l, 40, 
如 果 把 它 化 为 10 进 制 就 是 
v? +120v+2 400=3 700, 


v 二 10，u 一 MV 十 4S 二 50。 从 和 差 关系 就 获得 答 数 。 


O 注意 1，1，40 的 十 进 制 记 法 等 于 3700. 
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Ж — ү Strassberg 367 


问题 ”梯形 土地 , 以 平行 于 底 的 线段 
分 成 两 块 。 已 给 二 者 面积 为 13, 3 以 及 22， 2] 
57。 右 侧 梯 形 上 、 下 底 长 差 加 上 右 侧 梯形 [ 
上 下 底 长 差 是 36。 又 左 、 右 两 梯形 高 之 比 Z 
为 1 比 3。 问 : 两 梯形 的 高 、 上 下 底 各 是 多 少 ? 

图 2. 3. 1 中 如 设 BE 4 FUÉ ACDF 为 
两 梯形 ABEF, BCDE., 已 给 S$S1=13, 3, S,=22, 57, (a—d) + 
(d—b) =t=36, h, : hi=1: 3, 

解法 : 泥 版 文书 上 的 棉 形 文字 计算 相当 于 说 : 


图 2. 3.1 


() 1 十 3 一 4。 (xii) 1—0;3-18, 

(i) 36 一 4 一 9。 (xi) 18X1=18., 

(ш) 9X1=9. (xiv) 18X3=54, 

(iv) 9X3-27, (xv) 36Х-у=18. 

(v) 13,3--1=13,3, (xvi) 18 十 54 一 1,12。 

(vi) 22,57 一 3 一 7,39。 (хуп) 18X1,12- 21,36, 
(vii) 13,3—7,392:5,24, (xvii) 13,34-22,57— 36,0, 
(уш) 14-3—4, (xix) 36,0—21,36—14,24, 
(ix) 方 X4 一 2。 (xx) 14,24—1,12=12, 
(x) 5,24—2—2,42. (xxi) 12 十 36 一 48。 


(xi) 9—2,42=0;3,20, (xxii) 27+12=39, 


110 第 三 章 ”德国 藏品 


本 题 是 巴比伦 数学 用 单 假设 法 解 题 的 好 例 ， 我 们 考虑 : 据 题 
Ex. Uh—1. JEZ h,=3, BEARS,—13, 3=783%, A 


AFŁBE etd 51 rg, a+d=1 566, 


S,=22, 57=1 377, BË Z 


ВЕТЕР ар оо, 4+5= 918. 


于 是 AF 一 CD==a 一 d 十 d 一 6 二 a 十 d 一 (d 十 6) =1 566—918— 648, 
题 中 数据 /二 36，648 二 36 二 18。 真 值 应 缩小 18 倍 。 这 就 是 说 真 值 


a+4 S 87, 4 十 6 一 人 8 一 17， a— 一 5 一 人 一 36。 借以 获知 所 
求 。 

a=48, b=12, d=39, h,—18, Һ,==54, 

而 泥 版 文书 作者 另 有 考虑 : 原著 解法 

第 G) ~ Gv) 行 所 作 单 假设 , 使 (а—4) + (d—b) == 
36， 比 我 们 所 设 还 缩小 4 倍 。 


第 (v), (vi) 行 与 我 们 的 设想 一 致 , 1 


第 (vii) бв er 


第 (УШ) ~ (x) 3 ХУ РАК ВЕТА ЗЕ 5,24--2= 
2,42, 

第 (хі), (хи) 行 与 我 们 取得 共识 : 所 计算 的 结果 比 真 值 扩大 
了 18 倍 。 

Ж (xii) ~ (xxii) 行 。 把 假设 的 结果 分 别 缩小 18 f. 


add d+b 
2 * 2^? 


OD 为 阅读 方便 ， 这 里 改 用 十 进 制 记 数 . 
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第 二 节 Ae iki VAT 


反映 从 农田 面积 计算 中 发 生 的 数学 间 题 ， 有 特色 者 如 : 
问题 1 泥 版 文书 相当 于 说 ， 要 求 梯形 顶点 4 (图 2. 3.2) 所 
ТЕЖЖАЕ, ЖЖ DE 两 线段 的 长 度 СУАТ 7531)。 对 原著 图 我 们 
4r Ж НЕЛЕ AB, ВС, AD, DC, 虽然 原 A b B 
ERTE "ШЕП ЯН fE Ji. | Z bs Se 
如 设 DF 一 z，FE 一 y， 又 从 色 股 定理 2—52 
һ?#==с*— х*=44?— y. BE 2.3.2 
于 是 问题 化 为 巴比伦 人 熟知 的 解 二 次 
方程 组 
х2— уё-=с2 а, 
rd у=а— 6, 
问题 2 直角 三 角形 中 ， 已 知 一 直角 边 长 是 3， 又 把 另 一 直角 
边 分 成 两 份 ， 其 长 度 差 是 20。 三 角形 也 分 成 两 份 ， 左 侧 梯 形 与 右 
侧 小 三 角形 面积 差 是 7，0。 问 :梯形 右 侧 底 长 是 多 少 ? 直角 边 所 
分 长 度 各 是 多 少 ? 梯形 和 小 三 角形 面积 各 是 多 少 ? (VAT 8512) 


图 2. 3. 3 中 ,我 们 据 题 意 设 直角 边 4C 4 D ; 
=а=3„%ЖАРЕС, 小 三 角形 DB 面积 。 一 
分 别 为 Si， $25 题 意 是 说 ， $1—55—71, 0, 


另 一 直角 边 4B, 分 点 为 D, 5 АР=у,, С 
DB=y,, DE// AC, 设 DE==x。 问题 就 是 图 2. 3.3 
要 从 方程 组 
S,—S,=S=7, 0, 
уз——уу=@=20, 
K S. $2, x, yı Ж Ya. 
原著 解法 用 槐 形 文字 有 40 行 数 值 计 算 ， 最 终 获 得 准确 答 数 。 
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数值 计算 的 细致 说 明 巴 比 伦 人 解 题 的 有 条 不 京 精神 ;而且 解 的 虽 
是 数值 题 ， 而 解法 本 身 却 有 一 般 意 义 。 这 体现 了 巴比伦 文明 的 高 
E, 
Ek: 
Gi—ix) 氢 述 问题 已 给 件 及 求 件 。 
(х) 本 行 相当 于 说 ， 所 求 
111 5 2 (Sy S 
FA 
(xi 一 xix) 计算 得 
yr (a—e) —2—=40, 


(xx xxxii 计算 所 求 
cl Ge y=16, 0, 
(xxxiv^-xxxviii) 所 求 
yz 一 JI 十 Gd 一 1，0。 
(xxxix—xl) f, Lay, 9, 0. 


在 所 求 五 个 未 知 数 中 我 们 知道 : 关键 是 求 其 中 的 x, 即 上 面 解 法 中 
的 第 GO 行 。 可 以 验证 所 用 公式 是 正确 的 。 我 们 试 作 分 析 : 


51 一 Ss 一 方 ( (a+r) yi— zyz), (1) 
ےک‎ ate], (2) 
У 2 У 
y х 
кыйна, Stm (3) 
把 (3) 代入 (2) 以 消去 yz, 得 
S _ 1 а—21? 


(4) 
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XJ (3) Я 
y—X3 d  2r—a 
» » a—r"? (5) 
d 
AN 
那么 У 2r—a" 
а— ж 
"AN 
у d a—cr a—=w 
«18 + — Sa Lae)=o, (6) 
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一 
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#—% АО 8812 


问题 1 我 把 长 度 、 宽 度 相 乘 就 得 到 长 方形 地 段 的 面积 。 我 把 
面积 加 上 长 度 、 宽度 之 差 , 得 到 3, 3. 我 又 取 长 宽 之 和 , 得 27。 求 


长 度 、 宽 度 各 是 多 少 ? (图 版 2. 4. 1 为 
原件 草本 ) 
+. 
(1) 27-23, 3—3, 30, 
Gi) 24-27— 29, 
Gi) 取 29 的 一 半 是 14; 30. 
(iv) 14; 30X 14; 30=3, 30; 15. 
(v) 3, 30; 15—3, 30=0; 15, 
(vi) 0; 15 的 平方 根 是 0; 30. 
(vii) 14; 30 十 0; 30=15, 这 是 


РКК. 
(уш) 14; 30—0; 30= 14, 这 是 
т.о 


这 是 一 道 另 具 特 色 的 二 次 方程 
组 问题 .从 解法 可 以 探索 文书 作者 解 
题 思路 。 


(D 应 是 14; 30—10; 30—2=12. 


= کت ن‎ E | E س‎ 
dnm i ee ES 
"ү 2 
n og: T 


A M 
Жүй? Дф 
ЧАД, idi 


I p pi i 
; " 
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据 题 意 ， 如 设 长 方形 长 、 宽 各 是 zx，y， 应 解 


一 一 3， 
y 3 (1) 
х+у=27. 
作 变 换 у=у+2, у=у 2, РЖ COD 变换 为 
=3, 327 =3, 30, 
А (2) 
TX 十 1 二 27 十 2 二 29。 


这 就 是 第 а), Ж Gi) 行 。 这 样 ， 问题 就 化 成 巴比伦 人 熟悉 的 算 


El. 已 知 二 数 乘积 及 其 和 , 求 此 二 数 。 原 著 解法 相当 于 设 z 一 全 十 
29 


u, у= uo 


代入 GD, Ж ЖШ, 44 


2 
u = 22| — хур =x/ (14; 30)2—3, 30 


=+ 14; 30х14; 30—3; 30—-/0; 15=0; 30, 
这 就 是 第 Gi) ~ (vi) 行 的 运算 流程 。 
回 代 ， REA == ro, 30—15, yı=14; 30-0; 30=14, у= 
y1 一 2 二 12。 这 是 第 (vii), (vii) 行 所 说 同一 内 容 。 
本 题解 法 原 是 数值 特殊 情况 ， 但 却 有 一 般 意义 ,对 于 


[ore vn (3) 
rd y-b, 
设 > 一 一 2 就 能 变换 为 
== 十 5 二 , 
[o a C а) 
ху =b+2=d, 


Br +u, x= u, 方程 组 成 为 


d)* , 
e£]. 
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因此 (3) = и, у=6-и—2, 
问题 2 1 十 2 十 4 十 … 十 22 是 多 少 ? 

答 数 : 2^4- (2°—1), (AO 6484) 

间 题 3 十 2 十 3 十 … 十 n? 是 多 少 ? 


ж. ++ (1 十 2 十 3 十 … 十 n)。(AO 6484) 


Жет X94 Hg 


编号 mu 5073 有 题 (图 版 2. 4. 2) 

问题 1 已 给 坦 体 截面 为 梯形 ， EO; 10 MR, FEO; 50 
IMR, ВАМ, 堤 长 1 加 尔 。 问 : 堤 体 体积 是 多 少 ?( 图 2. 4.1) 

解法 : 

G) 你 把 0; 50 K0; 10 相 加 ， 得 1， 

GD 把 它 对 分 ， 你 得 到 0; 30, 

Gü) 0, 30 与 4 相 乘 ， 你 得 2。 

(v) 2 乘 1， 得 所 求 体 积 是 2 DIK. 

我 们 如 设 坦 截面 ， 梯 形 上 底 、 下 底 、 
高 分 别 为 4, b, А; MERAL, MRT 
知 ， 文 书 作 者 所 用 体积 公式 是 


= (a+b) М, 
又 从 体积 基本 单位 沙 尔 的 定义 : 底 uuu 
面积 1 平方 沙 尔 、 深 为 1 肘 尺 的 长 方 体 , 上 


引 G) ~ Gv) 行 的 运算 正确 无 误 。( 图 2.4.1) 
问题 2 四边 形 田 ,已 知 四 边 长 分 别 为 42;30、46、17;30、14。 答 


外 篇 ”第 二 编 巴比伦 117 


莫斯科 精品 博物 馆 ，3wru 5073 


图 版 2. 4. 2 
数 15,0。 
据 解 法 、 答 数 可 以 复原 : 当时 四 边 形 面积 公式 ， 是 取 对 边 平 
均值 乘积 : 
42;30 十 17;30 、46 十 14 


X 


2 2 =30 X 30= 15,0. 
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巴比伦 数学 内 渗 小 结 


以 上 四 章 已 引述 泥 版 文书 数 十 件 ， 可 见 巴 比 伦 数 学 文化 内 涵 
是 丰富 多 采 的 。 为 使 读者 查阅 、 研 究 方 便 ， 在 此 按 数学 分 类 作 一 
小 结 。 


算术 (数论 ) 


从 水 库 库容 反 算 灌 田 面 积 (YBC 186). 

从 土方 体积 估算 用 工人 人 数 及 其 费用 (YBC 186). 
用 单 假设 法 解 一 次 方程 (Strassberg 367) 。 

^/ 2 近似值 (YBC 7289). 

等 比 级 数 求 和 、 二 阶 寡 和 公式 CAO 6484). 

勾 股 数 形成 及 其 数 表 (Plimpton 322). 


几 何 


解 直角 三 角形 ОЛ) (ВМ 34568, 85196). 

四 边 形 田 面积 (莫斯科 博物 馆 5073). 

三 角形 线段 与 面积 (MLC 1950, VAT 7531). 

梯形 线段 、 面 积 及 其 性 质 (BM 85194, VAT 7531). 
BJ. 812, SEXES (ВМ 85194). 
方 台 体积 (ВМ 85194). 

模 形 体 体 积 (BM 85196). 

坦 体 体积 (BM 85194 ”莫斯科 精品 博物 馆 5073) 。 
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代 # 


蕴含 近代 消 元 法 则 的 数值 解 各 种 方程 (组 )， 其 类 型 有 
ах+Ь=с (BM 13901, ҮВС 4652), 

ax'cóx-c (BM 13901). 

ах=Ь (BM 85200). 

х? (az=+1) =b (BM 85200). 


Ty-d; 
| (BM 13901, YBC 6967), 
rd у= 

T 0, 
[^ 7 ” 7" (AO 8862). 
rd-y-—b 
ry-—a, 
| (YBC 4668). 
b (x+y) +c (x—y) =d 

2 十 2 一 , 
(z У 4, (BM 13901). 
2+ у= 
Z 十 光一 a， 

(BM 13901), 

у= zd 
24 yz =a, 
r—y-b, (BM 13901), 
y—z-—c 


LYZ =l, 
| (BM 85200), 
х— у=с 
在 巴比伦 泥 版 文书 中 对 某 些 数 学 现象 的 处 理 方法 与 中 算 相 仿 
b. 例如: 与 勾 股 定理 有 关 的 问题 , 不 等 边 四 边 形 面积 近似 公式 ， 
各 种 多 面体 体积 公式 等 。 异 途 同 归 ， 耐 人 和 寻味。 
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概 说 


埃及 、 巴 比 伦 文化 对 希腊 文化 的 影响 是 深刻 的 ， 经 希腊 民族 
整理 、 加 工 和 创新 ， 成 为 古 世 界 最 重要 文化 之 一 。 和 希腊 民族 从 本 
土 逐 新 移民 于 地 中 海 沿岸 ， 小 亚细亚 、 意 大 利 半 岛 、 西 西里 和 北 
非 都 有 和 希腊 人 和 定居。 希腊 文化 也 随 之 传播 ， 超 越 希腊 半岛 。 在 各 
种 学 术 领 域内 ， 和 希腊 人 结社 讲学 ， 著 书 立 说 ， 论 辩 等 活动 很 是 活 
跃 。 数 学 也 逐渐 形成 独立 的 学 科 。 马 其 顿 亚历山大 一 志 于 公元 前 
4 世纪 时 统一 希腊 半岛 后 , 又 扩展 领土 于 北非 、 西亚 , 建立 地 跨 欧 
亚 非 三 洲 王朝 ,历史 学 家 把 希腊 文化 以 公元 前 4 世纪 为 界 , 其 前 称 
古典 时 期 ， 其 后 称 亚历山大 时 期 ， 后 者 绵延 一 千 多 年 ， 直 至 公元 
后 5 世纪 止 。( 地 图 见 图 版 3. 0. D 


古典 财 期 
从 数学 发 展 史 看 ,希腊 古典 时 期 数学 家 师弟 相 承 ， 形 成 著名 


"EK. 
爱 身 尼 亚 学 派 以 Thajes ( 约 公元 前 625 一 前 547) 为 首 。 
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1. 罗马 2. ФУ УЙ (Syracus) 3. 西西 里 (Scily) 4. € 
里 雅 (Elea) 5. 克隆 通 (Crontona) 6. 爱 里 斯 (Elis) 7. 雅典 
8. 西化 (Cyrene) 9. ЖЩ} (Cretes) 10. ЈЕ (Chios) 
11. BE BE jî (Samos) 12. 拜占庭 (Byzantine ) 13. 和 鲁 得 岛 
(Rhodes) 14. 90 XM (Cnidus) 15. 米利 都 (Miletus) 16. X 

浦 鲁 斯 (Cyprus) 17. 亚历山大 城 18. ip (Perga) 


图 版 3.0.1 
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毕 达 哥 拉 斯 学 派 ” 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras， 约 公元 前 560 一 
前 480) 他 在 元 隆 通 城 讲 学 , 并 建立 学 派 。 在 数论 、 几 何 学 方面 都 
有 开创 性 贡献 ,学派 绵延 一 百 多 年 ,Philolaus ,Archytas ,Hippasus 
为 学 派 中 杰出 人 物 。 

辩 士 学 派 ”公元 前 5 世纪 , 波斯 一 希腊 战争 后 , 雅典 成 为 希腊 
盟主 、 雅 典 城 成 为 半岛 政治 、 经 济 中 心 ， 也 是 文化 中 心 。 百 家 和 争 
呜 、 能 言 善 辩 成 为 一 时 风气 。 辩 土 学 派 应 运 而 生 。Hippias 和 
Antiphon 都 属 学 派 中 人 。 

柏拉图 学 派 ”以 柏拉图 (Plato, 公元 前 427 一 前 347) WAE. 


亚历山大 时 期 


公元 前 338 年 马其顿 国王 Philip 二 世 征 服 希 腊 半 岛 。 他 的 儿子 
亚历山大 一 世 般 位 后 ， 历 年 东 征 西 战 ， 先 后 兼并 小 亚细亚 、 波 斯 
和 埃及 ， 建 立 欧 亚 非 大 帝国 ， 建 亚历山大 城 以 为 帝国 首都 。 公 元 
前 326 年 还 挥 师 进 军 印 度 。 同年 亚历山大 一 世 死 , 帝国 分 裂 。 埃及 
领地 由 大 将 托 勒 密 (Ptolemy) 统治 ,公元 前 305 年 正式 称 王 。 他 
十 分 重视 科学 研究 ， 惨 谈 经 营 亚 历 山 大 城 ， 成 为 科学 城 。 此 城 在 
尼罗河 二 角 洲 上 ， 是 东西 方 文化 交流 中 心 。 城 中 有 图 书馆 ， 藏 书 
75 Pê 〈 纸 草 )。 一 时 学 者 云 从 。 可 以 说 亚历山大 时 期 ，11 个 世 
纪 期 间 著 名 数学 家 都 曾 就 学 于 此 。 

罗马 帝国 于 公元 前 146 年 征服 希腊 本 土 。 公元 前 64 年 又 攻占 
两 河流 域 . 公元 前 47 年 罗马 统治 者 已 撤 纵 火 焚 烧 亚 历 山大 港 埃及 
МЕВА, 大 火 延 烧 图 书馆 ,藏书 大 部 分 被 毁 。 公 元 5 世纪 时 女 数 学 家 
Hypatia 因 宗 教 原因 惨死 ， 意味 着 亚历山大 科学 城 学 术 活 动 的 
低谷 。 
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主要 参考 文献 


19—20 世纪 英国 学 者 T. L. Heath 立志 从 希腊 原著 用 英文 写 
出 二 卷 本 《希腊 数学 史 》、 三 卷 本 欧 几 里 得 《原本 》 及 其 注释 、 一 
卷 本 阿 基 米 德 《文集 》 及 其 注释 。 因 对 数学 文化 贡献 特大 ， 皇 家 
授予 稻 士 殊 共 。 本 编 三 章 众 多 希腊 哲人 有 意义 的 文献 都 得 力 于 他 
的 力作 。 苏 联 在 这 方面 的 工作 做 得 也 非常 出 色 ， 虽 然 没 有 全 面 介 
绍 希 腊 数 学 的 专著 问世 , 但 对 欧 氏 《原本 》 有 三 卷 俄 文 译注 本 , PF 
得 上 图 文 并 谍 。 对 阿 基 米 德 《文集 》 增 补 佚 稿 多 处 CF a 
X) 填补 往日 Heath 的 空 日 。 本 编撰 写 时 也 受益 于 此 二 俄 文 专著 。 

T. L. Heath, A History of Greek Mathematics, 2vols. , 
Oxford University Press, 1921, pp. 1--446, 1~586 

T. L. Heath, The Works of Archimedes, Camlridge 
University Press, 1897, pp. i—clv, 1—529 

T. L. Heath, The Thirteen Books of Euclid's Elements, 
3vols, Cambridge University Press, 1926, pp. 1— 432, 1-436, 
17-536 

Д. Д. Мордухай-Болтовский, H. Н. Веселовский (R X BE Н 
Ahe XH HE FE), Hayana Евклида, ГИТТИ, 1949, pp. 17-443, 
17-446,1--510 

И. Н. Веселовский, B. A. Розенфельла, (fF XE E {Н x 
并 注释 ), АРХИМЕДА СОЧИНЕНИЯ, ГИФМА, 1962, рр. 1 一 636 


124 第 一 章 ”古典 时 期 


第 一 章 古典 时 期 


第 一 节 Thales 


古 希腊 为 数 众多 的 知名 数学 家 中 首 推 Thales 。 他 生 于 米利 都 
(Miletus), 。 青 年 时 从 事 商 业 ， 曾 
到 埃及 和 地 中 海 克 里 地 (Cretes) 
岛 旅游 ， 中 年 时 任官 吏 ， 晚 年 从 
事 学 术 活 动 ， 研 究 天 文 、 数 学 和 
哲学 。 他 设 社 讲 学 ， 对 当时 很 有 
影响 ， 可 惜 无 专著 传世 。 所 笠 在 
东 罗 蕊 时 学 者 Proclus (410— 
485) 长 期 在 亚历山大 城 学 习 , 获 
知 古 典 时 期 希腊 数学 发 展 史 事 ， 
撰写 有 关 专 著 ， 流传 至 今 ， 后 人 
可 借以 引 征 。 无 例外 ， 他 也 奶 迹 
Thales 往事 。% Thales 

Thales 被 苯 为 古 希腊 七 贤 图 3.1.1 
(seven wise men) 之 一 , Proclus 
说 ， 其 余 六 人 功 在 政治 ，Thales 则 是 演绎 几何 学 的 创始 人 。 他 的 
主要 成 果 ， 如 

定理 圆 被 直径 等 分 。 

定理 ”等 腰 三 角形 底 角 相等 。 


(D HG. B vol. l, рр. 1307-136. 
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定理 ”两 直线 相交 ， 对 顶 角 相等 。 

Thales 对 此 二 命题 都 曾 作 证 明 ，。 

定理 ”两 三 角形 中 二 角 及 夹 边 对 应 相等 ， 则 两 三 角形 合同 。 

Thales 借助 于 本 定理 间接 测量 海上 船只 与 海 B 
岸 的 距离 。 图 3.1. 2 FI AC NÊ, E 为 海上 船只 位 
ж, 只 要 在 岸上 平地 量 等 距 4D= ЮС, Е ИА 
“С, ZADB= СРЕ, HWE RHR AB, рв 的 交 А 
点 位 置 后 ， 从 本 定理 知 ， 所 求 距离 CE， 即 在 岸上 所 
能 量度 的 距离 AB. 

定理 半圆 内 以 直径 为 底 、 顶 点 在 圆周 上 的 三 Е 
角形 为 直角 三 角形 。 图 3.1.2 

定理 ”两 相似 三 角形 对 应 边 成 比例 。 

Thales 应 用 本 和 定理 作 间 接 测量 。 

其 一 、 测 定金 字 塔 以 及 其 他 建筑 物 的 高 度 。 他 认为 : 当 他 自 
己 的 影 长 与 自己 一 样 长 的 时 刻 所 测 物 的 影 长 就 是 所 求 的 高 度 。 

其 二 、 测 量 海 上 船只 与 海岸 距离 4 
(图 3. 1. 3), 在 高 为 BD=h 的 塔 顶 , 竖 D 
LER, ВЕК DA=¿, 从 A 前 
视 海上 船只 C, 视线 截 另 一 边 于 五 , E 
出 距离 DE 二 mw*， 那 么 从 本 定理 知 

BC: DE—BA: DA4， 于 是 所 求 距离 。 B C 


BC= @+һ) +”, 图 3.1.3 


Е 


К-ў итал Фа 


H: IK FF hr ЙТ РЛ Н ЧУ BE (Samos) 岛 ， 曾 受 学 于 
Thales, 并 在 巴比伦 、 埃及 游学 , 后 因 政治 原因 逃亡 , 在 梅 他 波 通 
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(Metapontum ) 被 害 。 学 派 中 人 
嗣后 在 希腊 各 学 术 中 心 继续 活 
动 , 直至 公元 前 400 年 。 毕 达 哥 4 
拉 斯 及 其 学 派 中 人 对 数学 颇 多 0 
创造 发 明 。 3E 414: Pi Ep" 


20,0 


一 、 对 数 的 一 般 认 识 Los 
宇宙 间 一 切 现象 都 归结 为 ， 
自然 数 和 自然 数 之 比 。 о 
自然 数 是 单位 的 积累 。 mm 
自然 数 有 两 种 : 偶数 和 奇 图 3.1.4 
数 。 偶 数 能 够 平分 , 即 能 分 成 二 
相等 部 分 ; 奇数 不 能 平分 ， 只 能 分 成 二 不 相等 部 分 。 
学 派 中 人 还 把 自然 数 与 用 小 石子 排列 的 图 形 相 比拟 ， 称 为 拟 
形 数 ， 借 以 把 自然 数 作 另 一 种 分 类 。( 图 3.1.5) 
拟 形 题 
三 角形 数 : 1，3，6，… 各 项 结构 为 1，1 十 2，1 十 2 十 3，…， 
通 项 是 


1--2-4--n—5 (14-2) 


IEF EN: ls 4, 9, 16, ее. n', 
五 角形 数 : 1, 5, 12, 22, А1, 1+4, 14-47, 


… ， 通 项 是 
1++4 十 7 十 … 十 3n 一 2 二 《3n? 一 n)。 


(D HG., vol. 1, pp. 66—117 
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OA А ДАХ 


三 角形 数 

on H HH 
正方 形 数 

五 角形 数 六 角形 数 


图 3.1.5 

六 角形 数 ，1，6，15，28，… 各 项 结构 为 1, 1+5, 1 十 5 十 9， 

+, 通 项 是 
.十 5 十 9 十 … 十 4 一 5 一 27 一 1。 

完美 数 

定义 ”一 个 数 如 等 于 它 全 部 真 因数 @ 的 和 , 这 个 数 是 完美 数 ， 
亚历山大 时 期 希腊 数学 家 Iamblichus ( 约 250--330) 著 有 九 部 关于 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 书 ， 其 中 前 四 部 至 今 犹 存 ， 书 中 说 ， 学 派 中 人 


(D 真 因数 见 第 二 章 第 一 节 ， 七 、 卷 7 脚注 . 
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当年 视 数 
6 一 1 十 2 十 3 

为 喜庆 、 建 康 和 美好 。 

完美 数 的 定义 被 收入 欧 几 里 得 《原本 》 卷 7。 

相亲 数 

定义 ” 甲 数 是 乙 数 全 部 真 因数 的 和 ， 而 乙 数 又 是 甲 数 全 部 真 
因数 的 和 ， 两 数 互 为 相亲 数 。Iamblichus 指出 :“ 毕 达 哥 拉 斯 曾 提 
问 : “什么 是 相亲 ?” 他 把 甲乙 两 数 之 间 这 种 密切 关系 ,象征 亲密 
无 间 的 友谊 。284= 二 2: X71 的 真 因数 是 1，2，4，71，142。 它 们 的 
和 等 于 220 二 22:X5X11。 而 220 的 真 因 数 1, 2, 4, 5, 10, 22, 44, 
55, 110 的 和 等 于 284。”284, 220 是 人 们 最 早 知道 的 一 对 相亲 数 。 

两 数 的 中 项 

设 两 数 为 p»，g， 那 么 三 个 中 项 是 指 

算术 平均 A—— (Hp. 

几何 平均 G=~Vpg， 

调和 平均 HA ,@ 

£j JE CA X, 

毕 达 哥 拉 斯 深 知 边 长 比 为 3 : 4:5 的 三 角形 是 直角 三 角形 。 
一 般 说 ， 取 任 一 自然 数 m， 那 么 

(еы. 

他 从 下 面 途 径 获 得 这 一 公式 : 从 正方 形 拟 形 数 构 造 图 出 发 ， 在 2 


(x) 


O 6 的 真 因数 是 1，2，3， 而 6=1 十 2 十 3， 所 以 6 是 完美 数 . 
© 两 数 倒数 算术 平均 的 倒数 , Philolaus 说 , 立方 体 的 顶点 数 v 是 它 的 面 数 六 与 棱 


| _ 2fe 2X6X12 
е 的 调和 平均 ， (fte 64-12 = 8, 
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个 点 组 成 的 正方 形 拟 形 数 外 面 ， 灸 一 条 和 矩 尺 形 NTF „л 
(gnomon) 边 , 应 含 2n 十 1 个 点 (图 3.1.6)。 如 
Ranti 本 身 是 平方 数 m >， 那么 

2n+1=m°, 


я == 1 (эл 一 ] )， 
2 图 3.1.6 


241-5 (m4-1), 


Mn’ +2n+1=( 4 (m*—1) Emi- (n4-1)5*, 
XC Е ҢА Н УЛЫ ДИД (0,9 

无 理 数 

Hippasus (公元 前 470 年 前 后 ), 梅 他 波 通 人 .。 他 首次 发 现 : 竟 
然 存 在 不 能 表示 为 自然 数 之 比 的 数 。 这 就 违反 了 学 派 基本 信条 , 
到 户 于 海 的 惩罚 。 他 的 不 可 公 度 学 说 在 两 处 经 典 中 保存 着 。 

命题 正方形 一 边 与 其 对 角 线 为 不 可 公 度 量 。 

证 明 ” 设 正 方形 4BCD (图 3.1.7)，4C А В 
对 角 线 , ЖЕЙ: АС MAB 是 不 能 公 度 的 量 。 因 
为 如 果 它 们 是 可 公 度 量 , 我 宣称 将 会 有 一 个 量 既 
是 奇数 量 又 是 偶数 量 。…… 假定 边 长 4B FEN f 
某 线段 , 而 对 角 线 是 MM 倍 同一 线段 。 从 毕 达 哥 拉 D 
ЯЕ SE M' -2N?, 再 假设 M 和 NN 不 同 是 偶数 ， 图 3.1.7 
否则 考虑 正方 形 对 角 线 和 边 长 各 缩短 一 半 便 是 。 假 设 М 是 偶数 ， 
WN DERN. XEM=27T, WJ4JT2—=M:=2N2, BI21' №, bi 
М 是 偶数 , N 也 是 偶数 。 那么 N 怎么 能 既是 奇数 又 是 偶数 呢 ? 结 
论 应 当 是 正方 形 边 长 与 对 角 线 长 不 可 能 有 公 度 量 ， 

(Aristotle ， 公 元 前 384 一 322,《 分 析 前 篇 》 第 一 章 第 二 三 节 ) 


OD 勾 股 数 公 式 西 方 国家 称 为 Pythagorean triplet， 我 们 称 为 勾 股 数 公 式 ， 
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命题 ”正方形 对 角 线 不 能 被 它 的 边 长 量 尽 。 

ШЕН: 图 3.1.5 中 如 正方 形 的 对 角 线 能 被 它 的 边 长 AB BR. 
即 二 者 之 比 能 以 既 约 分 数 a : B RR. Ша>й8, WERF 
4 AC? : АВ?=а? 1 BF, 因此 据 卷 ] 命题 47, АС?=2АВ?, a! —2p*, 
那么 是 偶数 , a 也 是 偶数 ,而 a : 8 BEAM, B 必须 是 奇数 ,但 
Jéa-2Y, [4 A77 — 28° 或 8 一 272 ,那么 8 ,也 就 是 8 必须 是 偶数 。 
而 是 奇数 ， 这 是 不 可 能 的 事 。 

( 欧 几 里 得 《原本 》 卷 10 命题 117) 

XB] T. L. Heath (1861—1940) 认为 本 命题 不 是 欧 几 里 得 
原作 由。 事实 上 证 法 与 Aritotle 《分析 前 编 》 精 神 一 致 ， 而 被 引用 
在 各 种 版 本 数学 教科 书 有 关 实 数 的 开头 章节 内 。19 世纪 50 ERE 

兰 与 英 人 A. Wylie 译 《原本 》 后 九 卷 把 此 命题 作为 卷 10 命题 
117,9 命题 就 译 为 “ 几 正 方形 之 边 与 对 角 线 无 等 ”"， 译 笔 可 信 ，。 


二 、 图 形 

平面 图 形 

定理 三 角形 三 内 角 和 等 于 二 直角 。 

定理 ”任意 ”> 边 形 ” 个 内 角 和 等 于 2 (п —2) 直角 ， 外 角 和 等 
于 4 直角 。 

定理 直角 三 角形 斜 边 上 的 正方 形 面积 等 于 二 直角 边 上 正方 
ЖШ ТАЯП „® 

定理 正三 角形 、 正 方形 以 及 六 边 形 覆 盖 平 面 。 


@ H. E. sol. 3, p. 2. 

Q 《原本 》1950 年 俄 文 译本 含 此 命题 . 

图 西方 国家 称 为 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 众 信 毕 氏 自 己 并 未 发 现 此 一 般 关 系 ， 我们 称 
为 勾 股 定理 . 
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面积 与 几何 代数 

定理 ”对 线段 a 求 作 另 一 线段 z， 使 这 两 线段 分 别 为 长 与 宽 ， 
作 长 方形 ,其 中 一 部 分 等 于 已 给 面积 $S, 而 另 一 部 分 与 已 给 长 方 
JÉ D 相似 。 


图 3. 1.8 PEAB Wa, D 的 二 边 ES [>] 
是 5, c。 设 所 求 长 方形 的 宽 为 z, 那么 面 — 
mp. 面积 D={| 工 | тр= 22°, 9 ЕН 

СИ тна 
e—a 


S=az— z, (ж ) А 

用 几何 方法 作出 的 长 x 就 是 二 次 方 图 3.1.8 
程 (х) HR. 

定理 ”对 线段 a 求 作 另 一 线段 zx。 当 za，z 成 为 长 方形 的 长 与 
宽 时 ,使 与 另 一 同 宽 的 长 方形 D' 面 积 和 等 于 已 给 面积 S， 而 也 ' 与 
长 宽 分 别 是 5，c 的 长 方形 相似 。 

用 几何 方法 作出 的 长 z 就 是 二 次 方程 


全 zz 二 az 一 
的 根 。 
正 多 面体 
学 派 中 人 还 发 现 了 “宇宙 体 ” 一 一 五 种 正 多 面体 。 
# ҮТ BED 


波 (斯 ) Ж Ой) 战争 以 波斯 全 面 败退 告终 ， 雅 典 成 为 希腊 
城邦 联盟 首府 。 盟 主 Pericles 发 奋 图 强 , 尊重 知识 和 知识 分 子 , 学 
者 云 从 。 人 们 在 抽象 推理 上 下 功夫 。 辩 士 学 派 在 文法 、 修 辞 、 哲 
学 、 科 学 等 方面 都 有 建树 。 在 数学 领域 内 提出 了 几何 三 大 作 图 问 
题 : 三 等 分 任意 角 ; 给 定 立 方 体 的 一 边 , 求 作 另 一 立方 体 的 边 , 使 
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后 者 体积 是 前 者 的 二 倍 (立方 倍 积 ); 作 一 正方 形 使 与 给 定 的 圆 有 
相等 的 面积 (化 圆 为 方 )。 三 个 问题 都 限 用 圆规 和 无 刻度 的 直 尺 作 
HO, 直到 19 世纪 经 研究 , 这 些 问题 都 以 否定 有 人 解 作为 最 终 定论 。 
二 和 干 多 年 数学 家 们 对 之 所 作出 多 方 探索 并 提出 过 不 少 解 题 方案 。 
虽然 都 违反 了 作 图 尺 规制 约 ， 但 是 这 些 副产品 对 数学 发 展 却 起 到 
无 可 估量 的 作用 。 本 节 述 在 辩 士 学 派 内 部 或 其 同 代 人 对 三 个 问题 
的 研究 业绩 。 在 后 面 有 关 编 、 章 、 节 继续 叙述 。 此 外 ， 本 节 又 简 
4t Zeno i£ i£, 


一 、 三 等 分 任意 角 
Hippias of Elis 〈 公 元 前 400 F€) 设计 P 
割 圆 曲 线 解 题 @. 当 动 径 4B C] AD) А” 
点 顺 时 匀速 转动 到 4D/ (图 3. 1.9, 5— 


вав. ЖАВ, BC 运动 时 ， WA, E G D 
ИШ B'C', 4D' 的 交点 E (х, y) 的 轨迹 就 图 3.1.9 


是 圆 积 曲线 ,我 们 设 4B 一 a, 转 到 4D 需 
时 间 了 。 X Bt AD рН, 则 BC' 平 移 到 达 A4D, ШЕ 


时 间 示 。 从 曲线 形成 条 件 知 和 一 > ‚ X garccot ^, 于 是 制 圆 曲 


2 
线 BELG 的 方程 是 


Ty 
t 
y= Ttan о 


作法 ; 设 人 DAD' 为 已 给 任意 角 , 以 定 长 4B_ | AD 为 半径 作 圆 


O 以 下 简称 “ 尺 规 ”. 
@ HG, vol. 1, PP. 219, 225, 226. 
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弧 ， 依 上 面 步 又 作 割 圆 曲 线 。 已 给 角 的 一 边 Ар 28Р Е. 5] 
EH | АР, XB HH' — ТЕН. 3 H'3| B'C”/ AD 交 曲线 于 工 ， 
那么 

ZLAD—1 рар. 


这 是 因为 从 割 圆 曲线 方程 ， 下 面 等 式 成 立 
ZLAD_HH' ZDAD' EH 
x BA’ x BA: 


2 2 
而 EH=3HH'， 作 法 为 真 .2 显然 此 作法 非 尽 规 所 能 为 。 


二 、 立 方 倍 积 

Hipocrates of chios 〈 公 元 前 5 世纪 下 半 叶 ) 最 先 指 出 立方 倍 
积 问 题 实质 是 要 在 线段 a 5 2a 之 间 播 入 二 比例 中 项 z，y， 使 得 

à! z===x : y= y : 2а, 
х 就 是 所 求 的 解 : z=- 2 a@。 这 就 是 说 z 为 边 的 立方 体 体积 是 a 
为 边 的 立方 体 体 积 之 2 倍 。 这 一 理论 为 后 来 数学 家 们 有 关 工 作 提 
供 重 要 根据 ， 例 如 : 

Menaechmus 〈 公 元 前 4 世纪 中 叶 ) 借助 于 两 条 抛物 线 。 它 们 
KIRO (原点 ), 对 称 轴 正 交 。 二 者 分 别 有 正 焦 缠 a, 2a, BATE 
们 交点 的 坐标 是 a, 2а 间 的 比例 中 项 。 用 解析 式 表示 , 两 条 抛物 线 
方程 是 x 一 ay，y? 二 2ax。 二 者 蜡 于 O (0, 0) 的 交点 是 (~ 2a, 
六 4a)。 其 中 横 坐标 是 问题 的 解 .Menaechmus 还 借助 于 抛物 线 和 


XUI £x ERE. ITFA y! — ax, ry=2 异 以 原点 的 交点 СУ да, 


O 为 便于 读者 理解 , 这 些 古 典 问题 及 其 解法 , 我 们 都 用 现代 数学 语言 表达 解释 . 
Т. 
@ HG. vol. 1, рр. 183, 200, 245. 
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A 2 а) 2a, a 之 间 的 二 比例 中 项 ， UU a 
Achytas 〈 公 元 前 4 基 纪 ) 把 
立方 倍 积 问题 的 解 不 作为 平面 
曲线 的 交点 ， 而 是 归结 为 三 种 空 
E: 圆柱 、 圆 锥 和 圆 环 面 的 
交点 。 在 图 3. 1. 10 中 他 取 A4B= 
a，4C 一 5， 作为 需要 插入 二 比例 
中 项 的 已 给 线段 .@ 在 平面 zx4y 图 3.1. 10 
上 作 以 AC 为 直径 的 圆 ，4B 为 其 一 弦 。 解 题 作 法 全 过 程 为 : 

(i) 1E AC 为 直径 的 半圆 垂直 于 z4y 平面, 绕 Az 8856251807, 
成 为 内 半径 为 零 的 半圆 环 。 

Gi) ИА АВС 为 底 作 以 Az 为 轴 的 直 圆 柱 。 

G), Gi) 相交 成 空间 曲线 。 

(ш) 又 作 4BC ТЕС 点 的 切线 , АВ 延长 线 交 此 切线 于 DD, 把 
А Ж AACD 绕 直径 AC 转 180° 成 为 圆锥 面 。 此 圆锥 曲面 与 G), 
Gi) 空间 曲线 交 于 定点 PP。 

Gv) В НЕЗ В Ау 平面 , HBE, 其 中 BE | АС. 

(v) H P S| PM 垂直 z4y 平面 , WI PM 是 圆柱 的 母线 ，M 在 
[RÀ ABC E. 

Wt АРС ЗА — ARINI. AP XE BQE FQ, АС 
EB FN. ЗЕ РС', QN, PM. 所 作 二 半圆 都 重 直 于 xAy， 其 交 
ЖОМ | rAy. 

B ~J Bl, QN!—BN • NE-AN * NM, ixi Bl Z AQM— 
90"，WMQVC'P。 从 相似 三 角形 对 应 边 成 比例 关系 ; 

C'A: AP—AP : АМ=АМ: 4Q， 这 就 是 


© HG, vol. 1, pp. 251—255 
@ HG, vol. 1, pp. 246—249 
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AC: AP— AP : АМ=АМ: AB, 
AP, AM ЖЖЖ АС, АВ 间 所 要 插入 的 二 比例 中 项 。 
апта ЛИЕ. e 


设 锥 面 方程 : = y +2? = 72°, 柱 面 十 y= 二 bz， PRÉ Y 
22 
уа Na y, "ETHER ) 


VETTE AGE 
再 与 第 三 式 联系 , 82-Е 
这 就 是 同一 关系 : 

AC : AP— AP ғ: АМ=АМ: AB, AC : AB= (АМ: AB), 
SM AC=2AB Bf, AM —2AB!, AM—- 2 АВ, ЖА AM 就 是 所 
要 求 的 线段 。 

Menaechmus 和 Archytas 的 解法 中 都 使 用 了 异 于 尺 规 的 
工具 。 


三 、 化 图 为 方 
Hippocrates of Chios 还 发 明 
定理 在 Rt 八 4BC 中 ， 两 直角 边 
AC, BC 为 直径 向 外 作 半 圆 , ФЬ ВС 为 
Hem EEFE (图 3.1.11)， 那 么 
S (月 牙 形 4C) 十 S (月 牙 形 BC) = 
S (A4BC)。@ 这 是 以 尺 规 为 工具 化 曲 为 4 В 
直 (线形 ) 的 首 例 , 也 许 因此 引起 人 们 化 图 3.1.11 
圆 为 方 的 探索 。 


(QD $i THUS A (0, 0, 0), M (<, ys 0), Р (лт, У» х). 
® RITES HAE 65Р, F X]. 
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ALZIRA Antiphon (公元 前 5 世纪 ) 认为 可 以 用 不 断 增 
加 内 接 多 边 形 边 数 逼 近 于 图。 他 还 进一步 把 圆 视 为 内 接 无 穷 多 边 
的 正 多 边 形 ， 而 多 边 形 可 以 化 为 等 积 的 正方 形 。 

其 实 Hippias 为 三 等 分 任意 角 所 设计 的 割 贺 曲线 (图 3. 1. 9) 也 
可 以 用 来 解 化 圆 为 方 问题 。 


我 们 设 圆 半径 为 R, 那么 曲线 方程 可 改写 为 < 一 ycot 22. > T8 
量 半径 4D', 平行 线 B'C' 都 逐渐 趋 近 z 轴 时 ,借助 于 分 析 工具 @ 求 
出 


AG =limycot TY lim — — 

y-=0 2R 0 tan Ty 

2R 

ту 
. 2R 2R 2R 
=lim pu ° ху PL 
tan 2R 

这 是 说 r=, G) 
5j — Jr lii C — 2xR, Gi) 


综合 G), Gi) 两 式 说 明 ， ШШЕ ЕЕН £o НВ АС, 可 
以 用 尺 规 作出 。C 又 可 自 下 式 用 尺 规 作出 ， 

AG : 2R—2R : C, 
ЖИПС, R 作为 二 项 , 求 其 比例 中 项 RATE 4R 5 E 
等 积 的 正方 形 边 长 为 


D 十 希腊 先 凭 观察 得 G， 然 后 用 穷 举证 法 证 命题 为 真 . 
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Zeno of Elea〈 约 公元 前 490 一 前 430) A WREE, Ж 
一 条 是 : 行动 得 慢 的 不 能 被 行动 得 快 的 人 赶 上 。 因 为 追赶 者 首先 
必须 到 达 被 追赶 者 的 出 发 点 ， 因 而 行动 慢 的 总 是 在 追赶 者 的 前 
H.P 

Zeno 把 有 限 的 路 程 作 无 限 分 割 , 并 断言 经 过 这 被 无 限 分 割 的 
路 程 要 用 无 窃 的 时 间 。17 世纪 时 Gregory of Saint Vincent (1584 
—1667, 比利时 ) 在 其 《几何 学 》 中 证 明 Achilles 追赶 乌龟 的 悖 论 
可 以 用 无 穷 几何 级 数 求 和 来 解决 .@ 


Жет MBER FU 


柏拉图 学 派 受到 毕 达 哥 拉 斯 学 派 很 大 影响 。 毕 氏 学 派 成 员 
Archytas 就 是 柏拉图 的 老师 。 柏 拉 图 在 雅典 创办 学 院 ， 这 是 今日 
科学 院 的 雏形 。 后 来 于 公元 前 三 、 四 世纪 之 交 移 址 到 亚历山大 城 ， 
直至 公元 529 年 被 东 罗 马 王 查封 止 , 前 后 绵延 达 900 F€. 学院 开办 
之 初 有 数学 学 科 ， 特 别 重 视 几 何 。 盛 传 学 院 大 门口 榜 示 :“ 不 习 几 
何者 不 得 入 。”@ 

柏拉图 是 著名 哲学 家 ， 对 数学 研究 也 很 热心 ， 学 派 成 员 重要 
成 果 为 


一 、 勾 股 数 公式 
ДД {ЕЖЕ m, 那么 2m, m*—], m +1 FEAR: Am? + 


(D HG., vol. 1, p. 275 

© Æ CK) #2, p. 399， 又 见 ， 第 六 章 第 二 节 . 

@ T. L. Heath it: "Let no one ignoreand of geometry enter my доог.” HG. , 
vol 1, p. 286 
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Cm? 一 1)? 二 (me? 十 1)?。 昌 然 这 一 公式 并 不 完备 ,但 却 是 能 获知 勾 
BE S AX. 


二 、 几 何 三 大 作 图 问题 

化 圆 为 方 

学 派 成 员 Dinostratus (公元 前 4 世纪 ) 曾 指 出 怎样 用 Hippias 
设计 的 割 圆 曲线 来 化 加 为 方 ， 我 们 已 在 上 一 节 介 绍 其 细节 ， 

EF BAR 

传说 立方 倍 积 的 起 因 : 

一 说 古 希腊 Delos ТЈ ERE 人们 向 太阳 神 庙 和 祭司 求 教 。 
祭司 告诉 他 们 应 该 把 现 有 立方 体 神 坛 体积 加 倍 ， 疫 闪 乃 止 。 

一 说 古 希 腊 克 里 地 的 米 诺 王 为 Glaucus 营造 巨 幕 。 对 每 边 100 
肘 尺 立方 体 规模 还 不 满意 ， 要 求 加 倍 体 积 。 不 知 怎样 加 大 每 边 边 
长 。 

同一 数学 问题 的 不 同 提 法 都 汇集 到 柏拉图 那里 ,请 求解 决 .他 
回答 说 ;神明 和 王者 本 意 不 在 乎 把 神 坛 或 坟 医 体积 加 倍 ， 之 所 以 
提出 这 一 问题 是 要 和 希腊 人 感到 着 耻 一 一 当 他 们 忽略 数学 ， 特 别 是 
失去 几何 学 修养 。 

学 派对 这 一 问题 的 研究 取得 成 绩 。 

其 一 ,上 一 节 所 说 借助 于 圆锥 曲线 交点 坐标 作为 问题 的 解 ,其 
发 明 人 Menaechmus 就 是 柏拉图 学 派 中 人 。 

二 ， 柏 拉 图 自己 也 提出 了 解法 ,借助 于 

双 直 角 尺 以 取得 互相 正 交 两 轴 上 的 截 线段 ， 以 
线段 长 作为 问题 的 解 .他 也 遵循 Hippocrates 的 
理论 基础 。 图 3.1.12 为 正 交 于 O 的 二 直线 Oz， 
Oy。 取 AO=2a,，0OB==a。 取 两 条 直角 尺 HGC 
和 LKF。 使 前 者 内 边 过 B， 后 者 外 边 过 4, 不 
断 调 整 两 乒 位 置 , 使 前 者 内 边 角 顶 N 在 Oz E, 
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而 后 者 外 边 角 顶 MM 在 Oy 上， 而且 又 在 前 者 另 一 边 GC 的 内 侧 边 
上 。 由 于 在 图 中 和 八 AMOw 入 NMOwANBO， 于 是 
AO : OM=OM : ON=ON : OB, 
线段 OM，ON 满足 Hipocrates 的 要 求 ， 也 就 是 说 
ON=~ 2a, 


=. ESH 

命题 正 多 面体 有 五 种 : 正四 面体 、 立 方 体 、 正 八 面体 、 正 
十 二 面体 和 正二 十 面体 。 

柏拉图 完整 地 叙述 这 一 命题 .并 指出 这 五 种 立体 的 构造 法 。 西 
方 把 五 种 正方 面体 称 为 柏拉图 体 。 我 们 依次 记 为 Pi, Pa, P3, Р,, 
Ps (图 版 6. 2. 12) 。 

柏拉图 还 构造 一 种 半 正 多 面体 一 一 截 去 立方 体 的 八 个 三 面 角 
(图 版 6. 2.14). 


140 第 二 章 亚历山大 时 期 


第 二 章 亚历山大 时 期 


第 一 闻 RULLAA) 


欧 几 里 得 (Euclid, 约 公 元 前 330 一 前 275) 可 能 是 柏拉图 的 再 
传 弟子 , 在 雅典 求学 。 公元 前 三 、 四 世纪 之 交 受 托 勒 密 王 邀 聘 , 执 
教 于 亚历山大 柏拉图 学 院 。 教 学 态度 严 谍 ， 以 致 盛传 托 勒 密 王 因 
感到 几何 难 学 ,请教 有 否 捷径 可 循 。 他 回答 说 :“ 几 何 学 并 无 为 大 
王 铺 设 的 御 道 ”2 有 一 青年 人 向 他 学 习 几 何 ,才学 了 第 一 个 定理 ， 
就 问 老师 ， 我 学 它 有 什么 用 ? 欧 几 里 得 就 要 他 的 仆人 给 予 三 分 钱 
币 ， 以 示 茂 视 急功近利 之 辈 。@ 

欧 几 里 得 有 数学 、 天 文学 、 音 乐 和 光学 专著 传世 。 其 中 最 重 
要 的 是 其 (Elements)(《 原 本 》) 十 三 卷 , 英国 学 者 A. Demorgan 
(1806 一 1871〉 曾 说 ， 除了 耶稣 《圣经 》 而 外 ， 再 没有 一 种 书 像 
《原本 》 那 样 拥有 如 此 众多 的 读者 。 它 被 译 成 多 种 语言 版 本 1000 种 
以 上 。( 图 版 3. 2. 1 一 3. 2. 3 为 ) 希 腊 文 .阿拉 伯 文 以 及 拉丁 文 版 本 。 
《原本 》 原 著 早 佚 。 今 传 本 据 亚 历 山 大 Theon ( 约 公元 390 年 前 
后 ) 修订 本 ， 以 及 在 罗马 焚 落 四 发现 的 希腊 文 手 抄本 翻译 。 我 国 
在 1607 年 徐光启 (1562—1633) 与 意大利 来 华 传教 士 利 玛 窦 (M. 
Ricci, 1552—1610) 合 译 O.，Clavius (1537—1612) 校订 、 增 订 
的 拉丁 文本 《原本 》 前 6 卷 。250 年 后 李 善 兰 (1811—1882) 与 


© Н. E., p. 1, There is no royal way to geometry. 
Q H. E., p. 3, Euclid called his slave and said; "Give him threepence. Since 


he must gain out of what he learnd. ” 
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图 版 3.2.1 《原本 》888 年 希腊 文 抄 本 书 影 
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图 版 3. 2.2 《原本 》1350 年 阿拉 伯 文 抄本 书 影 
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图 版 3. 2.3 《原本 》1482 年 拉丁 文 印 刷 版 
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3 XA. Wylie (1815 一 1887) 续 译 后 9 卷 , 其 中 第 14 卷 系 Hypasicles 
(公元 前 180 4E), 第 15 卷 系 Damascius (公元 6 世纪 ) ME, 并非 
欧 几 里 得 原著 。 目 前 《原本 》 的 最 好 版 本 〈 含 评注 ) REAT. L. 
Heath1908 年 在 剑桥 大 学 出 版 社 出 版 的 三 卷 本 《The Thirteen 
Books of Euclid's Elements》。 兰 纪 正 、 朱 恩 宽 在 1990 年 据 以 用 日 
话 文 译 白文 0《 原 本 》。 苏联 于 1949 年 译 自 布 腊 文 的 俄 文本 并 作 评 
注 @。 

ЖТ. 1. Heath 英文 译本 、 明 清 古 汉语 译本 和 兰 、 朱 日 
话 文 译本 选辑 与 中 国 数学 发 展 史 有 关 的 命题 .为 便于 读者 理解 ,在 
不 失 《 原 本 》 原 意 条 件 下 ， 适 当 变 通 ， 用 现代 数学 语言 写 出 参考 
译文 。 必 要 时 给 出 命题 的 证 明 (作法 ) 和 笔者 的 注解 ， 特 别 是 与 
中 算 的 比较 。 


定义 
1. 点 是 没有 部 分 的 。 
2。 线 有 长 ， 无 宽 。 
3. 线 的 尽头 是 点 。 N 
4. 直线 为 线 的 一 种 : 在 两 尽头 之 间 保 持 
平坦 者 。 

面 只 有 长 和 宽 。 
6. 面 的 边界 是 线 。 
7. 平面 为 一 种 面 : 把 直线 放 在 它 上 面 ， 保 持平 坦 者 。 
8. 平面 角 : 二 直线 在 平面 上 相遇 ， 但 不 共 线 。 


D 白文 指 只 译 《 原 本 》 内 容 , 略 去 Heath 的 译注 。 但 必要 处 还 给 少量 译 者 自 注 . 


© и. Н. Веселовский 48. TAHTA 出 版 . 
(З) НЕ. 9 vol. 1, pp. 153—369 
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9. 二 直线 相遇 成 角 ， 当 共 线 时 ， 称 为 平角 。 

10. 二 直线 相遇 ， 如 二 角 相 等 ， 称 为 直角 : Н % НН Н. 

11. 大 于 直角 的 角 称 为 印 角 。 

12. 小 于 直角 的 角 称 为 锐角 。 

13. 边界 是 物体 的 边缘 。 

14. 一 条 或 几 条 边界 围 成 图 形 。 

15. 圆 是 平面 图 形 :从 内 部 某 定点 作 直 线 , 与 边界 有 相等 距离 。 

16. 这 个 定点 称 为 圆心 。 

17. 过 贺 心 作 直 线 ,在 边界 间 的 线段 称 为 直径 。 直 径 平 分 圆 。 

18. 直径 与 边界 间 的 图 形 是 半圆 。 

19. 直线 围 成 的 图 形 称 为 直线 形 ， 三 条 直线 围 成 者 称 为 三 角 
形 。 四 条 直线 围 成 四 边 形 ， 四 条 以 上 直线 围 成 的 称 为 多 边 形 。 

20. 三 角形 中 三 边 都 相等 ， 称 为 正三 角形 ;有 二 边 相 等 称 为 
等 大 三 角形 ; 三 边 各 不 相等 称 为 斜 三 角形 。 

21. 三 角形 中 有 一 角 为 直角 ， 称 为 直角 三 角形 ; 有 一 角 为 钝 
角 ， 称 为 钝 角 三 角形 ; 三 个 角 都 是 锐角 ， 称 为 锐角 三 角形 。 

22. 四 边 形 中 四 条 边 相 等 , 且 四 个 角 都 是 直角 称 为 正方 形 ; 四 
个 角 都 是 直角 ， 边 不 全 相等 者 称 为 长 方形 ;四 条 边 相 等 ， 角 不 是 
直角 者 称 为 菱形 ; 对 角 相 等 、 对 边 又 相等 ， 而 边 不 全 相等 ， 角 也 
不 是 直角 者 称 为 平行 四 边 形 。 除 此 以 外 的 四 边 形 称 为 一 般 四 边 形 。 

23， 在 同 平面 内 ， 二 直线 向 两 方向 无 限 延 长 ， 不 论 哪 一 方向 
它们 都 不 相遇 ， 称 为 平行 线 。 

公设 

1. 从 一 点 到 另 一 点 可 以 作 一 直线 。 

2 线段 可 以 延长 。 

3， 以 一 点 为 心 ， 任 意 距 离 CEE) TEA. 

4、 直 和 角 都 相等 。 

5. 在 同 平面 内 一 直线 与 另 二 直线 相交 , 如 果 同 侧 两 内 角 的 和 
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小 于 二 直角 ， 则 此 二 直线 在 这 一 侧 相交 

公理 

1]， 等 于 同一 量 的 量 彼此 相等 。 

2， 等 量 加 等 量 ， 所 得 和 彼此 相等 。 

3. 等 量 碱 等 量 ， 所 得 余数 ， 彼 此 相等 。 

4. 彼此 合同 的 图 形 ， 二 者 全 等 。 

5. 全 体 大 于 其 部 分 。 

命题 

1， 在 已 给 线段 上 作 正 三 角形 。 

2， 从 已 给 点 引 直 线 ， 作 一 线段 为 已 给 长 。 

3， 已 给 二 线段 ， 求 作 : 从 长 线段 上 截 去 一 线段 等 于 短线 段 。 

4. 两 三 角形 有 二 边 及 其 夹 角 对 应 相等 , 则 第 三 边 相 等 ; 两 形 
全 等 ; 其 他 等 边 所 对 角 相 等 。 

5、 等 腰 三 角形 底 角 相 等 ， 延 长 二 腰 其 外 角 也 相等 。 

6. 三 角形 底 和 角 相 等 ， 则 两 腰 相 等 。 

8. 两 三 角形 有 二 边 及 其 所 夹 底 边 都 对 应 相等 , 则 二 边 所 夹 角 
对 应 相等 。 

9， 二 等 分 一 已 给 角 。 

10， 二 等 分 一 已 给 线段 。 

11， 从 直线 上 已 给 点 作 垂 直线 。 

12. 从 直线 外 已 给 点 作 垂 直线 。 

13， 二 直线 相交 所 成 角 或 等 于 直角 ， 或 二 者 和 等 于 二 直角 。 

15. 二 直线 相交 ， 对 顶 角 相等 。 

16， 三 角形 的 外 角 大 于 任 一 内 对 角 。 

18. 三 角形 中 大 边 对 大 角 。 

20， 三 角形 中 任意 二 边 和 大 于 第 三 边 。 

22. 已 给 三 线段 作 三 角形 , 其 中 每 二 线段 之 和 大 于 第 三 线段 。 

- 23， 从 直线 上 已 给 点 作 角 等 于 已 给 角 。 
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26， 两 三 角形 有 二 和 角 及 其 夹 边 对 应 相等 ， 或 其 他 一 边 对 应 相 
等 ， 则 二 者 其 他 的 边 、 角 都 对 应 相等 。 

27. 一 直线 与 男 二 直线 相交 ， 如 果 内 错 角 相等 ， 则 此 二 直线 
平行 。 
28. 一 直线 与 另 二 直线 相交 ， 如 果 外 错 角 相等 ， 或 同 侧 内 角 
和 为 二 直角 ， 则 此 二 直线 平行 。 

29. 一 直线 与 二 平行 线 相交 , 则 内 错 角 相等 , 外 错 角 相等 , 同 
侧 内 角 和 为 二 直角 。 

30. 平行 于 同一 直线 的 二 直线 平行 。 

31， 从 已 给 点 作 定 直线 的 平行 线 。 

32. 三 角形 的 外 角 等 于 二 内 对 角 和 ; 三 角形 的 内 角 和 等 于 二 
直角 。 
34. 平行 四 边 形 两 组 对 角 相 等 ， 对 边 相 等 ， 且 为 对 角 线 平分 。 
42. 作 一 平行 四 边 形 与 已 给 三 角形 相等 中, 且 有 一 角 等 于 已 给 角 。 
43. 平行 四 边 形 内 关于 其 对 角 线 上 的 余 形 相 等 。 
44。 作 一 平行 四 边 形 与 已 给 三 角形 相等 ， 旦 有 一 角 等 于 已 给 
一 边 等 于 已 给 线段 。 
45， 作 一 平行 四 边 形 与 已 给 直线 形 相等 ， 且 有 一 角 等 于 已 给 角 。 
46. 在 已 给 线段 上 作 一 正方 形 。 
47. 直角 三 角形 斜 边 上 的 正方 形 等 于 二 直角 边 上 正方 形 的 和 。 
48. 三 角形 一 边 上 的 正方 形 如 等 于 另 二 边 上 正方 形 之 和 ， 则 
23 —X1 p 3€ Уа й. 

FEN (REY FE, EX, SE. MR, REFE, PA 
的 逻辑 系统 虽 远 不 如 希腊 数学 完整 、 严 密 , 但 是 , 它 源远流长 , 其 
中 不 少 内 容 也 有 相应 论说 ， 例 如 : 

其 一 ， 战 国 时 奈 筹 《 墨 经 》 五 十 三 篇 中 的 经 上 、 经 说 上 、 经 


B 


O 图 形 相 等 指 所 含 面积 相等 ， 下 文 同 此 . 
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下 、 经 说 下 有 关 命 题 与 同 义 或 近 义 。 


“ 平 、 同 高 也 。” 
“ 直 、 رک‎ 


用 同样 高 低 定 义 平 ; 用 三 点 (目标 、 准星 、 视 点 重合 ) 定义 直 。 X 
Ш. ERKE GEENA “HEH? ВЈ. 


“中 、 同 长 也 。” 
"B. —PEEw." 


用 与 中 心 轴 等 距 来 定义 对 称 图 形 ， 以 与 心 等 距离 来 定义 圆周 。 
“和 彤 、 体 之 无 厚 而 最 前 者 也 ,。?” 


则 与 《原本 》 点 的 定义 很 接近 。 

其 二 ,命题 43 中 所 说 余 形 是 指 如 图 4 E B 
3.2.2 RJAEPF, CJPGCH HOI ABCD | М7 
对 角 线 DB 上 一 点 P 的 余 形 、 = в. | G 
Ж ЖЕ ШЫЛ. ЛНАМ D 
多 理论 问题 ， 常 以 长 方形 余 形 面积 相等 为 
重要 工具 。® 

其 三 , 命题 47《 原 本 》 证 法 是 分 割 纺 上 正方 形 为 二 长 方形 , 然 
后 ， 通 过 三 角形 合同 关系 ， 证 明 勾 、 股 上 正方 形 分 别 等 于 弦 上 所 


图 3. 2. 2 


o ШЕЖЕ ЯНИЕ + 日 高 图 》 就 用 这 一 工具 . 在 本 《大 系 》 卷 3，p。32， 
图 1. 3.7 中 青 两 、 黄 甲 之 和 、 青 已 、 黄 乙 之 和 分 别 是 图 中 大 长 方形 的 对 角 线 两 侧 形 状 
相 异 而 面积 相等 的 余 形 . 
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分 二 长 方形 。 我 国 在 很 久远 的 年 代 已 有 勾 股 定理 的 一 般 形式 这 一 
MAMIE, NB. ARPA TES. 0 


Z, %22 

定义 

1， 相 邻 边 夹 直 角 的 平行 四 边 形 称 为 长 方形 。 

2. 平行 四 边 形 对 角 线 上 的 小 平行 四 边 形 连同 二 余 形 在 一 起 构 
MERE. 

命题 

4. 一 线段 分 为 任意 二 线段 。 原 线段 上 的 正方 形 等 于 二 线段 上 
正方 形 以 及 二 线段 所 围 长 方形 二 倍 的 和 。 

5. 一 线段 作 二 等 分 ， 又 作 不 等 分 。 则 二 不 相等 线段 所 围 长 方 
形 以 及 二 分 点 间 线 段 上 的 正方 形 等 于 原 线 段 一 半 上 的 正方 形 .@ 

6. 一 线段 作 二 等 分 , 又 在 其 延长 线 上 加 一 线段 。 则 所 加 线段 
与 二 线段 之 和 所 围 长 方形 以 及 原 线段 一 半 上 的 正方 形 等 于 原 线段 
一 半 与 添加 线段 上 的 正方 形 。@ 

7. 一 线段 作 不 等 分 , 则 原 线 段 上 的 正方 形 与 所 分 线段 之 一 上 
的 正方 形 之 和 等 于 原 线 段 与 此 小 线段 所 围 的 长 方形 二 倍 与 另 一 小 
线段 上 正方 形 之 和 。@ 

8. 一 线段 作 不 等 分 , 则 原 线 段 与 小 线段 所 围 长 方形 的 四 倍 以 


D Ж CX 323, p. 33, рр. 214—216. 
@ HE., vol. 1, pp. 370—410 
© 图 3.2.2 中 对 角 线 上 一 点 P 的 矩 尺 形 指 小 吕 FPRD GECEPGB) 与 二 余 形 的 


® 图 3.2.3 中 ，C NAB 等 分 点 ,DD 为 不 等 分 点 .命题 是 说 ，(c 十 a) (с—а) + 
2 


© 图 3.2.4 中 ,C NAB 等 分 点 ,4B SEIS E D. 命题 是 说 ,Cc 十 a) (c—a) tanc. 
图 3.2.5 FH, DRAB 不 等 分 点 ， 命 题 是 说 4a? 十 Y=2ab 十 (Ь—а)?. 
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及 大 线段 上 正方 形 的 和 等 于 原 线段 与 小 线段 和 的 正方 形 出 。 

9. 一 线段 作 二 等 分 , 又 作 不 等 分 , 则 大 小 二 线段 上 正方 形 的 
和 是 原 线段 一 半 上 的 正方 形 以 及 二 分 点 间 线 段 上 正方 形 和 的 二 
fa, 

10. 一 线段 作 二 等 分 后 ， 叉 给 延长 。 延 长 后 ， 原 线段 上 正方 
形 与 延长 线段 上 正方 形 之 和 等 于 原 线段 一 半 上 的 正方 形 与 半 线 段 
以 及 延长 线段 和 上 正方 形 和 的 二 倍 .9。 


с С B D 
cta 
с-а 


图 3. 2.3 图 3. 2. 4 
Ь а+Ь Ь- 
а b-a 

A D B А С D B 
سط‎ 

图 3.2.5 图 3.2.6 

a+b 
A CL D 
b-a 
图 3.2.7 


11， 一 线段 作 不 等 分 ， 使 小 线段 与 原 线段 围 成 的 长 方形 等 于 


Ф 3.2.5 H, 4ab+ (bp—a)2= (a+b). 
© B3.2.6 B, (b+a)?+ (6 一 a)?=2 (b+a?). 
© 图 3.2.7 tB, Ga+b)2+ (b—a)2=2 (a2+b2). 
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大 线段 上 的 正方 形 册 。 

12.， 钝 角 三 角形 中 ， 钝 角 所 对 边 上 的 正方 形 大 于 另 二 边 上 正 
方形 之 和 ， 相 差 一 长 方形 的 二 信 ， 自 一 锐角 顶 引 对 边 的 和 珀 线 ， 对 
边 与 钝 角 顶 点 与 垂 足 间 线 段 围 成 的 长 方形 。 

13、 锐 角 三 角形 中 锐角 所 对 边 上 的 正方 形 小 于 另 二 边 上 正方 
形 之 和 ， 相 差 一 长 方形 的 二 倍 : 自 另 一 锐角 项 引 对 边 的 垂 线 ， 对 
边 与 原 锐 角 顶 点 到 垂 足 间 线段 围 成 的 长 方形 。 

14， 作 一 正方 形 与 已 给 直线 形 相等 。 

本 卷 命题 用 几何 方法 探索 代数 问题 ， 后 所 称 为 几何 代数 。 命 
EA 至 命题 10 为 恒 等 变 形 , 命题 11、 命题 14 为 解 方程 。 这 类 问题 
也 是 中 算 自 《 九 章 算术 》 以 来 热衷 于 此 , 并 具 丰 富 成 果 的 领域 , 我 
们 分 三 方面 陈述 。 

其 一 ， 人 恒 等 变 形 。 

命题 7 是 说 ; a2: 十 天 二 2a8 十 (0 一 a)2， 如 果 我 们 进一步 把 <，8 
看 成 是 直角 三 角形 的 勾 ， 股 ， 那 么 本 命题 与 赵 殉 所 作 勾 股 圆 方 图 
注 :“ 勾 股 相 乘 ， 倍 之 ， 以 勾 股 之 差 自 相 乘 …… 加 差 实 一 ， 亦 成 弦 
0.” EX: 

命题 5、 命 题 6 同样 是 说 : (c+a) (с-а) +=, WERI 
把 a, b 也 看 成 是 直角 三 角形 的 勾 、 股 ,那么 本 命题 就 是 《 九 章 算 
R ° AR) BINEN: “R Ca, Б) 之 数 谓 倒 在 于 弦 圭 
(с) 之 中 而 可 更 相 表 里 。…… RFE ERK, BEHRE AZ 
Æ (с-а) XT, ARH (c 十 a) X E. MAR (а) 方 其 
里 。?@ 


© 3$6 定义 3 称 此 不 等 分 线段 之 比 为 中 外 比 , 后 志 称 此 不 等 分 点 为 线段 的 黄金 分 
e» MS 3E. c? 2ے س‎ 4-р? 
© SNE (KRY #3, р. 219 3.3.6 
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命题 8 НЛ, Дар (b—a)2= (a-+-b):, 
如 把 a, b 视 为 直角 三 角形 的 直角 边 勾 、 股 ， 那 么 它 等 价 于 


《 九 章 算术 … 勾 股 》 题 11 NE. “ЯЕ Lao] =. KF C o— 


a?) 四 分 之 一 ， 其 于 大 方 ( G0)» 得 四 分 之 一 。” 
命题 9、 命 题 10 同样 得 结论 
(a+b)°?+ ‹(ф—а)?=2 (a +b) ۾‎ 
如 也 把 a, 5 视 为 勾 、 股 ,那么 这 两 命题 就 是 《 九 章 算术 。 АЈ 
股 》 题 11 另 一 刘 徽 注 ;“ 半 相 多 (—a) 自 乘 倍 之 ， 又 半 勾 股 并 


2 (а+5›| H3, JAMEZ. [pL E. (a -- p? — c?) ," 


从 此 可 看 到 《原本 》 对 线段 乘积 仅 作 代数 恒 等 变换 ， 中 算 则 
更 多 一 层次 : 结合 勾 、 股 、 弦 闻 的 几何 关系 以 推导 新 的 结果 。 

其 二 ， 解 二 次 方程 。 

命题 14 为 一 作 图 题 《 原 本 》 先 把 多 边 形 变换 为 面积 相等 的 长 
方形 ， 使 边 长 为 ae，8。 然 后 用 几何 方法 作 解 ， 事 实 上 就 是 二 次 方 
fizx'—ab 的 解 。《 九 章 算术 。 勾 股 》 题 19 刘 微 注 的 解法 与 此 同 义 。 

命题 11 相当 于 要 解 二 次 方程 x 一 a lar), (MEER ° A] 
和 股 》 题 20 REWERS RX. 

其 三 ， 开 平方 法 则 。 

《 九 章 。 少 广 》 有 开 方 术 , 这 是 数学 历史 上 首次 记载 的 十 进位 
制 数 的 开平 方法 则 。 刘 徽 为 作 几 何 解释 ， 反 复 运 用 相当 于 《 原 
本 》 卷 2 命题 4 同一 理论 。 RARE, 后 失传 这 种 方法 沿用 到 后 
代 。 在 明代 《永乐 大 典 》 卷 16344 有 开 方 图 2? 尚 可 窥见 刘 注 原意 ，; 


187118 -/ 71 824 看 成 一 线段 ,分 为 整 百 数 (200) 及 其 余数 两 段 , И 
线段 上 的 正方 形 减 去 面积 是 2002 的 正方 形 ， 其 初 余 71 824 一 
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40 000=31 824 是 小 线段 上 正方 形 以 及 两 线段 所 围 成 的 长 方形 两 
倍 。 又 把 二 余 31 824— (60: 十 2X200X60) =4 224 又 看 成 小 线段 
(整数 8) 上 正方 形 ， 以 及 两 线段 所 围 成 的 长 方形 两 倍 ……… 

这 种 开 方 步 豫 与 公元 四 、 五 世纪 之 交 Theon 操作 一 致 


‚ #3© 

义 

.直径 相等 、 或 半径 相等 的 圆 全 等 。 

与 圆 相 遇 ， 但 延长 后 不 再 与 圆 相 交 的 直线 称 为 圆 的 切线 。 
， 两 圆 相遇 ， 但 不 相交 称 为 相 切 。 

直线 与 圆 围 成 的 图 形 称 为 弓形 。 

. 在 圆 上 取 一 点 与 弓形 的 底 两 端 连结 , ARAMA oy 3 


形 角 。 
10， 从 圆心 作 角 ， 炎 角 二 边 与 圆 围 成 的 图 形 称 为 扇形 。 
命题 
1， 作 已 给 圆 的 圆心 。 
3. 经 过 圆心 的 直线 ,如果 二 等 分 不 经 过 圆心 的 弦 , 则 二 者 成 
直角 。 如 果 二 者 交 成 直角 ， 直 线 二 等 分 这 一 弦 。 
11. 二 圆 内 切 ， 二 圆 圆心 连 线 过 切 点 。 
12. 2, MACERIE. 
14. EA A FIX ВЗК LES; A ТУЮН ЖН ЗЕ ШИ НЕ. 
17， 从 已 给 点 作 直 线 切 已 给 圆 。 
18. 直线 切 于 一 圆 ， 则 圆心 与 切 点 连 线 与 切线 垂直 。 
20.， 同 闹 内 同 弧 上 的 圆心 角 等 于 圆周 角 的 二 售 。 
22， 内 接 于 圆 的 四 边 形 ， 其 对 角 和 是 二 直角 。 


O 见 本 编 第 三 章 第 八 节 
© HE., vol 2, рр. 1—77 
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27. RFE FI Dp EV ppp 

30， 二 等 分 已 给 弧 。 

31. 圆 内 半圆 的 圆周 角 为 直角 。 大 于 半圆 弓形 角 小 于 直角 ,小 
于 半圆 弓形 角 大 于 直角 。 

32， 直 线 切 于 一 圆 ， 弦 与 切线 的 夹 角 等 于 弦 所 对 圆周 角 。 

33， 在 已 给 线段 上 作 一 弓形 使 其 弓形 角 等 于 已 给 角 。 

34. 在 已 给 圆 内 作 弓 形 ， 使 它 的 弓形 角 等 于 已 给 角 。 

35. 圆 内 有 相交 二 弦 ， 其 中 一 弦 上 所 截 线段 围 成 的 长 方形 等 
于 男 一 弦 上 所 截 线 段 围 成 的 长 方形 。 

36.， 圆 外 一 点 引 圆 的 切线 ， 又 引 与 癌 相 交 的 二 直线 ， 则 后 者 
整 线段 与 圆 外 的 线段 所 围 长 方形 等 于 切线 上 的 正方 形 。 


"RE Y 

定义 

3. 各 和 角 顶 都 在 一 圆 上 的 直线 形 称 为 内 接 直线 形 。 
4， 各 边 都 切 于 一 圆 的 直线 形 称 为 外 切 直线 形 。 
5. 内 切 于 直线 形 各 边 的 圆 称 为 内 切 圆 。 

6. 经 过 直线 形 各 顶点 的 圆 称 为 外 接 圆 。 

7. 二 端点 在 圆周 上 的 线段 称 为 弦 。 


命 
1. 在 图 内 作 一 弦 等 于 不 大 于 直径 的 已 给 线段 。 
2， 作 图 的 内 接 三 角形 与 已 给 三 角形 等 角 。 
3， 作 圆 的 外 切 三 角形 与 已 给 三 角形 等 角 。 
4. 作 已 给 三 角形 的 内 切 圆 。 
5. 作 已 给 三 角形 的 外 接 圆 。 
6. 作 已 给 圆 的 内 接 正方 形 。 


(D HE. , vol. 2, рр. 787—111 
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т. 作 已 给 圆 的 外 切 正 方形 。 

8， 作 已 给 正方 形 的 内 切 圆 。 

9. 作 已 给 正方 形 的 外 接 圆 。 

10. 作 等 腰 三 角形 ， 使 其 底 角 是 项 角 的 二 倍 。 

11. 作 已 给 圆 的 内 接 正 五 边 形 。 

12. 作 已 给 图 的 外 切 正 五 边 形 ， 

13， 作 已 给 正 五 边 形 的 内 切 圆 。 

14， 作 已 给 正 五 边 形 的 外 接 圆 。 

15， 作 已 给 圆 的 内 接 正 六 边 形 。 

16， 作 已 给 圆 的 内 接 正 十 五 边 形 。 

本 卷 论 圆 与 直线 (Б) 及 其 外 切 、 内 接 正 多 边 形 的 关系 以 及 
ЕВ. 

命题 6，7 作 已 给 圆 的 内 接 (外 切 ) 正方 形 ， 命 题 8，9 作 正 方 
形 的 内 切 (外 接 ) Bl. 

《 九 章 算术 。 方 田 》 题 32 Е. “УЕН, НИЖ 
五 十 七 …… 按 弧 田 图 令 方 中 容 圆 ， 圆 容 方 、 内 方 含 外 方 之 半 。 然 
则 圆 才 一 百 五 十 七 , 其 中 容 方 寡 一 百 也 .” 这 里 刘 徽 指出 圆 及 其 外 
切 、 内 接 正方 形 面积 之 比 的 同时 ， 还 明确 提 到 附 有 插图 。 

命题 15 作 已 给 圆 的 内 接 正 六 边 形 。《 九 章 算术 。 方 田 》 题 32 
刘 徽 注 ;“ 圆 中 容 六 解 之 一 面 与 圆 径 之 半 , 其 数 相 等 。……… X US 
Kl. DUAL — 32662, D Lc. ALLE. mp 
确 说 附 有 插图 .。 它 的 作法 : a = R; 适 与 《原本 》 命题 15 所 说 一 致 。 

刘 微 注 中 所 作 上 述 两 种 插图 都 已 失去 ， 在 清 人 戴震 著作 中 据 
原意 补 图 ， 可 以 查考 。 
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d. 3859 

AX 

1. 能 量 尽 较 大 量 的 较 小 量 ， 后 者 称 为 前 者 的 部 分 。 

2. 定义 1 中 前 者 是 后 者 的 倍数 量 。 

3. 同类 量 之 间 的 某 种 大 小 关系 称 为 比 。 

6. 有 具有 相同 比 的 量 称 为 成 比例 。 

9. 三 个 量 成 连 比例 时 , 第 一 量 与 第 三 量 的 比 是 第 一 量 与 第 二 
量 的 平方 比 .@ 

10. 四 个 量 成 连 比例 时 ， 第 一 量 与 第 四 量 的 比 是 第 一 量 与 第 
二 量 的 立方 比 @。 不 论 有 几 个 量 的 连 比 依次 类 推 ， 

11. 成 比例 四 量 中 ， 前 项 与 前 项 、 后 项 与 后 项 称 为 对 应 量 @。 

12. 前 项 比 前 项 、 后 项 比 后 项 称 为 交 比 @。 

13， 后 项 比 前 项 称 为 反比 @。 

14， 前 、 后 项 之 和 比 后 项 称 为 合 比 2。 

15. 前 、 后 项 之 差 比 后 项 称 为 差 比 @. 

17. 已 给 个 数 相 等 的 某 些 量 ， 两 两 成 比例 。 第 一 组 量 中 首 项 
与 末 项 等 于 第 二 组 量 中 首 项 比 末 项 。 这 种 关系 称 为 首 末 比 。 这 就 
是 说 ， 除 去 中 间 项 ， 保 留 中 间 项 @。 


HE, vol. 2, рр. 112—186 

这 是 说 ， 如 果 a : 5=6: с, Ша: c=aڑ‎ : b. 

如 果 a : b=b: c =c: а, Ша : daa: Ë. 

如 果 a : 5 二 c: d, a, с 是 相对 应 的 前 项 ，5，d 是 相对 应 的 后 项 . 

а: с, b: 4d 分 别 是 a : b, cid 的 交 比 . 

ёза, а: с Ња: b, c : g [HIR X. 

(a+b) 10 是 ea:5 的 合 比 . 

(a—b) : 5 Жа: ЬН. 

REK, 如 果 有 四 个 量 a, b, c, d, ALAWARA, a,b,c, а. Ë 
们 之 间 有 关系 a :b0—a tb, bp: c= ic. c: d=c :d', Аа: daa sd. 
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命题 

1. 如 果 某 些 量 依次 是 另 一 些 量 的 倍 量 , 则 前 者 之 和 是 后 者 之 
和 的 同 倍 量 %。 

4. 如 果 四 个 量 成 比例 , 则 二 前 项 的 同 倍 量 与 二 后 项 的 另 一 同 
倍 量 成 比例 &。 


12. 一 些 量 成 比例 ， 则 它们 的 前 项 和 与 后 项 和 之 比 等 于 其 中 
某 一 前 项 与 对 应 后 项 之 比 @。 

16. 四 个 量 成 比例 ， 则 它们 的 交 比 相等 @。 

18， 四 个 量 成 比例 ， 则 它们 的 合 比 相 等 @。 

自 先 秦 起 中 算 关 于 比 及 比例 概念 、 判 断 、 推 理 与 应 用 的 传世 
材料 很 是 充实 ， 可 与 《原本 》 在 本 卷 、 卷 6 至 卷 8 REX, ЖОЮ 
观点 的 认识 有 过 之 者 ， 我 们 综合 作 如 下 比较 。 

比 

在 卷 5 定义 3 对“ 比 ” 作 了 描述 。 刘 徽 在 《 九 章 。 方 田 》 题 18 
注 中 对 “ 率 ” 下 定义 说 ;“ 几 数 相 与 者 谓 之 率 ，……… 等 [38 ] 除法 
实 ， 相 与 率 也 ”这 里 他 把 成 线性 相关 的 两 数 a, b 定义 为 率 。 在 此 
他 还 进一步 明确 说 ， 如 果 等 数 d 二 (a，65)， 那 么 这 个 率 就 是 既 约 


А9, Яфа=аа4, 5 二 bd。 可 见 刘 微 所 定义 的 率 较 《 原 本 》 


清楚 ， 他 讲 清楚 这 种 “大 小 关系 ”是 两 数 相 除 的 商 。 此 外 ,“ 率 ” 
概念 的 外 延 包 含 了 今 称 “ 比 ”。al : b 只 是 率 的 特殊 情况 。 按照 率 


(D Шта, mb, °“, mc Æa, b, +, c HRE, тать d mem (a+ 
b+- +c). 

© Ша: Б=с: d, Шта: nb—mc : nd. 

Ф 如 果 a: b=c: d= =e: f, W (e 十 c 十 … 十 e) :6 十 d 十 … 十 一 a b. 

© Ma: b=c: а Na: с=Ь: а. 

© imiRa:b—c:d, W| (a+b) : b= (ca) за. 

“等 [ 数 ] (d) 除法 G) X: 〈e)” 的 结果 就 是 ai : Һ. 
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的 定义 aie， bie Sai, bi 属于 相同 的 率 ， 其 中 ，e 是 任 一 确定 的 有 
理 数 ， 所 以 “ 率 ” 的 外 延 比较 “ 比 ” 的 外 延 要 大 得 多 。 

比例 

卷 5 定义 6、 卷 7 命题 19 从 正 反 两 方面 阐明 四 数 成 比例 的 数量 

(Jy ° SÉ2K) Bi r8: 31 个 题 都 是 成 比例 的 量 。 AXEZ KSA 
R: “ARER (O 3EBDRSE O00 为 实 (Cch), UREZ (a) 为 
法 ， 实 如 法 而 一 ”是 说 ， 如 果 四 个 量 成 比例 o : 5=c : xz， 那么 所 
R=, 可见 中 算 中 的 今 有 术 与 《原本 》 比 例 法 则 一 致 ， 公 称 比 
例 基本 定理 。 

《原本 》 所 讨论 过 的 比 , 种 类 和 多样， 其 中 重要 的 几 种 在 中 算 中 
都 有 独立 研究 结果 。 

反比 《原本 》 卷 5 定义 13, 反比 是 “后 项 比 前 项 ” 卷 6 命题 
14:“ 在 [面积] 相等 县 等 角 的 平行 四 边 形 中 夹 等 角 的 边 成 反比 。” 
可 见 《 振 本 》 指 出 比 c :2 的 反比 是 2 : a, 

《 九 章 。 误 分 》《 九 章 。 均 输 》 都 有 按 反比 规律 解 题 的 算 例 .。 
《 九 章 。 栗 米 》 一 开始 就 列 出 20 种 粮食 互 换 率 : 在 等 值 (钱币 ) 条 
件 下 能 够 购买 粮食 的 份量 (重量 或 容积 ) 。 任 取 其 中 两 种 如 为 ea, b, 
那么 二 者 单价 (相等 份量 所 值 ) 应 是 a : b 的 反比 5 : a, (ME • 77 
程 》 题 18 刘 微 注 中 还 为 反比 进一步 引伸 : 如 已 知 五 种 粮食 互 换 率 
为 a :5b :cc :d :ee， 那 么 这 五 种 粮食 单价 之 比 是 

一 : 2. : 1 : > : 二 一 bcde : acde : abde : abce : abcd, PR 
对 反比 的 理解 已 从 《原本 》 仅 涉及 二 量 推广 到 五 个 量 。 

EL 《原本 》 卷 8 命题 4 是 从 已 给 由 最 小 数 构成 的 几 个 比 ， 
求 成 连 比 的 一 些 数 。《 九 章 。 均 输 》 题 10 相当 于 说 ， 已 给 4 : B= 
4:3, B: C=32 :33, 那 么 把 前 面 一 个 比 的 前 、 后 项 都 扩大 32 倍 ， 


后 面 一 个 比 的 前 、 后 项 都 后 扩大 3 倍 。 就 得 到 4 : В: C 的 连 比 是 
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128: 96 : 99。 在 本 题 刘 徽 注 中 作 了 推广 :“ 凡 率 错 互 不 通 者 ， 几 
积 齐 同 而 用 之 。 放 此 ， 虽 四 五 转 不 异 也 ?”。 这 是 说 如 果 已 给 

A: B—a:b, B: C=6=c: d, C: D=e: f, D: E—g: h, BË 
А: A: B: Cac : bc : bd, 

A: B: C : Dace : bce : bde: bdf, Wi 

A: B : C : Daceg : bceg : bdeg : bdfg : bdfn。 这 种 算法 
当 (ó, с) = (d, е) = (Р, g) =1 时 ， 所 求 得 的 连 比 各 项 将 是 
最 小 数 ， 如 果 彼 此 并 不 互 素 ， 则 应 按 《 原 本》 算法 ， 才 能 满足 最 
小 数 的 要 求 。 

复 比 《原本 》 未 给 复 比 下 定义 。 在 卷 6 命题 23 中 说 :“ 等 角 
平行 四 边 形 面积 是 它们 边 的 复 比 .” 这 是 说 , 如 果 夹 等 角 两 平行 四 


边 形 边 长 之 比 为 a :cy， bid, 则 二 者 面积 之 比 是 | | (> ар : 
cd。 也 就 是 说 , (EP) Brin BJ EMRE ВЕЕ Н. (Л + ж 


分 》，《 九 章 ，。 均 输 》 共 有 三 个 题 要 用 复 比 知识 解决 ， 是 数学 史上 
应 用 复 比 解 题 的 最 早 文献 。 


1. 对 应 角 相 等 ， 夹 角 的 边 对 应 成 比例 的 直线 形 称 为 相似 。 

3. 一 线段 作 不 等 分 , 如 果 原 线段 与 大 线段 之 比 等 于 大 线段 与 
小 线段 之 比 ， 则 称 此 线段 已 分 为 中 外 比 。 

4. 从 顶点 到 对 边 所 引 垂 线 称 为 图 形 的 高 。 

命题 

1. 有 等 高 的 三 角形 或 平行 四 边 形 ,彼此 大 小 之 比 等 于 它们 底 的 比 。 

2. 平行 于 三 角形 底 的 直线 截 男 二 边 成 比例 的 线段 。 如果 三 角 


(D HE., vol. 2, pp. 187—276 
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形 两 边 被 截 成 成 比例 的 线段 ， 则 截 线 平行 于 男 一 边 。 


. 三 角形 中 一 角 的 角 平 分 线 截 对 边 为 两 部 分 , 与 角 的 两 边 成 


. 三 角形 各 角 对 应 相等 ， 对 应 边 成 比例 。 
.三 角形 对 应 边 成 比例 ， 则 对 应 边 所 对 角 相 等 。 
. 直角 三 角形 中 , 从 直角 顶点 向 斜 边 引 垂 线 所 截 成 的 两 三 角 


形 与 原 三 角形 两 两 相似 。 


11. 


作 已 给 二 线段 的 第 三 比例 项 2。 


12. 作 已 给 三 线段 的 第 四 比例 项 。 


13. 


作 已 给 二 线段 的 比例 中 项 。 


14. 在 [面积 ] 相等 且 等 角 的 平行 四 边 形 中 夹 等 角 的 边 成 反 
比 。 夹 等 角 的 边 成 有 反比 ， 则 二 平行 四 边 形 相 等 。 


16. 


四 线段 成 比例 ， 则 二 外 项 围 成 的 长 方形 等 于 二 内 项 围 成 


的 长 方形 。 如 果 二 外 项 、 二 内 项 围 成 的 长 方形 相等 ， 则 四 线段 成 


比例 。 


18. 
19. 
20. 
23. 
25. 
29. 


在 已 给 线段 上 作 直 线形 与 已 给 直线 形 位 似 。 

相似 三 角形 [大 小 ] 之 比 等 于 对 应 边 平方 比 。 

与 同一 直线 形 相似 的 图 形 彼此 相似 。 

有 相等 角 的 平行 四 边 形 [大 小 ] 之 比 是 它们 边 的 复 比 。 
作 直 线形 与 已 给 直线 形 相似 且 等 于 另 一 直线 形 。 

在 已 给 线段 上 作 平 行 四 边 形 等 于 已 给 直线 形 并 且 在 线段 


的 延长 线 上 有 一 个 平行 四 边 形 与 另 一 已 给 平行 四 边 形 相似 。 


30. 
31. 


分 已 给 线段 成 中 外 比 。 
直角 三 角形 斜 边 上 的 图 形 与 二 直角 边 上 与 相似 的 二 图 形 


和 相等 。 


32. 


在 两 三 角形 中 ， 其 中 两 边 对 应 成 比例 且 两 两 平行 ， 当 两 


D 已 给 co， 5 如 a :5=65:c， 则 c a, b 的 第 三 比例 项 . 
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第 三 边 角 顶 重合 时 ， 二 者 在 一 直线 上 。 
33. 等 圆 内 的 圆心 角 或 圆周 角 之 比 等 于 它们 所 对 弧 之 比 。 
本 卷 主 要 讨论 相似 三 角形 性 质 。 命 题 4 是 
相似 三 角形 性 质 定 理 。 中 算 多 次 运用 同一 命题 
解决 实际 问题 .。《 九 章 。 色 股 》 题 17 至 24 共 8 
题 就 是 著 例 。 不 仅 如 此 , 有 的 还 运用 《原本 》 卷 
5 EA KHER, FRAME. (ME ° ZJ 
股 》 题 16 相当 于 说 , 已 给 RtA4BC ZJ. Bt. 58 
Æa, 5,，c， 则 其 内 切 圆 直径 (图 3. 2. 8) 


2ab 
= ‚2.8 
D= T be 图 3 


刘 微 为 此 命题 提出 三 种 证 明 ， 其 中 第 二 种 证 明 就 综合 运用 相当 于 
《原本 》 卷 5 命题 12 以 及 卷 6 命题 4。 注 中 说 ;“ 又 面 中 豆 (过 圆心 
O 5|DF//AB) 以 观 其 会 , 则 勾 股 之 面 GU BC, АС) 中 央 各 有 小 
УЖ) (Rt 八 OEF，Rt 八 DGO)。 勾 面 之 小 股 (OE)， 股 面 之 小 
^] (ОС) 皆 小 方 〈 正 方形 GOEC) 218 ( 边 )， 皆 圆 径 之 半 。 其 数 
Aux. GEAOEFOADGOOAABC, 因此 DG : AC=GO : CB 
二 OD : BA) WARE S NE, 副 并 为 法 ,以 勾 乘 未 并 者 为 实 。 实 
除法 而 一 , 得 面 之 小 股 , 可 知 也 。” 当 他 得 知 三 个 相似 的 三 角形 对 
应 边 成 比例 后 , 关键 的 一 着 是 合 比 变换 ; 即 从 DG : AC=GO : CB 
=OD : BA, 推出 (DG 十 GO 二 TOD) : (AC 十 CB 十 BA) =СО: 
CB， 而 左边 比 的 前 项 和 怡 是 4C， 于 是 半径 GO 


D ,. AC.BC 
2 =OG= C TLCBTBA: 


命题 已 证 。 
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ct. 470 

定义 

1， 单 位 对 应 于 任何 一 个 事物 。 

2， 数 是 由 许多 单位 合成 的 。 

6. 偶数 是 能 分 为 相等 两 部 分 的 数 。 

7. 奇数 是 不 能 分 为 相等 两 部 分 的 数 , 或 者 说 , 它 与 一 个 偶数 
相差 一 个 单位 。 

11. 素数 是 只 能 被 单位 量 尽 的 数 。 

12. 只 能 被 单位 量 尽 的 几 个 数 称 为 互 素数 。 

13. 有 其 他 数量 尽 的 数 称 为 合 数 。 

14.， 有 公约 数 的 n 个 数 称 为 互 约 数 ， 

22. 完美 数 是 等 于 它 真 因数 和 的 数 。 

命题 

1， 有 相 异 二 数 ， 从 大 数 连续 减 去 小 数 ， 直 到 余数 小 于 小 数 。 又 
从 小 数 连续 减 去 余数 ， 直 到 小 于 余数 。 一 直 做 类 似 运算 ， 如 果 余 数 总 
是 量 不 尽 前 面 一 个 数 ， 直 到 最 后 的 余数 是 单位 ， 则 二 数 互 素 。 

2. 求 不 互 素 [二]」 数 的 最 大 公约 数 。 

3， 求 不 互 素 三 数 的 最 大 公约 数 。 

17. 如 果 一 数 乘 以 两 数 得 两 数 ， 则 所 得 两 数 之 比 与 被 乘 数 之 
比 相同 。 

18， 如 果 两 数 各 乘 以 一 数 得 两 数 ， 则 所 得 两 数 之 比 与 原 两 数 
之 比 相同 。 

19. 四 数 成 比例 ， 则 第 一 、 四 两 数 乘积 等 于 第 二 、 三 两 数 乘 
积 ， 反 之 亦 然 。 

21， 互 素 二 数 是 它们 有 相同 比 中 的 最 小 者 。 

22、 有 相同 比 的 数 对 之 中 、 最 小 一 对 是 互 素 的 。 


(D HE., vol. 2, pp. 277~ 344. 
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23. 如果 两 数 互 素 ， 则 能 量 尽 其 中 一 数 者 必 与 另 一 数 互 素 。 
24. 二 数 都 与 某 数 互 素 ， 则 二 数 乘积 与 此 某 数 也 互 素 。 
28， 二 数 互 素 ， 则 其 和 与 其 中 任 一 数 都 互 素 ;反之 亦 然 。 
31. 合 数 能 被 某 个 素数 量 尽 。 

34. 求 已 给 二 数 的 最 小 公 倍 数 。 

36. 求 已 给 三 数 的 最 小 公 倍 数 。 

《原本 》 本 卷 以 线段 长 短 代替 数 (有 理 数 ) 的 大 小 , 论述 单位 
素数 、 合 数 以 及 数 与 数 之 间 的 约 数 、 倍 数 关 系 , 是 数论 开山 之 作 。 
中 算 无 素数 概念 , 但 在 繁多 的 计算 中 、 不 可 避免 地 会 遇 到 约 数 、 倍 
数 问题 。 有 关 认 识 深 和 入、 细致， 与 《原本 》 所 论 很 合拍 。 我 们 分 
四 方面 陈述 。 

Н. RA. (Л. 票 米 》 刘 徽 注 :“ 少 者 多 之 始 ， 一 者 数 
之 母 ” 与 定义 1，2 同 义 。 

其 二 ， 分 数 基本 定理 。 命 题 17，18 相当 于 说 am : bn 二 a : b, 
而 《 九 章 。 方 田 》 题 6 刘 徽 注 说 :“ 设 有 四 分 之 二 者 , 繁 而 言 之 , 亦 
可 为 八 分 之 四 ; AMEZ, WZ t. BURR, ETAK, 


亦 同 归 尔 。” 同 章 题 9 注 中 对 分 数 加 法 运算 : 0 E раа 


TE, ARREN: HEZE, KIM: 繁 而 言 之 者 ， 其 
分 细 。 虽 则 粗细 有 殊 ， 然 其 实 一 也 .” 这 种 理解 与 《原本 》 正 同 ， 
对 于 不 等 于 0 HEM, A=, 

其 三 , 最 大 公约 数 。《 原 本 》 卷 ? 求 二 数 a, 6 最 大 公约 数 用 的 
是 驾 转 相 减 。 除 法 是 简便 的 减法 运算 。 因 此 驾 转 相 减 亦 称 轰 转 相 
除 。 其 中 的 各 次 商 就 是 相同 减 数 减法 的 次 数 。 这 种 连续 不 断 从 大 
数 减 去 小 数 ， 以 获 臻 最 大 公约 数 是 人 们 熟知 的 算法 ， 今 称 欧 几 里 


得 算法 : 设 有 二 自然 数 a，2， 那 么 
a=qibt ris 
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b=qri trz, 
rı = Qara + r3, 
Fa—277 Qa n1 F Ёл» 
r,—1== +17 alo 
Ш 7+1=0, е, = (а, 5). 
xH q, 92» ^'** Qa» du+1 是 逐次 商 ， ris F29 °°*› Тл» rat iE 
相应 的 余数 。 
当 六 一 1， 则 (а, б) =1, а, b 为 互 素 ， 这 正 是 命题 1 的 结论 。 
47,91, Ше, = (а, 5), 正 是 命题 2 求 不 互 素 两 数 最 大 公约 
对 于 约 简 分 数 之,《 九 章 ， 方 田 ) 题 6 设 有 约 分 术 :“ 可 半 者 半 
之 ,不 可 半 者 ， 副 置 分 母 、 子 之 数 ， 以 少 减 多 ， 更 相 减 损 ， 求 其 
等 也 。 以 等 数 约 分 ”。 这 是 说 ,在 分 数 约 分 时 ， 当 分 子 、 分 母 都 是 
偶数 ， 就 彼此 折 半 。 当 不 是 偶数 时 ， 就 布 列 分 子 、 分 母 ， 互 相 减 
损 ， 连 续 不 断 地 从 大 数 减 去 较 小 数 ， 以 求 出 “等 数 ”， 以 等 数 约 分 
子 、 分 母 ， 可 见 中 算 的 更 相 减损 算法 与 欧 几 里 得 算法 同 义 。 但 二 
者 同 中 也 有 差异 . 由 于 算 具 СЯ) 运算 的 需要 ,中 算 在 算 到 ri 
=0 之前， 故意 保留 
rntl—7a-1— Cany l) nr 
即 出 现 前 后 两 次 余数 相等 时 ， 运 算 即 予 终止 。 这 个 就 是 所 求 的 
最 大 公约 数 。 所 以 中 算 称 最 大 公约 数 为 等 数 。 
以 《 九 章 算术 ， 方 田 》 题 6 作为 例 :“ 九 十 一 分 之 四 十 九 。 问 ; 
约 之 ， 得 几何 ?” 按 照 更 相 减 损 术 : 
(91, 49) = (91—49, 49) = (42, 49) 
= (42, 49—42) = (42, 7) 
= (42—7—7—7—17—7, 7) = (7, 7) 一 7。 
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7 就 是 等 数 ， 因 此 答 数 就 是 去 。 

为 什么 两 数 更 相 减 损 的 结果 就 是 两 数 的 “等 数 ?” 刘 徽 为 之 作 
注 说 :“ 其 所 以 相 减 者 ， 丝 等 数 之 重 倒 ， 故 以 等 数 约 之 。”( 之 所 以 
要 进行 更 相 减 损 ， 是 因为 [每 次 相 减 去 的 余数 ] 都 是 等 数 的 重合 
(倍数 ) ， 所 以 要 用 等 数 来 约 分 ) 这 是 他 对 更 相 减 损 算法 可 以 得 到 
最 大 公约 数 的 言 简 意 赎 的 证 明 。 我 们 知道 当 出 现 raar PIE 
Ж, MERS rais Tas ts ros r, AAS, a 都 是 等 数 x, 的 
倍数 ,因此 x 是 这 些 数 ， 包 括 2，a 在 内 的 公约 数 。 而 等 数 自己 是 
本 身 的 最 大 约 数 。 命 题 得 证 。 令 人 惊奇 的 是 《原本 》 素 以 论证 严 
密 著 称 ， 但 卷 7 命题 2 只 证 前 面 二 步 ， 未 及 一 般 ， 相 当 于 说 ;“ 如 
BR bla, rı =0, 则 5b= (a, b), ШШ Ж Pla, ту=сз©0„ r, =d=0, 
2 |с, Ву =0, Wr=d= (a, 5)。” 至 此 竞 无 后 文 。 此 处 欧 几 
里 得 千 虑 有 失 ， 不 如 刘 徽 周到 。 

其 四 ， 最 小 公 倍数 。《 九 章 。 少 广 》 在 不 使 用 分 解 素 因数 条 件 
下 求 最 小 公 倍 数 ， 中 算 称 为 少 广 术 ， 与 《原本 》 本 卷 命题 34，36 
异曲同工 ， 有 其 特色 . 


A. #82 
命题 
4. 已 给 几 组 比 ， 求 它们 的 连 比 多 。 


O 参见 本 《大 系 》 卷 2，pp，152 一 154 
© HE., vol 2, pp. 345—383 
8) 《原本 》 命题 作法 中 相当 于 说 ， 已 给 三 组 比 a 15, c: d, e: f, Ё =, Ys Жу и 


B =: y=a tb, узхж==с\ 4, z: u=e:! f. 作法 是 求 (b. с) =r, #5-=л, —=m, 
РЕ г=тЬ=па. УЖ (nd, є) =s, "RI Tq 于 是 :=npd=eqg， 则 

amp, bmp (cnp), dnp (=eq), fq 
就 是 所 求 的 最 小 数 . x: y=—a! b, y: z=c: d, zi иЕ= р і Ў, 
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5 二 长 方形 面积 之 比 是 它们 边 长 的 复 比 %。 


л.. #9 

命题 

14， 一 个 数 仅 有 一 种 方法 分 解 为 素数 的 乘积 。 
20， 素 数 个 数 无 限 。 


35， 等 比 数列 中 ， 第 二 项 与 第 一 项 之 差 与 第 一 项 之 比 等 于 来 
项 与 第 一 项 之 差 与 除去 末 项 以 外 所 有 项 的 和 。 

36. 首 项 为 单位 , 公 比 为 2 的 等 比 数列 中 , 如 果 数 列 的 和 是 素 
数 ， 则 和 与 末 项 的 乘积 是 完美 数 。 

卷 7 至 卷 10 为 《原本 》 的 数论 内 容 , 其 中 主要 情节 引入 C. F. 
Gauss (1777 一 1855， 德 国 )《 算 术 探 讨 》 第 一 、 二 两 章 ， 并 以 现 
代数 学 语言 给 出 证 明 。.@ 

命题 20 证 法 大 意 : 反 证 法 ,如 果 素 数 个 数 有 限 , WY pio b 
Ө, pa; Ш рр р. ТЕЖИ, АЛЕ. 

如 果 是 素数 ， 在 已 给 个 素数 之 外 增添 了 新 的 素数 。 

如 果 不 是 素数 ， 按 照 卷 7 命题 31 的 说 法 ,应 有 某 一 素数 ， 例 
Uq, EER pipo patle q 不 可 以 与 p; (=1, 2, +, п) 之 一 相 
等 , 因为 如 果 相 等 , 它 将 整除 p1p2…p,, 同时 它 又 可 整除 p1p2… p, 
+1, 它 势 必 整 除 二 者 之 差 , 即 单位 1, 这 是 不 可 能 的 。 综 上 所 说 ， 
在 任何 情况 下 我 们 又 得 到 一 个 新 的 素数 ， 这 与 假设 素数 有 限 相 矛 
盾 ， 人 们 称赞 本 命题 的 证 法 是 数学 历史 上 永恒 的 典范 ， 是 数学 美 
最 佳 例 之 一 。 证 法 轻巧 ， 虽 密 寥 数 笔 ， 只 给 出 几 个 素数 就 能 构造 


O 《原本 》 讲 复 比 ， 仅 此 一 例 ， 命 题 是 说 ， 二 长 方形 的 边 如 分 别 为 a，6; c, d, 
b: d. 

@ HE., vol. 2, pp. 384—426 

& 参见 本 卷 外 篇 第 六 编 第 三 章 第 四 节 
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出 新 的 素数 ， 是 构造 性 证 明 的 首 例 。 人 们 称赞 这 一 证 法 妙 在 仅 同 
人 们 指出 珍宝 的 存在 ， pm 
命题 35 说 的 是 , 等 比 数列 {ar}: a, ar, ar, ***, ar", ar", 


d> —a айза Ün а, а —@aQ 
由 于 二 -一 一 二 一 一 2 一 一 。。。 一 saia, 从 合 比 关系 知 ， 42 i 


qun — бй, HALE, 的 等 比 数列 来 说 ,等 式 就 是 


ат—а = =a ， 所 以 本 命题 等 价 于 5 一 а (一 1 


а r— i 


—QO. #100 

命题 

1. ЯНЕ, 从 较 大 量 减 去 大 于 它 的 一 半 , 再 由 余 量 减 其 
去 大 于 此 余 量 的 一 半 ， 连 续 这 样 做 类 似 运 算 ， 则 必定 得 到 余 量 小 
于 较 小 的 量 ，…… 如 果 从 较 大 量 减 去 余 量 之 半 ， 命 题 也 成 立 。 

29. 求 二 平方 数 ， 使 其 和 也 是 平方 数 。 

命题 1 是 证 明 曲 边 图 形 面积 、 立 体 体积 所 用 穷竭 法 的 理论 基 
础 。 穷 竭 法 与 现代 极限 理论 相似 , BAHAR. WE {a,) 是 用 穷 
竭 法 逐次 碱 去 图 形 的 面积 (体积) 所 组 成 的 数列 。 现 代 对 数列 
(an) 有 极限 0 的 定义 是 :“ 对 于 任意 给 定 的 e>0， 存 在 自然 数 N， 
X n>N Rf, ШЖ larl <e, 那么 lima, 二 0。” 而 穷竭 法 考虑 的 是 有 
限 项 N， 即 对 于 任意 给 定 的 e>0， 存 在 自然 数 N， 当 n= 二 和 N 时 有 
la, | «e Jil a, 趋向 于 0。 因 此 穷竭 法 并 没有 使 用 极限 手段 。 作 为 穷 
总 法 理论 基础 的 卷 10 命题 1 如 果 取 用 命题 末尾 所 作对 分 声明 , HE 
么 它 与 欧 几 里 得 的 同 代 人 、 我 国 战国 时 哲学 家 庄 周 (公元 前 约 
369 一 前 286) 在 《庄子 . RFR) Е “ло, 日 取 其 半 , 万 


(D HE., vol. 3, pp. 1 一 254 
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ERR.” iow] X. 
命题 29 作法 说 : Mu. v 都 是 平 
方 数 ， 且 同 是 偶数 或 同 是 奇数 ， 则 


Мим, «9, “шж. (JE 
本 》 用 几何 方法 证 明 ; 取 CB=BE= 


о, AB=u 为 边 作 长 方形 。D AC 


ws 


2 
У} 
+ 


的 中 点 (图 3. 2. 9), 于 是 长 方形 4E = 

与 正方 形 DC 的 和 等 于 正方 形 BD. и 

(这 正 满足 卷 2 命题 6) 也 就 是 说 图 3.2.9 
e) 

æy | 2) - [ete], 


勾 股 数 是 古 世 界 最 熟悉 的 整数 关系 知识 。 全 部 基本 勾 股 数 吕 
可 以 用 勾 股 数 公式 表示 O 

公式 一 : Ma, 5b 之 一 是 侦 数 ， 设 a 为 偶数 ， 则 a 二 2mn，5= 
m^ —n!, c=m +n, Ж т2>п, (т, n) =1, m, n 中 有 一 个 是 
奇数 ， 另 一 个 是 偶数 。 


BRZ: ща, b 之 一 是 奇数 , 设 5 RIY, Na, b= 


m^ 十 于 AN 
тп, c y mln, Gn, n) 二 1 两 公式 中 m,n 都 是 奇数 ，。 


古 和 希腊 四 哲人 所 拟 勾 股 数 公式 都 有 缺陷 。 毕 达 哥 拉 斯 和 柏 拉 
图 公式 没有 包括 所 有 勾 股 数 在 内 , 例如 8，15，17 就 被 排斥 在 外 。 
欧 几 里 得 在 本 命题 虽 已 强调 u,v 必须 同 是 偶数 或 同 是 奇数 ,否则 
将 得 不 到 整数 解 。 但 是 如 果 同 时 取 偶 数 ， 所 得 数 两 两 不 互 素 ， 因 
此 不 是 基本 勾 股 数 。Diophantus 在 其 《算术 》 卷 2 命题 8 解 : 分 一 
平方 数 为 两 部 分 ， 各 自 是 平方 数 ， 答 数 并 不 总 是 自然 数 解 。 


Ф 基本 人 勾 股 数 指 a，b,c 间 两 两 互 素 . 
© 公式 一 、 公 式 二 等 价 . 
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中 算 对 勾 股 数 有 精湛 研究 :从 直角 三 角形 三 边 特殊 关系 ;(c 一 
а) (c 二 a) =E 入 手 。 当 已 给 5=n, ctam (топ У), 就 
轻而易举 地 获得 勾 股 数 公式 二 。 而 且 在 《 九 章 . AR) B14 注 中 
刘 徽 为 之 作出 两 种 证 明 . 岂 正 因为 有 公式 可 依 ， 在 勾 股 章 24 道 题 
中 出 现 8 HARM: 3, 4, 5; 5, 12, 13; 7, 24, 25; 8, 15, 17; 
20, 21, 29; 20, 99, 101; 48, 55, 73; 60, 91, 109, XETT 
世界 数学 文献 中 所 仅见 。 

《 九 章 。 勾 股 》 题 14 计算 勾 股 数 公 式 〈 即 公式 二 ) 从 已 给 满足 
条 件 的 自然 数 m，n， 就 会 得 到 相应 的 勾 股 数 ， 如 果 按 序 计 算 ， 当 
遍历 所 有 m，n，、 就 会 得 到 所 有 且 不 重复 的 勾 股 数 。 


——. #19 

定义 

1. 体 有 长 、 宽 和 高 。 

2. 体 的 边界 是 面 。 

3. 一 直线 与 平面 内 所 有 与 它 相 交 的 直线 都 成 直角 , 称 此 直线 
垂直 于 平面 。 

4. 在 相交 二 平面 之 一 内 作 直 线 与 交 线 成 直角 , 当 此 直线 与 另 
一 平面 垂直 ， 称 此 二 平面 互相 垂直 。 

6. 从 相交 二 平面 交 线 上 一 点 ,分 别 在 二 平面 内 作 交 线 的 垂 线 ， 
此 二 垂 线 的 夹 角 称 为 二 平面 的 两 面 角 。 

8. 水 不 相交 的 平面 称 为 平行 平面 。 

11. 不 在 同一 平面 内 交 于 一 点 、 多 于 二 条 直线 构成 多 面 角 ,或 
者 说 ， 交 于 一 点 、 多 于 二 面 的 平面 构成 多 面 角 。 

12. 多 面 角 为 另 一 平面 所 截 ， 其 间 的 体 称 为 棱锥 。 


Q 参见 本 《大 系 》 卷 3，pp。 411—422 
@ HE., vol. 3, pp. 260—364 
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13， 由 一 些 直 线形 构成 体 。 其 中 两 个 面相 对 ， 它 们 合同 且 平 
行 ， 其 余 各 面 都 是 平行 四 边 形 。 这 个 体 称 为 棱柱 。 

14， 以 直径 为 轴 旋 转 半圆 一 周 形 成 球 。 

16， 半 图 的 圆心 是 球 心 。 

17. 过 球 心 的 直线 被 球面 截 出 的 线段 称 为 球 的 直径 。 

18. 以 直角 三 角形 一 直角 边 为 轴 旋 转 一 周 形成 圆锥 。 当 二 直 
角 边 相等 称 为 直角 圆锥 .作为 轴 的 边 小 于 男 一 边 , 为 钝 角 圆 锥 ; 大 
于 另 一 边 ， 为 锐角 圆锥 。 

21. 以 长 方形 一 边 为 轴 旋 转 一 周 ， 形 成 圆柱 。 

25. 六 个 全 等 正方 形 围 成 的 体 ， 称 为 立方 体 。 

26， 八 个 全 等 正三 角形 围 成 的 体 ， 称 为 正八 面体 。 

27. 二 十 个 全 等 正三 角形 围 成 的 体 ， 称 为 正二 十 面体 。 

28. 十 二 个 全 等 的 正 五 边 形 围 成 的 体 ， 称 为 正 十 二 面体 。 

命题 

3， 二 平面 相交 成 直线 。 

4. 一 直线 与 另 二 直线 相交 成 直角 ， 则 此 直线 垂直 于 另 二 直线 
所 在 平面 。 

6， 二 直线 垂直 于 同一 平面 ， 此 二 直线 平行 。 

11， 从 平面 外 一 点 作 直 线 垂 直 于 已 给 平面 。 

12. 在 平面 内 已 给 点 作 直 线 ， 垂 直 此 平面 。 

14. 与 同一 直线 垂直 的 二 平面 平行 。 

15. 二 相交 直线 与 另 二 不 在 同 平面 内 的 二 相交 直线 两 两 平行 ， 
则 两 对 相交 直线 所 在 平面 平行 。 

16， 二 平行 平面 为 男 一 平面 相 截 ， 所 截 二 交 线 平行 。 

17. 二 直线 为 平行 平面 所 截 ， 所 截 得 的 线段 成 比例 。 

18， 一 直线 垂直 于 某 平 面 ， 则 过 此 直线 的 所 有 平面 与 此 平面 
垂直 。 

19. 二 相交 平面 各 与 某 平 面 垂 直 , 则 二 者 交 线 与 此 平面 垂直 。 
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20. 多 面 角 中 所 有 面 角 之 和 小 于 四 直角 ，。 

28. 平行 六 面体 为 对 角 面 平分 。 

31. 等 底 同 高 的 平行 六 面体 彼此 相等 。 

32. 等 高 平行 六 面体 的 比 等 于 底 的 比 。 

34. 相等 二 平行 六 面体 ， 其 底 与 高 成 反比 。 反 之 亦 然 。 

本 卷 论述 空间 图 形 。 中 算 对 多 面体 都 有 研究 ,《 九 章 。 商 功 》 
列 有 专 章 。 对 平行 六 面体 的 特殊 情况 从 定量 方面 考虑 ， 中 算 研 究 
胜 于 《原本 》。 从 定性 方面 考虑 ,中 算 也 有 论述 , 例如 对 命题 28 就 
有 对 应 讨论 :《 九 章 。 商 功 》 题 14 xdi EE ( 直 三 棱柱 ) 的 形成 
Wi. "RUOLO, APARE, REMI, AEH. com" Æ 
从 长 方 体 这 一 特殊 情况 认识 平分 平行 六 面体 的 几何 现象 。 


一 二 、 卷 120 

命题 

1. 圆 内 接 相似 多 边 形 之 比 等 于 圆 直 径 上 正方 形 之 比 ， 

2. 二 圆 之 比 等 于 直径 上 正方 形 之 比 。 

3. 二 棱锥 可 以 分 成 二 相等 且 与 原 棱锥 相似 的 三 棱锥 以 及 其 和 
大 于 原 棱锥 之 半 的 二 相等 棱柱 。 

4. 如 果 二 等 高 的 三 楼 锥 各 分 为 二 相似 于 不 楼 锥 的 相等 小 棱锥 
以 及 二 相等 棱柱 , 则 二 棱锥 底 之 比 等 于 二 棱锥 内 所 有 棱柱 和 之 比 。 

5. 等 高 三 棱锥 之 比 等 于 它们 底 之 比 。 

6， 等 高 棱锥 之 比 等 于 它们 底 之 比 。 

7. 三 棱柱 可 以 分 成 三 个 彼此 相等 的 三 棱锥 。 

推论 ” 校 锥 等 于 它 同 底 等 高 棱柱 的 三 分 之 一 。 

10. 圆锥 是 同 底 等 高 圆柱 的 三 分 之 一 。 

15。 求 作 球 内 接 立 方 体 ， 并 证 明 球 直径 上 的 正方 形 是 立方 体 


(D HE., vol 3, pp. 365—437 
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边 上 正方 形 的 三 倍 。 

18， 二 球 之 比 等 于 它们 的 直径 三 次 比 。 

本 卷 对 棱柱 、 棱 锥 ， 圆 柱 、 圆 锥 以 及 球 的 性 质 取 得 众多 的 结 
论 。 中 算 对 这 些 立体 也 非常 熟悉 ,也 在 定量 上 取胜 于 《原本 》， 特 
别 是 在 棱 台 、 赂 台 方面 的 工作 填补 了 《原本 》 的 空白 .。 

《原本 》 用 穷竭 法 以 及 穷 举证 法 证 明 命 题 2 类 似 方法 证 明了 命 
题 5，10 一 12 四 命题 。 

命题 3 是 指 三 棱锥 G-4BC 可 以 分 为 与 原 C 
棱锥 相似 的 棱锥 G-PMN，P-4KLL 以 及 二 相 
等 棱柱 PMN-LOC, PKL-MBO. (图 
3. 2. 10) 

M pil 3 一 7 系统 地 获得 命题 7 的 重要 推 4 
论 .先是 在 命题 4 中 对 上 下 两 个 小 三 棱锥 再 作 
类 似 截 割 ， 又 各 形成 两 个 相似 三 棱锥 以 及 两 
个 三 棱柱 。 它 们 的 体积 都 缩小 为 前 一 次 相应 3. 2.10 
立体 的 八 分 之 一 , 照 此 手续 截 割 , 意味 着 一 系 
列 棱柱 体积 总 和 将 是 原 三 棱锥 的 体积 。 然 后 用 穷 举 证 法 得 到 命题 
5. 在 此 基础 上 有 命题 7, 才 有 其 推论 :“ 棱 锥 等 于 它 同 底 等 高 棱柱 
的 三 分 之 一 ,” 在 《 九 章 。 商 功 ) 题 15 刘 徽 注 通 过 无 限 分 割 两 种 锥 
体 建 立 了 刘 徽 原理 ， 得 到 锥 体 体 积 公 式 。 其 分 割 方式 竟 与 《 原 
Ж) 不约而同 , 而 在 理论 上 以 极限 代替 穷竭 法 , 优 于 《原本 )@. 这 
是 因为 : 一 、 刘 征 对 数列 极限 的 认识 ， 不 局 限于 定性 地 了 解 立 体 
体积 是 数列 的 极限 ， 而 且 还 定量 地 算出 这 极限 是 多 少 。 二 、 刘 注 
还 指出 :“ 半 之 弥 少 , 其 余 弥 细 。 至 细 日 微 , 微 则 无 形 , 由 是 言 之 ， 


Ф 本 《大 系 》 卷 2，pp. 184—187, #3, pp. 186—213 
® 参见 本 《大 系 》 卷 3, pp. 206—209 Ш. 沈 康 身 《 九 章 算术 导读 》, рр. 374 
~376， 湖 北 教育 出 版 社 ，1997. 
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KERR?” (每 次 对 分 ， 余 数 减 小 ， 小 到 极 细 ， 则 称 为 微 数 。 微 
数 无 形 , 那么 哪里 还 有 余数 呢 ?) 对 照 《 原 本 》 命 题 4 证 明 中 只 说 : 
“类 似 地 也 有 ， 再 分 余下 的 棱锥 为 两 个 棱锥 以 及 两 个 棱柱 .”(And 
similarly also, we divide the remaining pyramids into two 
pyramids and into two prisms. )® BATT IE, HERA ETT RR. 
过 程 的 描述 。 
命题 15 ”中 算 也 有 相应 研究 ,，《 九 章 。 少 

Г) 命题 24 刘 徽 注 :“ 令 丸 径 自 乘 , 三 而 一 , 开 / 一/ 
ERZ, 即 丸 中 之 立方 也 .” 显然 这 一 判断 与 之 | / fm 
等 价 。 对 此 刘 微 还 作 了 证 明 :“ 假 令 丸 中 立方 
(АС) (图 3.2.11) XAI, JERR ee A, 
өөө ИЖ (CB2) , 谓 平面 方 五 尺 之 纺 也 , 以 
HI IRR. УКЫ (CE) << AA, ЖА. RF 
KSA (EB) Ж, FARZ, ШК PIRI. 
REAWMPLTEKR, MILE. ту Л Bec РАЛЬ Н 
RIZ.” NR CFE), PERIE И — 8t 


图 3.2.11 


命题 

1. 线段 分 成 中 外 比 , 那么 大 线段 与 原 线段 之 半 的 和 上 正方 形 
等 于 原 线 段 之 半 上 正方 形 的 五 倍 。 

8， 正 五 边 形 的 对 角 线 相交 成 中 外 比 ， 其 较 长 线段 等 于 边 长 。 

9. 同 圆 内 接 正六 边 形 边 长 与 内 接 正 十 边 形 边 长 成 中 外 比 ; 前 
者 是 较 长 线段 ， 后 者 是 较 小 线段 。 

10. 图 内 接 正 五 边 形 一 边 上 的 正方 形 等 于 同 圆 正 六 边 形 边 上 


а) НЕ. 3 vol. 3, р. 384 
© HE., vol 3, pp. 438—511 
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正方 形 与 内 接 正 十 边 形 边 上 正方 形 之 和 。 

12， 圆 内 接 正 三 角形 边 上 的 正方 形 等 于 圆 半径 上 正方 形 的 三 
倍 。 

13， 在 已 给 球 内 作 内 接 正 四 面体 ， 并 证 明 球 直径 上 正方 形 是 
四 面体 一 边 上 正方 形 的 一 倍 半 。 

14， 在 已 给 球 内 作 内 接 正 八 面体 ， 并 证 明 球 直径 上 正方 形 是 
八 面体 一 边 上 正方 形 的 二 倍 。 

15. 在 已 给 球 内 作 内 接 苹 方 体 ， 并 证 明 直 径 上 正方 形 是 立方 
体 边 上 正方 形 的 三 倍 。 

16， 在 已 给 球 内 作 内 接 正 二 十 面体 。 

17， 在 已 给 球 内 作 内 接 正 十 二 面体 。 

欧 几 里 得 《原本 》 卷 13 命题 13 2 17 正 多 面体 作法 及 其 证 明 
过 程 写 得 十 分 精彩 。 我 们 用 现代 数学 语言 记 其 全 部 内 容 。 

命题 13 ”如 4d HRE. MAd (AB) 为 直径 作 半 加 并 取 
C, {f AC=2CB, XB AC, BC 的 比例 中 项 CD (图 3.2.12 左 )。 
以 DC 为 半径 作 圆 , AF EG РИД ШЕ „Н р О), ЕКЫ 
EH FHF, XXE HK-—AC. XE KE, KF, KG，( 图 3.2.12 
A), W K-EFG 为 所 求 内 接 于 直径 为 4 的 球 的 正四 面体 。 


E 
Z 
A C B 
F G 


图 3. 2.12 


证 明 ， FH=Cp=,J а . та= а. ЖК KG 二 KF = 
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КЕ=-/ЕН*+-НК?=^/СБ#+АС*= 24.9 这 就 是 “ 球 直径 上 
正方 形 是 正四 面体 一 边 上 正方 形 的 一 倍 半 ”。 

命题 14 Ud (AB) 为 直径 作 圆 。C 为 圆心 。 作 CD | AB 
(图 3.2.13 右 )。 以 DB 为 边 作 正方 形 EFGH， 对 角 线 交 于 K 居 。 作 


KL 垂直 于 正方 形 所 在 平面 。 RLK=KM=%, T RL-EFGH-M 
为 所 求 内 接 于 直径 为 4 的 球 的 正八 面体 CB 3. 2.13 ZF), 
易 知 : 球 直径 上 正方 形 是 正八 面体 一 边 上 正方 形 的 二 倍 。 


Е Н T 
4 С В 
Е 
М 


图 3.2.13 
命题 15 Ud CAB) 为 直径 作 半 圆 。 取 4C=2BC， 作 DC 
AB (图 3.2.14 左 )。 以 DB 为 边 作 正方 形 EFGH， Ж КЕ= рв 
= 一 NZ=ZP=MC, 且 都 垂直 于 正方 形 所 在 平面 。 依 次 以 线段 连接 
相应 顶点 ， 那 么 KLMN-EFGH 为 所 求 的 内 接 于 直径 为 d 的 球 的 
立方 体 〈 图 3.2.14 右 )。 


征明, 计算 图 3. 2.14 хрв, 14-КЕ. mizo, 24, 
KG 一 d。 这 已 证 “直径 上 正方 形 是 立方 体 上 正方 形 的 三 倍 @。” 


D 易 知 正人 EFG 边 长 ， 且 楼 长 ， 也 是 \/ 2-4, 
® 参见 卷 12 命题 15. 
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图 3.2.14 


命题 16 仍 以 4 (4B) 作 半圆 , 改 取 C ,  АС=4ВС (图 3. 2.15 
Ж). ИС 为 垂 足 作 直线 DC LAB, SERT D, RDB 为 半径 , V 
为 圆心 作 圆 。( 图 3. 2. 15 AO 在 其 中 作 内 接 正 五 边 形 EFGHK, X. 
SUR MURAL. M. N, О, Р; 则 LMNOP 也 是 正 五 边 形 , 而 EP 
为 正 十 边 形 一 边 。 从 EF, F, G, H, К 作 线 段 EQ, FR, GS, НТ, 
KU, EBE TAFE, 且 各 等 于 圆 半径 DB, 然后 连接 QR , RS, ST, 
TU, UQ, QL, LR, RM, MS, SN, МТ, TO, OU, UP, PQ. 
显然 QRSTU 也 是 内 接 于 半径 为 DB 的 圆 的 正 五 边 形 。 

进一步 考察 : QE, EP 分 别 是 同 圆 正六 边 形 、 正 十 边 形 的 边 ， 
而 人 QEP 是 直角 , 那么 QP 是 同 圆 正 五 边 形 的 边 ?. FPU, QU 
也 是 同 阐 正 五 边 形 的 边 。 于 是 和信 PQU 是 正三 角形 。 同 理 作 QLR， 
ARMS, ASNT , ATOU 也 都 是 正三 角形 , 同 理 八 RM, 八 MSN， 
ANTO, ЛООР, APQL 都 是 以 同 圆 正 五 边 形 为 边 的 正三 角形 。 

现在 作 Z 过 圆心 上 ， 垂 直 于 圆 平面 ， 取 VW=DB (正六 边 形 
MEK), XIRVX=WZ=EP ( 正 十 边 形 边 长 )。 连接 ZQ ZR, 75, 
ZT, ZU, XL, XM, XN, XO, XP, 2, Q, R, S, T, U, 
L, M, N, O, P, X 是 球 内 接 正 二 十 面体 的 十 二 个 顶点 。 


Ф 《原本 》 卷 13 命题 10. 
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e ЖД 


FUA 


图 3.2.15 
EH: 图 3. 2.16 REAR (RB) SEA. 
AW: 2, X ERME. 我 们 知道 在 单位 圆 内 ， 46==1, а= 


м5 —1 М2 (5 一 WA 5 


а= 9) MERERI RS = a= 


N 10 (v5 ZD] 
5 ° 


_4_ 

2 АБ, 

_{[1_ 1 ; 
因此 au 一 | 2 اسا‎ a ау 

那么 7Х=а+2аь=4. 

这 就 是 说 ，2Z ，X 是 球 直 径 两 端点 。 

次 证 : E, F, G, H, КЕШ E. ЖУУ 的 中 点 4 ОЖ 
Ü) 在 直角 三 角形 AVF h, ZAVF 为 直角 ， 计 算 


O (4) ROCHE, 卷 3, p. 129. 笔者 又 据 以 改动 相应 的 字母 , 使 与 图 3. 2. 15 
相应 . 
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图 3. 2. 16 


2 
АЕ?= АУ?+-ЕУ?= | la +a. 


> "x aa, 
因此 , 下 在 球面 上 , 同 理 其 余 四 点 也 在 球面 上 . 类 似 地 , 可 证 上 层 
正 五 边 形 顶点 Q,， R, S, T, U 都 在 球面 上 。 

最 后 证 : 上 、 下 两 正 五 边 形 间 十 个 三 角形 为 合同 的 正三 角形 。 
例如 入 QPU 中 QU 本 身 是 a;s,， QP 一 VQE’ 二 EP: 一 Masi 二 a? = 
a,—QU , Î PU =~ PKF РО? Ја +a? —a' 。 类 似 地 , 其 他 
九 个 三 角形 都 是 以 a; 为 边 长 的 正三 角形 。 至 于 以 Z ,XX 为 项 点 的 上 、 
下 各 五 个 三 角形 ， 例 如 AZQv 中 QU Жа», П ZU = ZQ = 
MVWZ? 十 WU? Мал +a? =a, 。 类 伏地 ， 其 他 九 个 三 角形 都 是 
以 ca 为 边 的 正三 角形 。 


а%== 


AF= 
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命题 17 前面 四 命题 都 以 
球 直径 作 半 圆 起 头 。 对 正 十 二 面 
体 作 法 欧 几 里 得 文思 突 转 , 改 从 
立方 体 入 手 。. 图 3. 2. 17 PABCD в 
为 立方 体 前 立 面 ，PEFC 为 顶 
ш. НЛА ФАС, Ы, К, 
L, М, О, N. XMMP, РО, 
HQ 上 成 中 外 比 的 点 , 其 中 PR, G 
PS, HT 分 别 为 较 长 部 分 。 又 以 
R,S,T 为 牌 足 作 垂直 线 分 别 垂 
直 于 顶 面 及 前 立 面 。 在 其 上 各 取 | | 
线段 等 于 中 外 比 的 较 长 部 分 ，4 L D 
U, V, Мам. ERE 图 3.2.17 
BU, UV, VC, CW, WB 就 形成 正 五 边 形 。 对 其 余 的 面 作 类 似 垂 
直线 段 ， 并 连结 相应 端点 ， 将 构造 出 十 二 个 正 五 边 形 。 它 们 都 是 
所 求 正 十 二 面体 的 面 。 

EH: 图 3.2.18 据 《原本 》 意 重 绘 .2 

WWE: 所 有 校长 〈 共 30 Ж) 都 相等 。 不 失 一 般 性 ， 设 立方 体 
校长 为 2。 又 以 中 外 比分 割 单 位 长 线段 为 两 部 分 , 设 其 较 长 部 分 为 
Zz， 则 较 短 部 分 为 1 一 z， 据 中 外 比 性 质 可 知 : zx? 十 + 二 1。 十 二 面体 
30 条 棱 有 两 种 类 型 ; 

其 一 , UV, UV=2z==./ 5 —1, 

其 二 , ОВ, ОВ? —BR' -RU! = BN? + NR:+ RU? 

一 1 十 (1 一 zx) 十 zx? 二 2 (1 一 zx 十 Xx:) =4zx2, 

因此 ,UV=UB。 于 是 五 边 形 都 等 边 ，。 

КИЕ: 五 边 形 各 角 都 相等 ， 以 五 边 形 BUVCW 为 例 ， 只 需 证 


O ERRE URE?) #3, р. 134 改动 某 些 字母 ， 使 与 图 3. 2. 15 一 致 . 
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图 3. 2. 18 


人 ABUVTS2ABWC。 从 已 证 边 边 相 等 。 如 果 BV = BC， 则 对 应 角 
ZBUV= £ BWC. 而 

ВУ? =SV?+BS?=SV?+NB?+NS? 

=r +1+ 〈1 十 z)2 一 2 (1 十 z 十 z2) =4, 
BV —2— BC, 

类 似 地 , 由 于 位 置 及 长 度 相同 关系 , 可 证 所 有 12 FEI. 3660 个 角 ， 
都 相等 。 

But. 这 些 五 边 形 都 是 平面 多 边 形 。 不 失 一 般 性 ， 仍 以 五 边 
№ BUVCW |. EAW GUV ФАХ, ХН, W, ВЕНЕ 
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HXH, HW 在 一 直线 上 ， 则 在 BC，XW 相交 直线 所 决定 的 平面 
上 的 B, U, V, C, W 显然 共 面 。 我 们 来 看 : ЯА НО=1 ERIT ж 
说 ， 从 作 图 可 知 TQ=z*， 那 么 

HQ: QT=QT :了 万 ， 


而 HQ=HP, QT=TW=PX, 

从 而 HP: PX=TW 3TH, 

又 HP/TW, PX/TH, 

WI—RUEAXPH, AHTW XA— fh H Жтт, MXH, 5 HW 
ARO, 


最 后 证 ， 正 十 二 面体 二 十 个 顶点 都 在 同一 球面 上 。 用 中 算 传 
统 术语 说 ,《 原 本 》 的 作 图 法 无 非 是 在 立方 体 六 个 面 外 作 六 个 合同 
АЖ, UV-BCFE 就 是 其 中 之 一 。 我 们 取 UV 将 线 作 顶 面 BCF E 
的 垂直 面 UVOMJN СЗ. 2.18) XY 为 对 称 轴 , Z 为 对 称 中 心 , 易 
于 计算 
UZ —^/ (LT x) ai —14T2r4 225, 


Bt r= > 5—1, WlUZ—-/3 —VZ—WZ, 


类 似 地 其 他 各 顶点 都 在 以 Z APD, UV 3 为 半径 的 球面 上 。 
作为 《原本 》 最 后 命题 、 压 轴 好 戏 的 五 种 正 多 面体 ， 欧 几 里 
得 对 命题 的 证 明 小 心 谨慎 ， 严 格 细致 。 虽 然 他 的 工作 完成 在 二 千 
5181, SHREE, PURAR. MEELA. REAREA 
(1633—1721) 在 《几何 补 编 》 中 研究 成 果 是 正 多 面体 互 容 这 一 课 
题 的 结论。 事实 上 ， 就 是 借助 于 立方 体 所 得 相应 正四 面体 、 正 八 
面体 、 正 二 十 面体 , 正 十 二 面体 作法 , 较 《 原 本 》 作 法 简便 很 多 ， 


(D 《原本 》 卷 6 命题 32. 
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"i HZ T uEBIO, 

梅 文 易 读 过 《原本 》 译 本 前 六 卷 ， 在 其 《几何 补 编 》 四 卷 自 
序 中 说 :《 原 本 》 只 译 到 平面 部 分 , 七 卷 以 后 未 译 出 , 但 在 历 算 书 
中 往往 引 到 后 续 部 分 ， 每 使 读者 困惑 。 于 是 他 就 著 书 补充 ， 对 于 
正二 十 面体 作法 在 《几何 补 编 》 卷 4 中 他 讲 了 三 段 话 ， 


“立方 与 所 容 二 十 等 面 之 边 若 全 边 与 理 分 中 末 (中 外 比 ) 之 大 
23," 

“二 十 等 面 在 立方 内 ， 和 皆 以 其 边 棱 切 立方 之 面 。 有 三 十 棱 ， X 
切 立 方 ， 只 有 其 六 。” 

“ 凡 立 方 内 容 二 十 等 面 ， 篆 以 其 边 正 切 于 立方 各 面 之 正中 凡 
六 。 和 皆 站 对 如 十 字 。 假 如 上 下 两 面 所 切 二 十 等 面 之 边 横 ， 则 前 后 
了 琴 面 所 切 之 边 纵 ， 而 左右 两 面 所 切 之 边 又 横 。” 


对 照 图 3. 2. 19 可 见 他 的 深入 浅 出 的 讲解 唉 然 纸 上 。 这 是 说 , 把 立 
方 体 作为 辅助 图 形 ， 在 它 六 个 面 上 作对 称 轴 。 取 对 称 轴 (如 PQ) 
的 黄金 分 割 ，P'Q' 为 其 长 的 一 段 ，P'，Q' 与 上 、 下 面 等 距 。 类 似 
地 ， 在 其 他 五 个 面 上 取 对 应 点 如 图 。 这 十 二 个 点 是 内 容 正 二 十 面 
体 的 顶点 。 

类 似 地 ， 梅 文 易 还 以 立方 体 为 辅助 图 形 在 其 六 个 面 上 作对 称 
轴 (图 3. 2. 20) 在 各 轴 的 正中 位 置 取 黄金 分 割 的 较 短 的 一 段 
(PQ ,这 样 就 取得 十 二 个 点 如 图 。 再 取 立 方 体 对 称心 与 八 个 顶 
点 相连 , 黄金 分 割 这 连 线 , 使 其 较 短 部 分 靠近 顶点 , 又 得 到 八 点 。 
所 得 二 十 个 点 是 所 求 内 容 十 二 面体 的 顶点 。 

HRN. И. Перепёлкин 1919 年 著 文 “正二 十 面体 及 正二 十 


O ARA. 梅 文 类 在 立体 几何 研究 中 的 几 点 创见 . 杭州 大 学 学 报 第 一 卷 第 一 期 ， 
1962, 1 (1): 1~7. 
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面体 的 一 种 作法 ”DD， 正 与 梅 氏 所 说 完全 一 致 ， 被 作为 高 等 学 校 教 
M, 但 已 迟 于 梅 氏 三 百 多 年 。 他 的 作法 及 其 证 明 (正二 十 面体 ) 我 
们 引 录 如 下 (图 3. 2. 21) 


B * .图 3.2.2] 

. EET PAPE BERTI ARAA EX X" , YY’, ZZ' , 同 以 O 为 中 心 。 过 
X, X' 8| ARAB // A'B' / YY! , JEHRDURBIXA—XB— X! A' = 
X'B', 同样 过 Y,Y' 各 引 直 线 CD/C'D' P2Z’, 并 截取 YC 一 YD== 
Y'C'=Y'D =XA, XZ, 7'#5|7Е=7Е=7'Е'=7'Е'=ХА, 
将 点 4 УС, D, E, ЕЖ, АУС, D, E, FEto TEI 
一 多 面体 。 它 是 由 十 二 个 等 腰 三 角形 4BE, ABE , CDA…… 和 八 
个 正三 角形 АСЕ, АРЕ '------ #0, ЖЕКЕ ХА ХВ = 


(D Д. И. IepeneAkun《 初 等 几何 教程 》 卷 下 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1953 吸收 论文 
X RS. 
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X'A' 二 … 二 Z'F' 二 z+， 使 等 腰 三 角形 成 为 正三 角形 ， 设 等 长 线段 
OX=OX!=---=OZ' =m, BBA AC?— AY? +YC?= (OY — X AD^ 
OX 十 YC:， 这 就 是 
АС?= (m—z)? +m +z, WW CD=2x, f AC=CD, 48 
如 果 久 A= 二 XB==… 都 等 于 按 黄金 分 割 所 分 OX =OX' 一 … 的 
较 长 部 分 ， 则 所 作 的 多 面体 由 二 十 个 正三 角形 组 成 。 


第 二 节 MEKE 


阿 基 米 德 (Archimedes, 公元 
前 287 一 前 212) 生 于 西西 里 岛 叙 拉 
古 斯 (Ѕугасиѕ), AT [n], ÆW. 
历 山 大 城 从 欧 几 里 得 的 学 生 学 习 。 
后 世 称 道 他 : 与 牛顿 、Gauss 并 为 
数学 界 三 杰 ， 有 关 他 智慧 出 众 的 
WRIS: 

一 一 当 获 知 杠杆 原理 后 ， 他 
EUER ART URS RIT C 
可 以 移动 这 个 地 球 。” : Perry 

一 一 当 发 现 水 力学 浮 体 定 理 图 3. 2. 22 
后 , 对 Hiero 王 交 给 他 检测 金冠 真 伪 问题 慎 思 夜 想 , 一 旦 得 解 , 正 
在 浴盆 洗澡 ， 他 未 及 衣冠 ,在 通衢 惊 呼 “Heuriko”( 我 找到 了 )9。 

一 一 当 罗 马 大 军 围 叙 拉 古 斯 ,他 用 抛射 机 发 射 巨 石 攻 敌 阵营 ， 


Ф 现代 教育 学 中 发 现 法 (heuristic method) WEW. MARGAL, Æ “ANH 
的 克 ”， 数 学 通报 ，1957. (12): 16. 
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用 反射 镜 聚 焦 焚 烧 敌 舰 。 


一 一 当 猎 拉 古 斯 城 陷于 敌 ， 他 还 在 地 上 作 图 研究 ， 面 对 罗马 


“Don’t destroy my circle" (#19, А 3. 2. 4) 。 


兵 告诫 说 : 


„Ж ч А 一 A. a 


` 


Y W 


do^ "y. = 


e 


4^ 


he TM 
Y i 


A 


Ë 


\ 


( 
{ 


«43 


‚Д 


« В MV! 
Q 


i 


“ЊЕ.” 


马 兵 说 : 


阿 基 米 德 面 对 入 侵 罗 


图 版 3. 2. 4 
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阿 基 米 德 著作 等 身 , 他 的 重要 作品 历经 沧桑 , 但 大 多 传世 。 有 
两 种 文集 收 罗 最 是 完备 : 

(DT. L. Heath, The Works of Archimedes, Cambridge 
University Press, 1897, 1912 年 另 有 增订 。 

@ H. Н. Веселовокий 及 B. A. РозенФелЬд, Архимед 
СочинениЯ, 1962, THOMA, 

. 在 这 两 种 文集 中 我 们 读 到 阿 氏 原著 ;《 论 球 与 圆柱 》,《 量 圆 》， 
《 论 螺 线 》,，《 论 平面 平衡 》，《 数 砂 者 》，《 求 抛物 线 面积 ), GEF 
Ж», 《方法 》, CFRE), СЕНШ), (918225), Hri 
ЯЙ), 《正七 边 形 作 法 》 等 。 本 节 据 两 种 文集 选辑 有 关内 容 ， 分 三 
段 介绍 。 

阿 基 米 德 所 著 各 书 都 有 创造 性 : 不 论 是 在 内 容 新 鲜 、 在 解 题 
方法 、 证 明 方法 方面 都 具有 独特 巧 思 ， 出 奇 制胜 ， 不 同 凡 响 。 无 
愧 人 称 从 来 数学 家 三 杰 之 一 。 以 《 引 理 之 书 》 为 例 ， 全 书 共 收 十 
五 道 命题 。 命 题 本 身 至 今 新 颖 喜人 ， 证 法 简洁 ， 简 洁 得 几乎 不 能 
再 减少 语句 。 此 书 今 仅 存 阿拉 伯 文 译本 ， 未 具 作者 姓名 ， 但 人 们 
断 为 阿 基 米 德 专著 。 正 如 希腊 数学 史 研 究 权威 英 人 工 ，L，Heath 
说 : .“ 从 定理 本 身 的 不 上 凡 ， 足 证 此 专著 必 是 大 师 阿 基 米 德 的 手 
go, 


一 、 不 定 方程 

《 牛 群 问题 )@ 

问题 ”太阳 神 在 西西 里 岛 上 牧牛 。 牛 多 如 云霞 、 如 波涛 。 朋 
友 ， 请 运用 你 的 智慧 告诉 我 有 多 少 头 牛 ? 这 些 牛 分 成 四 群 ， 一群 
乳白 色 闪 闪 发 光 , 一 群 灰 黑 色 如 同 海 浪 , 一 群 红 褐 色 像 一 团 火 焰 ， 


(D HA., pp. 301—318 
Q HA., pp. 319—326 
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一 群 杂 色 像 花 采 盛 放 。 每 一 牛 群 都 有 公牛 和 母 牛 。 它们 虽然 很 多 ， 
却 不 是 没有 规则 : 白色 公牛 等 于 | ll ment, пад 
435 黑色 公牛 等 于 | 二 十 二 | 杂 色 公牛 ， 加 上 褐色 公牛 数 ， 杂 色 
公牛 等 于 | 1+1) 白色 公牛 ， 加 上 神色 公牛 数 ， 

母 牛 数 也 有 一 定 规则 

白色 母 牛 等 于 | 二 十 | 黑色 公牛 加 上 母 牛 数 ; 黑色 母 牛 等 于 


едан, 杂 色 母 牛 等 于 | 二 十 二] 神色 公牛 


加 上 母 牛 数 ， 福 色 母 牛 等 于 | 二 十 十 | 白色 公牛 加 上 母 牛 数 。 


朋友 ， 还 请 你 注意 。 公 牛 数 的 特别 性 质 ， 如 果 把 白色 和 黑色 
的 一 个 挨 一 个 排列 , 将 构成 正方 形 数 吕 ,如 果 把 杂 色 和 褐色 的 一 个 
挨 一 个 排列 ， 将 构成 三 角形 数 。 | 

朋友 ， 请 告诉 我 ， 太 阳 神 共有 多 少 公 牛 和 母 牛 ? 每 种 颜色 的 
公牛 和 母 牛 各 有 多少? 如 果 你 能 回答 ,你 将 是 址 界 上 最 聪明 的 人 。 

原著 有 问 、 无 解 无 答 ， 直 至 1880 年 德国 人 Amthor 有 完整 讨 
i£. HIER, 载 《 德 国 数学 与 物理 学 杂志 》。 解 法: 设 白 、 黑 、 花 、 
棕 公 牛 数 各 为 六,，Y,，Z, T; 白 、 黑 、 花 、 棕 母 牛 数 各 为 z，y，z， 
t。 据 题 意 可 列 出 方程 组 . 


Ф 见 第 一 章 第 二 节 ， 一 、 对 数 的 一 般 认 识 。 拟 形 数 . 
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z=% (Y +y), 
х-Т=+тҮ, 
| => (Z 十 z)， 
D 4Ү—-Т=;7, (2) | 
Z 30 (T+t), 
Z—T=1Xx 
r= (X+). 
再 设 正 方形 数 边 长 为 UO， 三 角形 数 边 长 为 VY， 则 
X+Y=U:, 
(3) 
| (7 十 1)， 


需要 解 含 有 十 个 未 知 数 的 九 个 方程 的 不 定 方程 组 。Amthor Ж 
第 (1) 组 方程 得 
742 178 1 580, 


Х=:97Т, Y= 1وو‎ Z= 891 


整数 解 是 和 一 2 226G, Y=1 602G, Z=1 580G, T —891G, 
HRE (2) 758, HX, Y, Z, 全 代入， 可 得 
7 206 360 __4 893 246 


TU 4657 ?了 4657 
35158207 , 5439213 
Z= 75657 О, 2 4657 € 


AME. WG=4 657g. х, у, zs t Hg RA, 1 
X —10 366 482g, Y —7 460 514g, Z=7 358 060g, T = 
4 149 387g ,代入 第 (3) 组 方程 
3 828X4 657g=U:, 
4 942X4 657g=V2+V, 
要 使 第 一 个 方程 左边 是 完全 平方 , 对 任意 自然 数 &, 设 g 二 3X11X 
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29X4 657ё@®, 
于 是 第 二 个 方程 成 为 2X3X7X11X29X353X4 652282=V2-V, 
可 以 变换 为 
(2V+-1)*=2X3X4X7X11X29X353X4 6572221, 

X i&u=2V+1, w=2.465 78, d—2X3X7X11X29X353— 
4 729 494, 2188 Pell 方程 .@ 

u^—4 729 494w — 1, 

Amthor 展开 M4 929 494 为 连 分 数 ， 循 环节 长 达 91 项 。 经 过 

十 分 艰辛 计算 仅 是 白 公 牛 数 最 小 值 也 达 

Х=1 598 107554. 
八 种 牛 总 数 将 达 7 766 X 107° 51, 8E BCHE2 500 个 数字 , 要 有 660 页 
的 厚 书 来 记载 这 个 数 。 所 以 阿 基 米 德 只 提出 了 问题 ， 至 于 解 这 个 
问题 ， 当 时 是 没有 条 件 的 。 


二 、 平 面 图 形 

《正七 边 形 作法 》 

此 书 久 佚 ， 我 们 在 阿拉 伯 数 学 家 Thabit ibn Qurra (29826— 
901) 阿拉 伯 文 译 希腊 遗书 中 尚 可 读 到 此 文献 。 

命题 在 线段 4B 所 在 直线 上 取 C,D 两 点 使 4B. AC=BD?， 
CB * CD= AC*, 

人 称 古 代 有 四 大 尺 规 不 能 作 问 题 ， 除 熟知 的 三 题 外 ， 另 一 题 
就 是 阿 基 米 德 企图 用 尺 规 在 圆 内 作 正 七 边 形 。 为 实现 设想 ， 他 设 
计 此 命题 作为 预备 定理 。 今 日 我 们 检验 :此 题 将 导致 求解 它 的 根 
不 能 表示 为 平方 根 的 三 次 方程 ， 因此， 事实 上 本 命题 为 尺 规 不 可 


(D 注意 3828 二 4X3X1lX29 
Q 参考 第 四 编 第 三 章 第 一 节 ， 四 、 二 次 不 定 方程 . 
@ AC., рр. 401—416 
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作 。 阿 基 米 德 的 
作法 : 在 AB E f£ CGJABEF (图 4 C B 
3.2. 23), AE 是 其 对 角 线 。 МЕ 起 作 一 直线 
FD, 5S AE, BE PHS FG, H, 使 两 三 角 
Ж ПЯ) ДЕСЕ = АВНр.їС 引 直 线 KC E 
LAD AD TC. WC, DD 就 是 所 求 点 。“ к 
证 明 ”从 面积 相等 两 三 角形 知 图 3.2. 23 


= BH FPE 
GK * ЕЕ= ВН * BD, Gk 7 gp, 


XAABHDOAKGF, Я —=— 


因 FE _ BD X AB—FE, AC=FK, +# 


BD FK° 
АВ, AC= ВГ? 

XMADCGAAFKG, GE ас, 

X FK—AC-—GC, СК=КЕ=СВ, + 1&СВ,СР=АС%*®, 

命题 在 圆 内 作 正 七 边 形 。 

作法 ”在 线段 48 及 其 延长 线 上 取 ل‎ 
С.О НАВ ° AC—BD', HCD • CB 
一 AC?。( 图 3.2.24) XJRCE=CA, ВЕ, 
=Вр,®„ 作 圆 外 接 于 A4ED, YI AE 为 
此 贺 内 接 正 七 边 形 一 边 。 | 

ШЕЯ FEK EB, EC УНАУ к 
TF.G.XESSAF, ZEG FH, X3£HB, 2 
则 


中 ЖЕ 点 尺 规 也 不 能 作出 . 
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底 角 ) 

Z2= £6, Z1= X5. С] Er X: [B] FF £8) 

这 说 明 弧 DF, AE 所 对 圆周 角 人 6 二 1。 从 条 件 CD - CB= 
AC’:，EC 二 AC， 且 共有 LC Rl: ABECOAEDC, РСЕ 所 
XT fg Z9= Z2= Z1, 

J Z7=Z5+ Z6=2Z1, 778—794 ZX6= Z7 МА, Е, В, 
H 四 点 共 圆 。 得 人 4 二 人 人 a。 

又 从 条 件 4B。，AC=BD’, 而 BE=BD, AH—BD, Z5= Z9, 
ЯЛ ВЕСОДНАВ, f$7/4—7a—77—73-—271. XMH 
AG, ED 所 对 圆周 角 都 是 2 二 1。 在 二 者 各 取 中 点 J， 天 ， 则 AE-— 
EJ—-JD—DF-—FG-—GK-KA, 


(3182 -5)® 

全 书 列 命题 十 五 则 ， 我 们 选 译 ， 有 的 还 记 其 证 明 。 
命题 

1. УТА, 直径 BD 与 EF 3 „4 


fr, ША, D, F (A, B, E) 三 点 共 / N 


线 。( 图 3. 2. 25) 
2. AB REH EHRE, XB IHR, Е ЧУ, 


过 半圆 上 另 一 点 刀 也 引 切 线 ， 二 者 交 
FT. UNDE EER TAB, ZAT TF, 
则 
DF=FE, (图 3.2. 26) 
3. 已 是 弓形 上 的 点 ，4B YEZ, Е 3.2.2 
E PN EHF AB, XI AN-—ND, PQ=AP, Й 
BQ—BD, (W 3.2.27) 


@ HA., pp. 301—318 
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C 
Q 
A Е B A N D B 


图 3. 2. 26 图 3.2.27 


4. 大 半圆 内 含 两 个 互 切 小 半圆 。 三 个 半圆 间 的 曲 边 图 形 СЕ 
ЕЛЖ) 面积 等 于 两 小 半圆 公 切 线 中 (至 大 半圆 止 ) 长 为 直径 的 图 
面积 。 

Р 


А М В 


图 3. 2. 28 
证 明 图 3.2.28 FAB 是 大 半圆 直径 ,NN 为 其 上 一 点 ,以 4B， 
AN, NB 为 直径 的 圆 面积 。 这 是 因为 AB: = AN: + МВ? + 
2AN * NB—AN'-NB' -2PN? , MRA SEH [面积 ] 之 比 是 其 半径 
平方 之 比 。 | 
5. 在 皮 匠 刀 形 内 、 两 小 半 图 公 切 线 左右 各 作 切 于 切线 和 大 小 
半圆 的 贺 ， 二 者 面积 相等 。 


O 指 内 公 切 线 . 
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证 明 C 是 4B 上 任 一 点 , CD | AB. ЦАС, CB 为 直径 作 半 
圆 ， 则 在 CD 两 侧 所 作 切 于 两 半圆 及 CD 的 二 圆 等 积 。 (图 
3. 2. 29) 


图 3. 2. 29 

左 侧 的 圆 切 CD 于 五 ， 切 大 半圆 于 已 ， 切 小 半圆 于 G。 作 所 切 
圆 的 直径 EH, CEH FCD, RES AB FTE FH, HA; FE, 
ЕВ, МЕНА, FEB HARO, |8 АСЕ, CGH 也 是 直线 。 把 4F 
延长 交 CD 于 D， 又 延长 4E， 交 大 半圆 于 I。 连结 BI, ID, HF 
ZAFB, ZACD REKA, 自 顶 点 到 四 边 所 引 垂 线 都 交 于 EE。 那 
А АЕ | BD. W AE | BI, HH BID 也 是 直线 。 又 由 于 LAG， ZI 
都 是 直角 , 得 CH//BD。 МАВ: BC=AD: DH=AC: HE, 得 
AC * CB= AB • HE, AAWE d 是 右 侧 切 圆 的 直径 我 们 也 有 
АС • CB=AB ° d, EBliEq= HE. 

6. fEBZIEJ]E Wq Pi BJ T XÉ [l if SRIF — 738 RI 8 [B HIF 
(图 3. 2. 300 已 给 二 小 半圆 直径 为 3 : 2。 又 须 求 出 所 求 圆 直径 与 大 
半圆 直径 的 关系 。 

解法 ”在 图 中 作 所 求 贺 直径 GH / AB, 设 此 圆 切 以 4B, AC, 
CB 为 直径 的 半圆 于 D, Е, F. 前 已 证 4GD，BHD 都 是 直线 。 同 


(D 阿 基 米 德 已 证 此 三 点 共 线 . 


194 第 二 章 ”亚历山大 时 期 


图 3. 2. 30 

Ж AEH, ВЕС; CEG, СЕН REHA. 

W AD Ж AC MFI, BD 交 BC 半圆 于 天。 连结 CT, СК, 3 
别 交 AE, BF T L, M. GL, HM 的 延长 线 交 AB 于 N, P. 

在 人 AGC 中 过 4，C 到 对 边 的 垂 线 交 于 工 ， 因 此 GZLN_ LA4C。 
同 理 HMP | CB, 

XAFZI, ZK, LD 都 是 直角 , CK/ AD, CIW BD, 于 是 
AC :CB=AL: LH=AN : NP, BC : СА= ВМ : MG= BP : 
PN. 
这 就 是 说 ， 

AN : МР=МР : РВ, 


根据 题 设 条 件 ACC CB, AN=+NP= PE, 


那么 BP: PN: NA: AB-41639: 19, 
所 求 GH=NP= Û AB 


同样 的 方法 可 以 求 二 小 半圆 半径 为 任何 比值 。 

8. 3. 2.31 PF, AB ЖОНЕ, КЕС, ВС 等 
于 半径 。OC 交 圆 于 刀 ， 延 长 〈 另 一 方向 ) 遇 圆 于 五 ， 则 弧 АЕ 
3% вр, 

10. 图 3. 2.32 rB, AT, BT 808. ЁЗ] — ТС, 
X5|BD//CT. ЖАР СТ T E, ЕЕН | DB, WER H 等 
2} DB, 
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图 3. 2. 32 
11. AB, CD 为 圆 中 互相 正 交 二 弦 , 交 于 O, O 不 是 圆心 ， 则 
AO! + BO? --CO* 4- DO! = 4°, 


d EAH HÊ. 

12. 3.2.33 FAB 是 半圆 的 直径 。PT，QT 为 切线 。 如 果 
AQ, BP 2 R, WTR | AB. 

13. AB 是 圆 的 直径 ， 与 弦 CD (ЖЕҢ) X FE. BN, 
AM ^r9|3E RT CD, WJCN—DM, 

14. 图 3. 2. 34 中 在 半圆 4CB 内 作 两 小 半圆 , 各 以 AD, BE 为 
直径 ,其 中 4D=EB 如 图 ,又 以 DE 为 直径 在 相反 方向 作 半 圆 .CF 
| AB H3t AB, DE 的 中 点 O。 则 四 半圆 间 曲 边 图 形 GRE) 等 
于 以 直径 CF [BI BT, 
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图 3. 2. 34 

WEBA 按照 欧 几 里 得 《原本 》 卷 2 命题 10: DE 的 中 点 是 O， 
ЕА?*+АР?%=2 (EO 十 OA?), i CF—OA--OE—EA, FE 
AB'--DE'—4 (EO 十 OA?) —2 (CF? 十 4D?)。 我 们 知道 加 面积 
之 比 是 其 半径 平方 之 比 ， 那 么 

AB,DE 上 半圆 和 =CF EBIJ-AD,BE 上 半圆 和 ,也 就 是 说 ， 
+ Ж ЖШН = СЕ 为 直径 的 圆 面积 。 

15. 图 3. 2. 35 +, AB 为 圆 直径 , AC 是 其 内 接 正 多 边 形 一 边 ， 
DD 为 弧 4C 的 中 点 。 连 结 CD， 延长 交 4B T E, ХАС, BD, 
ТЕ, ЖЕМ LAB, ШЕМ 与 圆 的 半径 等 长 。 
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《 折 强 问题 》 

aL-Biruni (973— 1050 以 后 ) 阿拉 作文 译本 中 保存 此 

定理 FIA ABC, M FEK ABC 
的 中 点 ， 作 MP | BC, WEEP Eri 
ABC 的 中 点 。( 图 3. 2. 35) 

证 明 在 弦 BC ЕҢ Р,{#СР=АВ, Al 
则 A4BAMS2ACDM ( 边 、 角 、 边 ), 对 应 
边 DM=BM, 导致 BM 二 PD, 于 是 4B 十 
BP 二 PD 十 CD。 命题 已 证 。 

(EM) 图 3.2.35 

全 书 有 命题 三 则 ， 论 述 详 略 不 一 。 对 圆 面 积 、 圆 周 长 有 周到 
的 探讨 ， 是 数学 史 从 来 最 早 文 献 。 

命题 

1. 圆 面积 与 直角 边 分 别 等 于 其 周 长 以 及 半径 的 直角 三 角形 面 
积 相 等 。 图 版 3. 2. 5 为 希腊 文 版 书 影 。 

WEBA 图 3.2. 36 中, I ABCD 为 已 给 圆 , K 为 满足 条 件 的 三 
角形. 

山 假 设 圆 面积 大 于 天 。 作 圆 内 接 正 方形 4BCD。 等 分 弧 АВ, 
BC，CD，D4。 再 等 分 这 些 弧 ， 照 此 方式 继续 等 分 ， 直 至 某 一 多 
边 形 ， 使 它 与 圆 之 间 的 部 分 (若干 个 合同 的 小 弓形 ) 比 圆 面积 与 
К 的 差 还 要 小 。(《 原 本 》 卷 10 命题 1)。 这 就 是 说 这 个 多 边 形 大 
FK. RAE 是 多 边 形 的 一 边 , 而 ON 是 边 心 距 。 显 然 ON ДЕ 
半径 , BIK 的 一 直角 边 。 多边形 的 周 长 也 小 于 图 周 , BIK 的 另 一 
直角 边 , ЖА, 多 边 形 又 小 于 KK, FAFA., 因此 加 面积 不 可 能 大 
TK. 


@ АС., p. 417 
@ HA., рр. 91—98 
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图 3. 2. 36 

四 假设 圆 面 积 小 于 天 。 作 圆 外 切 正方 形 , 等 分 相 邻 两 切 点 间 所 
AM (如 EE， 吾 ，…)。 又 过 各 分 点 (如 A)〉 作 切线 。 由 于 人 TAG 
YAM, TG>GA=GH, ЛЕТС 大 于 四 边 形 TEAH 的 一 半 。 类 
(ph. ШАН, 又 过 分 点 作 切 线 , 又 从 入 GAH 中 截 去 一 
个 大 于 相应 四 边 形 之 半 的 三 角形 。 照 此 继续 进行 ， 终 将 得 到 某 一 
多 边 形 ， 使 它 与 圆 之 间 的 部 分 〈 若 干 个 合同 的 曲 边 三 角形 ) KEI 
面积 与 K 的 差 还 要 小 。(《 原 本 》 卷 10 命题 1) 这 就 是 说 ， 这 个 多 
边 形 小 于 玉 。 但 是 另 一 方面 , 这 个 多 边 形 的 边 心 距 等 于 圆 半径 , A 
长 大 于 圆周 , 多 形 边 又 大 于 KK, 导致 矛盾 。 因此 圆 面积 不 可 能 小 于 天 。 
那么 圆 面积 等 于 天 。 


比 为 11 : 14。 
з. 圆周 长 与 直径 之 比 小 于 3 


i 


7 + 
10 
大 于 3 71 ° 
证 明 
ФЕ 3.2. 37 F, KAB 为 圆 的 直径 ，O 为 圆心 ，AC 为 切线 ， 
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Z АОС 为 二 直角 。 
OA: AC=. 3 : 1>265 : 153. (i) 
OC : AC=2 : 1=306 : 153, Gi) 
fE Z AOC 的 平分 线 ODP， 交 4C + D. 
OC : OA 一 CD : 4D。(《 原 本 》 卷 6 命题 3) 
(OC+OA) : ОА= (CD+AD) : AD, 
(OC+OA) : АС=ОА: AD, 
从 G), Gi) 得 
ОА : AD>571 : 153, (їн) 


因此 OD: AD! = (ОА+АР?) : AD? 


> (571'4-153?) : 1532=349 450 : 23 409, 


OD: AD>591 i : 153, (iv) 


X EZ АОР 的 平分 线 ， 交 AD 于 E。 
OD : OA= DE : АЕ, 


(OD+0A) : AD—OA : AE, 
OA : AE>| 591 L t571] : ]53=1 162 i : 153, (v) 
OE? : АЕ? = (ОА?+ АЕ?) : AE? 


2 
»[(1 162 lj 十 153?| : 153° 


— 33, 
=1 373 943 су: 23 409, 


OE : AE>1 172 + : 153, 


X EZ AOE HFH, З AE FF, XH 


(vi) 
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OA : AF »[1 162 $+ 172 | : 153 


8 
=2 334 +: 153 
4 o 
2 
因而 OF? : АЕ? -| (2 334 i +153? : 153? 
__ 1l, 
=5 472 132 те + 23 409. 
OF : АЕ>2 339 — : 153, 
BMEZ АОЕ 的 平分 线 ， 交 AF TG, 1 
OA : AG >|2 334 +42 339 — : 153 
1 
=4 673 > : 153, 

我 们 知道 O4 是 半径 ，4G 是 圆 外 切 正 96 边 形 之 半 ， 于 是 
直径 : 正 96 边 形 周 长 之 4 673 I : (153X96). 
E96 边 形 辕 长 : 直径 一 14 688 : C 

1 D 

1 667 y 

4613,— 3 + 1 < 3+ Ë 
4 673 了 Gl = 4 
1 
667-7 1 图 3. 2. 38 
[7° 

4 672 > 


这 是 说 ”圆周 长 与 直径 之 比 小 于 3 T. 
加 图 3.2. 38 H, 设 4B 为 直径 ， 作 一 C48B 为 了 直角 。 于 是 


AC: ВС= м 3 +: 1<1 351 : 780, (vii) 
AB: ВС=2 : 1=1 560 : 780, (уш) 
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作 一 BA4C 的 平分 线 ， 交 BC T H, ғ D. ZBAD= 
HAC = ZHBD, ZD= ZC, 于 是 八 ABDw 八 AHC co 
ABHD. AD: BD=BD: Нр=АС : HC—AB: BH (《 原 本 》 
卷 6 命题 3) = (AB+AC) : (ВН-+НС) = (AB+AC) : ВС, 
因此 , 从 (vii, уш), AD: BD< (1 560 十 1 351) : 780=2 911: 
780 。 (ix) 

АВ? : BD? = (AD'--BD') : BD? 

< (2 9112+-7802) : 780?—9 082 321 : 608 400, 


АВ: BD<3 013 " : 780. GO 


XZ BAD HYH RR, FB E, FE 
AE: BE— (AB+AD) : BD<|3 013 342 911] : 780, 


AE: ВЕ<1 823 : 240, (хі) 
АВ? + BE'« (1 8232-2402) : 2402=3 380 929 : 57 600, 


AB : BE<1 838 2 : 240, (xi) 


ХЕС ВАЕ 的 平分 线 ， 交 圆周 于 下 ， 
AF : BF= (АВ+АЕ) : BE, 


从 Gü), GD, 8 AF: BF—3 661 2 : 240, 


AF : BF«1 007 : 66, 
АВ? : ВЕ < (1 007: 十 662) : 662 
=1 018 405 : 4 356, 


AB : BF<1 009 I : 66, 


BHEZ BAF 的 平分 线 ， 交 圆周 于 G, 
AG : BG= (AB--AF) : ВЕ, 


AG : BG<2 016 £ : 66, 
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2 
АВ? : вс*< | 2 016 1j +66] : 66°, 


AB : BG<2 017 " : 66, 


XH AB 是 直径 ，BG 是 圆 内 接 正 96 边 形 一边 。 那 么 ， 正 96 边 形 
周 长 ， 直 径 >66X96 : 2 017 二 一 6 336 : 2 017 "E т. 


这 是 说 ， 圆 周 长 与 直径 之 比 大 于 3 1。 综合 DD 结论， 命题 3 CE, 


在 《 量 圆 》 一 书 命题 1， 阿 基 米 德 定性 地 证 明 圆 面积 与 周 长 、 
半径 的 关系 , 无 懈 可 击 。 此 公式 与 《 九 章 ， 方 田 》 圆 田 术 正 同 。 X) 
徽 鉴 于 《 九 章 》 所 取 圆 周 率 3 ATH, RAMA. O 以 内 接 正 
六 边 形 倍增 边 数 ， 无 限 逼 近 于 圆 ， 取 得 《 量 圆 》 同 一 结果 。 命 题 
2， 阿 基 米 德 定量 地 说 明 圆 面积 与 其 直径 的 关系 ， 未 作 任 何 说 明 。 
而 刘 徽 对 圆 面积 反复 推 蔽 ， 不 厌 其 详 。 他 先 计 算 差 天 Aiss 一 Ab 二 


105 64 
625° 从 一 般 关 系 ， As? — 314 625 <А € Am + C Ал», — 4%) — 


64 105 4 _ 157 Z 
314 = Бәс; 抹 去 尾数 ， 终 得 4 一 700D 。 精度 也 优 于 阿 色 命题 


2。 又 阿 氏 为 获得 命题 3 HR: 


10 1 
3 71<T< 3 


7 ° 

ЗАВО ВТ з, КЕПЕНИ t. ЖИД = RUE TER KA 
股 定理 。 又 分 别 计算 内 接 、 外 切 多 边 形 周 长 。 刘 徽 仅 用 色 股 定理 、 
单 边 极限 , ME <E, 有 理论 根据 , 而 且 精 度 也 优 于 阿 氏 。 


《抛物 线 纪 形 面 积 )% 
本 书 共有 命题 二 十 四 则 ， 我 们 选 录 四 则 


D ЮЖ (KE) 33, pp. 152—167 
@ HA. pp. 233—252 
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命题 

21. 图 3. 2. 39 "92 5 Е, Ос ÆR, Р 
是 顶点 , R 是 PQ 为 底 的 另 一 抛物 线 弓 形 顶 点 ， 
那么 人 Peo=8 人 PRQ。 

证 明 过 尺 的 直径 等 分 弦 PQ, 同 理 PV 等 é 
于 Qg。 设 过 R 的 直径 等 分 PQ 于 Y, Qr FM, 


此 APQM=2RPQ, 
APQV=4A PRQ, Rd 3.2.39 
而 APQg-—8APRQ. 
22— 23, ЖУ T jk E] 3. 2. 39 тима = APO 


+ APQq+ 2 APQq 十 … = [oed Reus] APQq == 


4 


borane 


x 


> 


抛物 线 弓 形 面积 = 人 APQs。 


24. 抛物 线 弓 形 面积 是 其 内 接 人 APQa 的 ， 本 命题 用 穷 举 
证 法 推导 。 

证 明 设 舍 PQg=K 

@ 假 设 抛物 线 弓 形 面积 大 于 KK 在 以 PQ, Pq 为 弦 的 二 弓形 内 
取 同 高 顶点 RR，r。 得 人 PRQ， 八 Prg， 其 余 四 个 弓形 内 又 作 类 似 
顶点 。 得 四 个 相似 三 角形 …… 类 似 地 作 三 角形 ， 直 至 余下 的 弓形 
的 和 小 于 抛物 线 弓 形 面积 与 玉 之 差 。 也 就 是 说 ， 所 有 三 角形 所 形 
成 的 多 边 形 面积 大 于 天。 但 是 另 一 方面 ， 这 个 多 边 形 面积 小 于 


全 PQq 一 玉 ， 导 致 耶 盾 。 因 此 抛物 线 弓 形 面积 不 可 能 大 于 天 。 
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四 假设 抛物 线 弓 形 面积 小 于 天 。 我 们 按照 命题 22 一 23 的 做 法 
Je A PQq= A, В= тА, C- B-- HEX, 使 X 小 于 天 与 抛物 


线 弓 形 之 差 。 而 A 十 B 十 C 十 … 十 六 十 十 x= a= =K. ЖАК УА 


十 B 十 C 十 … 十 基 之 差 小 于 XX。 

А+В+С+ +X BEHR. 
从 命题 22， 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 抛物 线 弓 形 不 可 能 小 于 天 。 

FROD, ©, MA 24 已 证 。 

(g£ yo 

本 书 共 含 命题 二 十 八 则 ， 我 们 选 录 其 一 。 

命题 

24， 螺 线 第 一 圈 与 极 轴 所 围 面积 等 于 第 一 个 圆 面积 的 三 分 之 
一 : чүк (2ra)?， 其 中 螺 线 方程 是 p 一 0。 

WEBA 图 3.2.40 中 ，O 是 极 ，O4 ERR. ARS ARAR 
的 终端 。 RIEC 为 第 一 圈 的 圆 面积 8，R，, 为 螺 线 第 一 圈 与 极 轴 


所 围 面积 。 那么 需要 证 明 的 就 是 玉 一 -3 Ci. 


OE ROG. 
E ЕС, ЕТС, ОР, 00-5] 


形 的 半径 ， 其 最 大 者 O4=2ra。 这 些 半 径 构 成 等 差 数列 。 公 差 等 
于 初始 项 OP。 如 果 肩 形 个 数 为 mw， 则 nOA'-—3 (OP? 十 OQ? 十 
+ОА® 。 由 于 各 相似 肩 形 的 面积 与 各 半径 平方 成 比例 ,因此 ,CI 到 


(D HA., pp. 151—188 
© 以 OA 为 半径 的 图 . 
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3. 2. 40 


3F， 即 F> 村 Ci， 这 就 导致 子 盾 。 也 就 是 说 ，R, 小 于 二 Ci 是 不 
可 能 的 。 

DEE RIO. 

作 内 接 于 R, 的 若干 个 相似 扇形 ， 使 其 全 体 总 和 面积 满足 
R,— «R10, Bl T0: Ни 1 4 BUE , ENERO, 
OQ, …… 也 构成 递增 等 差 数列 。 其 最 小 项 等 于 公差 ,最 大 项 等 于 
(n—1) OP. T ÉnOA'73 (ОРОО? --- БОт), C,73f, Bl 
РС, NIATE. Е К, Kc lc 是 不 可 能 的 。 

RADOR, MABE. 


在 《 量 圆 》《 抛 物 线 弓 形 面积 》《 螺 线 》 三 种 专著 中 阿 基 米 德 
都 用 穷竭 法 、 穷 举证 法 论证 图 形 面 积 。 其 逻辑 步骤 分 为 三 步 ， 

G) 根据 不 同 图 形 各 自 设 计 分 割 图 形 的 特殊 方法 , 为 运用 《 原 
本 》 卷 10 命题 1， 从 图 形 依次 减 去 一 半 RUE). 重复 这 一 手续 
直至 第 n 次 (有限)， 使 余 量 小 于 已 给 量 。 
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Gi) 对 用 特殊 方法 分 割 所 得 图 形 ， 建 立 相 应 的 数量 关系 ， 构 
造 一 数列 。 由 于 其 余 量 可 以 小 于 任意 已 给 量 ， 就 求 出 所 减 去 前 面 
п 项 的 和 ， 借 以 猜测 〈 估 计 ) 所 求 图 形 面 积 (体积 ) 是 多 少 。( 穷 
章法 ) | 

(її) 为 证 明 所 猜测 的 判断 为 真 , 否定 大 于 或 小 于 的 判断 为 假 。 
〈 反 证 法 ， 双 妇 请 法 或 称 为 穷 举证 法 ) 

如 何 设计 分 割 方法 ， 使 能 建立 其 间 数 量 关系 是 穷竭 法 关键 的 
一 着 。 这 种 设计 因 图 而 异 ， 成 败 在 此 一 举 。 用 穷 举 证 法 取得 的 结 
论 是 严格 可 靠 的 。 但 是 它 仅 有 证 明 的 功能 ， 对 于 发 现 图 形 面积 
(体积 ) 是 多 少 的 判断 显然 是 无 能 为 力 的 。 


=. ХУЖЕ? 

《 论 多 面体 》 

多 面体 的 多 面 角 都 合同 ， 当 这 些 多 面 角 由 两 种 (及 ) 以 上 下 
多 边 形 构成 ， 则 称 为 半 正 多 面体 。 

命题 ” 半 正 多 面体 有 十 三 种 ; 3X6, 3X4X3X4, 4X67, 3X 
8:，3X5X3X5，5X62，3X43,34X4，3X102，3X4X5X4，4X 
6X8，34X5，4X6X10@。 依 次 记 为 4 一 4 (3.2.1). 

命题 半 正 多 面体 只 有 十 三 种 

阿 基 米 德 最 先 研究 半 正 多 面体 ， 原 著 《 论 多 面体 》 失 传 。 公 
元 4 世纪 时 Pappus 著作 中 有 引述 。 经 后 人 整理 ， 原 作 重 现 @。 中 
世纪 L. Pacioli( 约 1445 一 约 1517 ,意大利 ) 研 究 其 中 三 种 .J. Kepler 
(1571—1630, 8) 著名 天 文学 家 ， 对 这 种 立体 作 了 系统 研究 ， 


(Ü AC., pp. 383—386 

图 ЖШ жт «a^ p! 表示 每 一 多 面 角 由 + 个 正 m 边 形 、s Еи E. =, 个 
IE p 边 形 构成 的 半 正 多 面体 . 

@ AC., рр. 383~386 
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探讨 怎样 从 正 多 面体 截 割 成 半 正 多 面体 出 。 在 其 《宇宙 的 和 谐 》 专 
著 中 还 有 精美 插图 (图 版 6. 2. 8) SEAR A ~A kE, KEH 
史 创 举 。 在 我 国 ，Kepler 的 同 代 人 梅 文 易 (1633—1721) 和 和 孔 兴 
泰 也 设计 了 六 种 。 在 其 《 儿 何 补 编 》 序 言 中 ， 梅 文 易 介 绍 发 现 A; 
和 А; 的 经 过 ， 我 们 特 感 兴味 。 他 说 : EP (1692) 春天 见 儿 童 用 
竹 盘 扎 灯 。 对 此 他 觉得 很 有 兴趣 ， 称 A; NPI. MM EWAN: 正方 
体 去 其 八角 : 平分 立方 体 的 校 ， 把 中 点 连 线 ， 依 此 斜 线 割 去 八角 ， 
就 成 为 方 灯 。 他 称 4* 为 圆 灯 。 他 认为 这 是 正二 十 面体 或 正 十 二 面 
体 所 变 。 都 是 取 各 棱 中 点 ， 用 斜 线 相连 ， 痢 去 项“ 角 ”， 就 得 到 圆 
灯 。 对 这 两 种 半 正 多 面体 ， 他 还 进一步 探索 它们 的 几何 性 质 。 筷 
兴 泰 在 《几何 补 编 》 作 附 记 ， THEA, Аз, А,, Ar MAMBE 
种 半 正 多 面体 除 A; 以 外 ， 已 为 清 代 学 者 所 熟识 @。 


(D HG., vol. 2, pp. 100—102 
© 沈 康 身 、 梅 文大 在 立体 几何 上 的 几 点 创见 . 杭州 大 学 学 报 ，1962 (1). 1 一 7. 
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(ERR fo | +) 

REB ж0, 其 中 推导 了 球体 积 公 式 。 为 此 阿 基 米 德 提出 很 多 
引 理 ， 并 一 一 作证 。 在 这 些 引 理 基 础 上 ， 又 以 穷 举 证 法 证 明 命题 
34 一 一 球体 积 公 式 。 我 们 摘录 有 关 的 命题 。 

命题 

2. 对 已 给 二 不 等 量 , 可 作 二 线段 , 使 二 线段 长 短 之 比 小 于 此 
二 不 等 量 大 小 之 比 。 

3. 对 已 给 二 不 等 量 及 一 圆 , 可 作 此 圆 内 接 、 外 切 多 边 形 , 使 
二 者 周 长 之 比 小 于 二 不 等 量 大 小 之 比 。 

27.， 内 接 于 球 的 立体 体积 小 于 以 球 的 大 圆 为 底 、 球 半径 为 高 
的 圆锥 体 体 积 的 4 倍 。 

28， 外 切 于 球 的 立体 体积 大 于 球体 积 本 身 。 

30. 外 切 于 球 的 立体 表面 积 大 于 球 大 圆 面积 的 4 f. 

31， 外 切 于 球 的 回转 体 体 积 等 于 以 回转 体 的 表面 积 为 底 ， 以 
НР УАН ЖЯ. 

推论 ”外 切 于 球 的 立体 体积 大 于 以 球 的 大 圆 为 底 、 球 半径 为 
高 的 圆锥 体 体 积 的 4 倍 。 

32. 正 多 边 形 绕 直 径 旋 转 所 形成 的 回转 体 体 积 之 比 为 它们 边 
长 立方 之 比 。 

34， 球 体积 等 于 以 球 的 大 圆 为 底 、 球 半径 为 高 的 圆锥 体 体 积 
的 4 倍 。 

证 明 假设 球体 积 U 不 等 于 结论 所 说 圆锥 体 体 积 的 4 倍 : V, 
那么 (图 3. 2. 41) 

DmRU>V, 

可 以 作 二 线段 8，Y (827), EB:Y<U:V (命题 2) 
ЕВ, Y 之 间 还 可 以 任 取 二 线段 :， 6， 使 7<e<5<p 


D HA., pp. 1~55 
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且 四 者 成 等 差 数 列 。 

又 作 相似 的 内 接 、 外 切 于 大 圆 的 4* 边 形 , 使 二 者 周 长 之 比 小 
于 B : д, 此 二 多 边 形 绕 直径 aa' 旋 转 成 二 回转 体 , 则 二 者 体积 之 比 
为 外 切 形 体积 .内 接 形 体积 之 PB : 8°. CM 32) 

而 В: R: УФ 
于 是 ”外 切 形 体积 : 内 接 形 体积 <U : V, 而 外 切 形体 积 >>U (їй 
题 28)， 内 接 形 体积 二 V (命题 27), 这 就 导致 牙 盾 , 因此 球体 积 不 
可 能 大 于 Y。 

加 如 果 U 二 V， 

可 以 作 二 线段 6，7 (827), {E B: У<У: 0 

仿照 情况 中 可 导出 

外 切 形 体积 : 内 接 形 体积 二 V : О, ШУРУ СЕ 
31 推论 ), 内 接 形 体积 <U。 又 导致 蔬 盾 , 球体 积 也 不 可 能 小 于 V，。 

综合 QD@@ 所 论 ， 球 体积 应 等 于 V， 即 上 述 圆 锥 体 体积 的 4 倍 。 

《方法 》 

此 书 久 佚 , 直至 20 世纪 之 初 , 1906 年 德 人 J.C. Heiberg TE + 
耳 其 君 士 坦 丁 堡 修道 院 发 现 10 世纪 时 羊皮 纸 抄 件 ORO. 全书 共 有 


© 后 人 Eutocius of Ascalon 补 注 时 已 作证 明 . 
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T mcg eO. ЕЙ, 此 书 是 呈献 给 亚历山大 城 学 者 
Eratosthenes 之 作 , 介绍 他 新 发 现 的 二 立体 体积 公式 , 并 已 获 证 。 

命题 

2， 球 体积 公式 及 其 杠杆 法 推导 @。 

15. 正 交 内 切 于 立方 体 二 圆柱 的 公共 部 分 EEDE) 体积 
等 于 立方 体 体积 的 三 分 之 二 %，。 

中 算 对 球体 积 的 研究 成 果 可 对 照 本 《大 系 》 卷 4 第 三 编 第 三 章 
ЖЖЖ Е. 


© HA., W. рр. 1—51 
ОФ ER CX 第 四 卷 рр. 449—453 
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第 三 章 亚历山大 时 期 (Ж) 


第 一 节 Eratosthenes 


Eratosthenes 〈 公 元 前 约 276 一 前 195) 生 于 地 中 海南 岸 西 伦 
(Cyrene), ， 阿 基 米 德 的 同龄 人 。40 岁 时 应 托 勒 密 王 三 世 之 邀 到 亚 
历 山 大 城 任 教 ， 并 任 图 书馆 长 。 由 于 学 术 上 的 多 面 手 (数学 、 天 
文 、 地 理 、 历 史 、 文 学 ) 被 誉 为 Panbathlus (五 项 全 能 冠军 )。 当 
时 有 人 为 才智 过 人 者 排 榜 ; 柏拉图 居 榜 首 (a) Eratoshenes 被 推 
崇 为 第 二 (8), Apollonius 居 第 五 (e). Eratosthenes 在 数学 方面 
受 人 称颂 者 有 三 项 。 


一 、Eratosthenes 节 

命题 “自然 数 有 奇数 , 有 偶数 … 偶 数 除去 2 以 外 都 不 是 素数 。 
奇数 是 素数 的 判别 法 如 下 : 我 们 列 出 奇数 数列 3, 5, 7, 9, 11, 13， 
15，17，19，21，23，25，27，29，31，… 其 中 3 是 素数 ， 而 其 倍 
数 不 是 素数 , 它们 是 9，15 ，… 在 数列 中 每 隔 二 项 划 去 一 项 。 同 理 
划 去 5 的 倍数 , 每 隔 四 项 划 去 一 项 。 一 般 说 , Mp 为 素数 ,以 后 每 
隔 p 一 1 项 划 去 一 项 。 我 们 继续 照样 判定 , 最 后 留 下 的 仅 是 素数 多。 


二 、 立 方 倍 积 
Eratosthenes 设计 一 套 工 具 , 用 以 解 立 方 倍 积 问题 .是 他 的 先 


Q HG., vol. 2, p. 104 
@ НС., vol. 1, p. 16 
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Æ Hipocrates of Chios 解 题 理 论 : 插入 比例 中 项 zx，y, а: r= 
т 3y= 一 y:2a 的 具体 体现 .中 图 3.3.1 中 有 三 块 高 为 2а 的 透明 长 
方形 板 和 上 下 二 导 槽 。 长 方形 AMFE, MNGF fINQHG 放置 在 
Sn, L, Z 18]. AMFE 不 动 , 左 移 MNGH M NQHG 使 前 者 的 
对 角 线 MG 4E MF T В, 后 者 的 对 角 线 和 N'H МС FC, X D Ж 
QH 的 中 点 。 当 后 二 长 方形 板 向 左 移动 时 , 使 出 现 4, B, C, D 四 
点 共 线 。 又 设 ВЕ= у, CG-—z, Wl2a: y=y: x 二 x : а, В 
r= 2a, 


A MMN'N © 
I 


图 3.3.1 . 
这 是 因为 如 直线 BCD Xl 于 玉 ， 从 相似 三 角形 对 应 边关 系 ， 
我 们 有 
EK : FK=AK : BK=FK : GK, 
而 ЕК: FK=AE: BF, FK : GK=BF : CG, 
导致 AE: BF=BF : CG. 
[Ж BF: CG=CG: DH, AMEE. 


三 、 间 接 测 量 地 球 半 径 


详 见 本 《大 系 》 第 二 卷 第 四 编 第 十 章 第 三 节 REWE) 第 
4 Й. 


由 HG., vol 1, pp. 244—246 
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第 二 闻 Apollonius 


Apollonius (公元 前 262 一 前 190) 生 于 小 亚细亚 的 帕 迎 
(Perga), 就 学 于 亚历山大 城 . 后 在 Pergamaum 创建 大 学 及 图 书馆 。 
后 返回 亚历山大 城 执教 。 他 所 写 数学 专著 极为 丰硕 ， 译 今 有 《 圆 
锥 曲线 》《 相 切 》《 轨 迹 》《 斜 线 》 等 七 书 传世 ， 都 有 新 知 灼 见 。 
人 们 美誉 欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 、Apollonius 为 亚历山大 数学 三 大 
师 。 我 们 选 录 他 论著 四 种 中 的 有 关 文 献 。 


一 、《 圆 锥 曲线 ) 

今 存 七 卷 ， 前 四 卷 为 希腊 文 ， 其 余 三 卷 为 阿拉 伯 文 译本 ， 其 
所 论 圆锥 曲线 有 别 于 他 以 前 的 学 者 以 锥 顶 角 大 于 、 等 于 、 小 于 90*"， 
来 讨论 截 线 的 性 质 。 他 从 同一 项 角 ， 截 面 与 轴 所 交角 的 大 小 来 定 
义 双 曲 线 、 椭 圆 及 抛物 线 。 全 书 所 论 非 常 周 到 ， 有 人 说 ， 这 部 专 
善 比 今日 大 学 教 本 还 要 完备 ， 其 中 合 

命题 

1， 平 行 于 给 定 二 方向 线段 (a, b) 的 二 纺 PQ, MN ЖЕРК, 
W|PR* PQ: MR * RN 是 常数 ,与 RR 所 在 圆 内 位 置 元 关 。 (图 
3. 3. 2) 

2. Apollonius 也 研究 立方 倍 积 问 题 。 他 的 作法 是 ， 以 2a, a 
为 边 给 长 方形 A4BCD， 以 其 对 角 线 交点 O 为 心 ， 适 当 长 为 半径 作 
HIZAB FF, AD FE (3.3.3), ŒF, C, E ZAHR, WE 
DE Nz, BF Ny, Ща: x 一 x : у=у: 2а, РЕ NRHN 2a. 

ШЕЯ 作 OK | AD, ОГ. | АВ, 

从 KE'—KD'-— (KE--KD) (KE—KD) —AE* DE, КЕ 


© HG., vol 2, pp. 126—175 
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АЕ • DE--KD', WA 

OE! - KE +OK?—= AE • DE+ 
KD' -OK* — AE * ПЕ+ОР?, 
АЕ OF'—AF:-BF--OPB', 

而 OD-OB, OE-—OF, ， 我 们 有 


АЕ: AF=BF : DE, (i) 
又 从 相似 三 角形 边 长 关系 F 
АЕ: AF—DE : CD—BC : ВЕ, Gi) 

4 G), ар, fg 


ВС: BF—BF : DE= DE : CD, 
也 就 是 说 : DE=r=4 2 а. 

显然 Apollonius 也 是 沿用 先辈 
Hipocrates 解 题 理论 ， 在 连 比 例 中 插入 4 
二 比例 中 项 。 他 用 长 方形 作为 解 题 专用 
工具 。 


L 


Z. GEO 

命题 

1. 已 给 三 元 素 : 点 、 直 线 或 圆 。 求 作 一 圆 过 已 给 点 (如 果 三 
元 素 中 含有 点 ) 切 于 已 给 直线 和 已 给 圆 。 

原著 已 失传 ,直至 公元 4 世纪 ,希腊 学 者 Pappus 曾 见 此 书 , 记 
BER. bik: “GEU F ZÊ”. Apollonius 把 三 种 元 素 的 可 
能 情况 分 为 十 种 :@ 

OPPP, LLL, S9PPL, @PLL, ©PPC, @PCC, DLLC, 
@@LCC，@PLL，@CCC Pappus 说 :“ 情 况 @， 在 欧 几 里 得 


(D HG., vol. 2, pp. 182—185 
© 我 们 简 记 点 为 忆 ， EAL, MAC, SWS. 第 四 章 第 八 节 圆 ， 四 、 圆 与 圆 . 
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《原本 》 卷 4 中 已 论 及 。 而 Apollonius 在 《 论 相 加 》 卷 1， 卷 2 分 别 
THTERNO~O, ©, OMO, Q. 

Apollonius 问题 一 般 只 指 第 多 种 情况 而 言 。 F. viete (1549— 
1603, 法 国 ) 在 其 专著 《Apollonius 问题 》(1600) , #F HJ (1, Newton, 
1643—1727, 英国 ) 在 《广义 算术 》 中 都 有 深入 研究 。 后 来 G, Morge 
(1746 一 1818， 法 国 ) J. D. Gergonne (1771—1859, 法 国 ), С. 
F. Gauss 〈1777 一 1855， 德 国 ) J. Petersen (1839—1910, FF 
Ж) 相继 作出 众多 解法 。 

2， 第 十 个 问题 : ССС. 如 深究 三 圆 的 位 置 关系 . 相 离 、 相 切 、 
相交 各 种 不 同 排列 形式 ， 情 况 很 复杂 ， 我 们 分 别 以 KL，Q, J 记 相 
离 、 相 切 和 相交 ， 则 其 位 置 关系 共有 十 种 : 

(LLL, (QJJJ, @QQQ, @LJQ, @LLJ, 

GLLQ, (DQQL. @QQJ, @JJQ, @OJJL. 

每 种 情况 还 可 分 若干 子 目 。 日 本 寺 阪 英 孝 分 为 49 +f R°, 图 
3.3.4 у (HMH) BE. 


=. GR 

命题 

给 定 二 点 4, B. k 是 常量 , P 是 动 点 , HPA: PB=k, Р) 
轨迹 是 圆 (2521), 或 是 直线 (¿=1), 圆心 在 4B 连 线 上 。 取 线段 
AB 的 内 外 分 点 Q@，R， 使 

QA: QB 一 RA : RB—h, ШОК 是 此 加 直径 。 当 = 一 1 Bj, 外 
分 点 不 存在 ， 而 Q4 : QB=1, Q E AB 的 中 点 ， 即 轨迹 是 4B 的 


O 寺 版 英 孝 ， 初 等 几何 学 ,数学 演习 讲座 第 五 册 ， 共 立 出 版 社 ，1957. pp. 149 
7-151 

© S. pp. 649—657 

9 HG., vol. 2, pp. 185-189 
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+8. 


дщ, (#800 
命题 
1， 作 图 题 : ECAA, KE 
等 于 已 给 线段 ， 且 使 通过 已 给 点 。 
2. ERE: 已 给 二 和 也 线 a, b, 其 上 分 4 J 
SRA, B 二 点 。 又 O 在 直线 ea, 5 外侧。 过 


D HG., vol 2, pp. 189—192 
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О 作 直 线 O4'B' (А', B'H5Sa, 8 的 交点 ) АА':ВВ'= Ж. 
(图 3. 3. 5) 


# =. ћ Nicomedes, Zenodorus 5 Diocles 


一 、Nicomedes 

Nicomedes 〈 公 元 前 3 世纪 ) 作 蚌 线 。 运 用 这 一 曲线 为 工具 既 
能 三 等 分 任意 角 ， 又 成 功 地 解 立方 倍 积 问题 。 

FER FÊ 

Nicomachus 所 作 蚌 线形 成 的 描述 ， 如 用 现 
代 解 析 几 何 语言 表达 ， 相 当 于 说 : 

在 坐标 平面 上 从 原点 O 起 作 射 线 如 OP, Ж В 
MN T L №, 使 MN | OD, 如 OD=a。 XB LP OJ „0 
=b, ШР 点 的 轨迹 为 蚌 线 (图 3. 3. 6) 

三 等 分 一 角 吕 

为 达到 三 等 分 一 角 的 操作 , Nicomedes 把 所 
要 二 等 分 的 锐角 人 LOD 被 取 作 长 方形 ODLB 图 3. 3.6 
的 对 角 线 OL MMOD 的 夹 角 。 考虑 过 O 的 直线 ， 

它 交 DL 于 G, 交 BL 于 C。 只 要 在 制作 蚌 线 时 ， He GC = >= 
20L.® 

这 条 特殊 的 蚌 线 所 取得 的 G 点 , ЖОС, 就 三 等 分 LOD,。 这 
是 因为 : 取 GC 的 中 点 E， 则 EG 一 EC=EL=OL,， 于 是 人 LOE= 
Z4= Z3= Z2+ Z1=2Z1=2Z2=2Z АОС, 


© HG., vol. 2, pp. 238—240 
© 作 蚌 线 时 先 作 长 方形 ODLB， 其 中 短 边 长 为 4， 对 角 线 之 长 为 5。 长 边 的 延长 
线 取 作 MN. 
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3r 7; (& fH 

为 达到 人 解 立方 倍 积 问题 的 要 求 ， 
Nicomedes EK FE ABCD, KRN BC 
长 为 c， 即 所 要 求 倍 积 的 立方 体 边 长 ， 其 
长 边 4B 取 2a。 等 分 A4B, BC FF, E, XX 
DF, ЖСВ 的 延长 线 于 G。 作 EKJ」BC.， 
f CK= AF. ЖСК, 又 作 CH //GK (图 
3.3. DÍK 引 直 线 交 CH FH, ZBC 于 
Р,#НР=СК= АЕ. УЗВ #РР ЗАВ 图 3.3.7 
TM. АМ, CP 二 线段 为 所 求 4B，BC 的 二 比例 中 项 ， 即 

AB : CP=CP : АМ=АМ : BC, 

作法 中 定 出 已 点 位 置 , НР=СК = АЕ? EREE. 他 以 K fE 
为 极 ，CH 作为 准 线 ,而 以 CK 二 AF 为 定 长 作出 蚌 线 ， 所 求 尸 点 
只 是 BC 与 蚌 线 的 交点 而 已 。 从 上 面 分 析 , CH 的 位 置 是 易于 确定 
的 : 因此 作法 是 可 行 的 。 

证 明 人 入 AMDwA 人 CDP, 于 是 

AM : DC=AD : CP—AM : AB=BC : CP. 


lGc,f8 AM: AF=GC : CP 而 CH / GK, 


而 4B=2AF, BC= ° 
GC: CP=KH : HP, 于 是 AM: AF—KH : НР, l| (4M 十 
AF) : AF— (KH--HP) : НР, ИМЕ: AF—KP : HP, № 
fEEIZRE fF HP — АЕ, 因此 MF=KP, WIMF'—KP', 而 F 既是 AB 


的 中 点 ， 则 


BM • МА+АЕ= МЕ?, Gi) 
同 理 BP。CP 十 CFE? 一 EP*， 两 边 加 EK?*， 又 从 作 图 条 件 CK = 


QD HG., vol. 2, pp. 260—262 
@—@ 相当 于 图 3. 3. 6 中 的 b， О, ММ. 
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AF, 又 我 们 已 证 KP==MF. N} ВР • СР+АЕ = МЕ?, ВР • CP 
二 MF 一 AF?。 于 是 从 G) Я: BM • MA= BP • СР, KRE 


BM : BP=CP : MA, (ii) 
又 从 ABMPoO^ACDP, BM: ВР=Ср : CP—AB CP, 

BM : BP—AB CP, (iii) 
综合 Gi), Gi) 

AB : CP=CP : MA, (iv) 
X ADCP“AAMD, CD: СР= АМ : AD, 

AB : CP—AM : BC, (v) 


综合 (iv)，(v)， 命 题 已 证 。 

Nicomedes 在 此 所 作 图 ， 取 线段 及 证 明 都 别 具 匠 心 ， 出 人 意 
料 。 特 别 是 在 证 明 中 第 〈ii) 式 的 获得 很 是 曲折 。 第 一 折 : ЕВР. 
СР+СЕ = ЕР? MUME EK， 运用 勾 股 定理 ， 使 变形 为 BP、… 
CP 十 CK 二 KP’, 第 二 折 ; 从 作 图 知 CK= 二 4F, 从 证 明知 KP=MF。 
于 是 变形 为 BP。CP 十 AF? 一 MF?。 第 三 折 : 与 G) 式 比较 , 得 证 。 


—. Zenodorus 

Zenodorus ( 约 公 元 前 180) 著 《 等 周 形 》, 讨论 极 值 问题 多 则 人 了。 
最 先是 欧 几 里 得 《原本 》 卷 1 命题 36，37， 证 明 同 底 、 夹 在 两 平 
行 线 间 三 角形 或 平行 四 边 形 有 相同 面积 的 论证 ,已 蕴含 极 值 问题 。 
Zenodorus 在 其 专著 中 则 明确 指出 

定理 ЯКУ Јл 边 形 中 以 正 x 边 形 的 面积 为 最 大 。 

引 理 ” 周 长 为 定 值 的 边 不 等 边 形 一 定 小 于 某 一 个 同 周 长 的 
n 等 边 形 。 

证 明 RAAA Are A, 为 不 等 边 n 边 形 , 其 周 长 设 为 1/, B 


( HG., vol. 2, pp. 207—213 
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HFH =a MAKAA, AAs, 
AA" PBA. ^1, MAA > 
а> А,Аз. 3.3.8 中 我 们 以 AB=a, 4 
А.А, + AA, — a, AA, 为 边 作 
ЛА\ВАз, WI 
SCA,BA) 2S (А, А„А;,)®, 图 3. 3. 8 

ШЖ] n WE А, АА; А-А, 变形 
为 41BA3…A.…A,。 经 过 变形 后 ， 多 边 形 周 长 没 有 变 ， 其 中 一 边 
(А,В) 边 长 成 为 二 万 ,而 面积 增加 。 如 果 A1B84…A,…A, 仍 不 
等 边 , 则 必 有 二 邻 边 分 别 大 于 或 小 于 ca, 我 们 作 同 样 变形 , 经 过 第 
二 次 变形 后 , 多 边 形 周 长 没 有 变 , 有 两 边 边 长 成 为 = 二 ,而 面积 
续 有 增加 。 这 样 , 原来 的 n 边 形 经 ”次 变形 后 多 边 形成 为 相同 周 长 
G) n 等 边 〈a) 形 ， 而 面积 大 于 原来 的 不 等 边 ” 边 形 。 前 者 就 是 
我 们 所 要 找 的 。 

定理 的 推导 。 我们 从 引 理 就 推出 : 等 边 ( 边 长 a) Bn 边 形 中 
以 内 接 于 圆 的 多 边 形 的 面积 为 最 大 ， 命 题 证 毕 。 

定理 周 长 为 定 值 的 正 多 边 形 中 以 边 数 最 多 的 具有 最 大 面 

WBA 如 ABC，DEF 为 等 周正 多 边 形 (3.3.9), 而 DEF 
MME T ABC. RG, H 各 为 其 外 接 圆 心 , GK, HL 各 为 边 心 距 。 
这 里 AK>>DL。 取 MK=DL， 连 接 GM。 从 题 设 条 件 A4B : DE— 
LAGB: “РНЕ, АК: МК= ZAGK : ZDHL, 得 MGK> 
ZDHL, Z/GMK«ZHDL, X4EZNMK= ZHDL, 使 MN Ж 
KG TN, BANMKZAHDL, 于 是 NK 二 HL, lWGK-«HL, 这 


O 这 里 八 A4184; ЗЕ ЕЛДА АА: 两 腰 益 ， 易 于 证 明 前 者 面积 大 于 后 者 . 
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就 得 到 ， 


图 3. 3.9 
SC4BC) 一 二 周 界 ， GK-lJHA - HL=S DEF), 
定理 圆 面积 大 于 一 切 等 周 多 边 形 。 


证 明 既然 圆 面积 等 于 以 圆周 长 、 半 径 为 二 直角 边 的 直角 三 
角形 面积 〈 阿 基 洲 德 《 量 圆 》 命 题 1)， 那 么 与 之 等 周 的 正 ” 边 形 


的 边 心 距 一 定 小 于 圆 的 半径 。 而 后 者 的 面积 一 二 movr, 其 中 是 边 
К, "08, ла, 是 等 周 。 因 此 得 到 结论 ， 


=. Diocles 

Diocles 《公元 前 2 世纪 ) Е Ski ez, 以 此 为 工具 解 立 方 倍 积 
问题 ,9 

HERFE 

图 3. 3. 10 中 直径 AB, DC IET BO, ЕЖ ЕВ= ў BF, 
EG LDC, FH LDC, С, H NERC. ECE, % FH T P, Ff 
Ё ЕС, ЕН, 保持 它们 关于 4B 轴 的 对 称 位 置 ， 则 己 点 的 轨迹 
JHE ENTE. 


(D HG., vol. 2, pp. 264—266 
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立方 倍 积 
A RRRS: FH, HC 是 
DH, PH 的 二 比例 中 项 。 因 为 从 作 图 
GC + GE=DH : FH, G) 
J. FH2=DH + CH, 5l 
DH : FH=FH : НС, Gi) 
XBKAGCEOAHCP, 4 
GC: GE=HC : PH, (iii) 图 3.3.10 
综合 G) ~ Gi), RIIE 
DH : FH=FH : HC=HC: PH, (iv) 
iE DP, Nj DH + DO= PH : OM。 取 比值 为 &， 则 Gv) 成 为 
从 此 ， 我 们 得 到 用 草 叶 线 解 立方 倍 积 方 法 。 
如 a 为 已 给 立体 方 体 的 边 长 , 就 取 DPO=2a 为 半径 作 圆 , 按照 
蓝 时 线 作法 作 CPB 后 。 ЖОВ EROM =a, 连 OM' 交 曲线 于 P'，。 
过 P' 作 F'H' | DC. H'ié3&JÉ, AF H', H'C 就 是 所 求 DO — 
2a, OM' =a 间 的 二 比例 中 项 。 问题 已 解 : H'C= 2a, 


Жет $ Z (M Nicomachus, Menelaus) 


海伦 (Heron, 公元 1 世纪 ) 因 以 他 名 字 命 名 的 三 角形 面积 公 
式 逆 名， 是 我 国 最 熟悉 的 希腊 数学 家 之 一 。 他 长 期 在 亚历山大 城 
IE, 写 了 不 少 测量 、 力 学 和 数学 专著 , RAK. 只 有 《度量 》 一 
书 竟 于 1896 FÆR. Schone 在 君 士 坦 丁 堡 发 现 11 世纪 时 原稿 手 抄 
ж, 全书 三 卷 。 此 书 与 中 算 成 果 相 应 关系 特 多 ， 应 引起 我 们 严重 
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关切 ， 因 此 摘 引 命题 较 详 .2 


一 、 卷 1 图 形 面积 
1. 和 斜 三 角形 面积 ”从 已 给 三 边 a, b, c 求 三 角形 面积 。 在 卷 
1 命题 5，6 他 用 两 种 方法 证 明 。 
GD 引用 《原本 》 卷 2 命题 13。 当 角 B C 
(图 3. 3.11) 是 锐角 时 , 它 的 对 边 平方 ， 
b =a с? — cb. RRIS 


2 2p 


h — a! — рК FEE BULL, 

@ ZE AABC 中 作 内 切 圆 O (图 
3.3.12) HEND, E, F, EUH 

BC • OD=2ABOC, 

AC * OE=2AAOC, 

AB * OF=2AAOB, 

三 式 相 加 得 

(a 十 5 十 c) OD—2/AABC , 延长 CB 
AH, WU BH= AF, = fA EER 

S=CH • OD, S'—CH? • OD’. 

SlOL | OC 3E BC ЕК, XBIBL| 


ВС ЖОК FL, 连结 CL。 四边 形 COBL 3. 3. 12 
Wi TE), ZCOB+ ZCLB=180', 5 іш, AAOFO^ACLB, 
于 是 


ВС: BL—AF : ЕО= ВН : OD， 由 更 比 定理 得 
CB: BH—BL:OD-—BK : DK, Hê HE FEE 


© HG., vol 2, pp. 320—344 
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CH : BH=BD : DK, TÉ 

CH? : (CH * ВН) = (BD* CD) : (CD ° DK) = (BD - 
CD) OD, RHM 

(SCABC))! -CH! • OD'-CH • BH * BD* DC=s(s—a) ° 
(s—b) G—o0, 。 这 就 是 著名 的 海伦 公式 ; 

S(ABC) =^/з (s—a) G—b) (с). 

2. BLA Ел ME HRA, 与 边 长 a, 关系 
在 卷 1 命题 17 一 25 论述 。 

正三 角形 。 在 八 4BC fF, FEWER: 
aj + h *aj—4: 3. ХИ, h AEA BCO 中 BC 


EHR, TEA = a, (3313. ” 


@ 正 五 边 形 , 借助 于 欧 几 里 得 《原本 》 卷 
13 命题 11: NEU 其 中 gs Ke: 


的 边 心 距 。 他 取 \/ 5 =, R= Tas а= та. TE A= at, 


外 正六 边 形 。 АУ, 2 = > Зай, 


ФІ. а= TR, ЯА U BEq, = 


8 2 _ [.207. 
7^ qt а. 于 是 


A= T 


@ 正 八 边 形 。 取 AB=as (3.3.14). О 
为 正八 边 形 内 接 圆 圆心 . EAD, 使 人 DAO= 


AOD, ОС 为 边 心 距 。 FEZ ADC= 45°. qs—OC=as (1 十 


图 3. 3. 14 


м2), ИЖ а= а: 14-17 | = as. A= af, 
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@ 正 九 边 形 。 在 图 3. 3. 15 +, BIO 内 接 正 九 边 形 4B=as 为 
—ih. аз АСО, ЕЕ", BC! — 82i. unc 11, 2 
于 是 A=V7SCABC)=lai, 

OIE THF. ZADC= 90° , AD: DCx5: 4, ЖААР: 


1 5 4 3 15 
AC=5: 3, quoe а 3 十 3 3 | = 240, 于 是 A10 = alo (参考 
图 3. 3. 14) 。 


@ 正 十 一 边 形 。 在 图 3. 3. 15 中 ， C 
如 AB =a, На = EAC. 从 


АС? = 一 P ‚ ВС = Т , 得 BC— Ë 


学 on。 于 是 S(4OB) 一 二 5 (АВС) = АВ 


6, 图 3. 3.15 
огап, Au 


66, 
25 2541» 
@ 正 十 二 边 形 。 EMO 中 内 接 有 正 十 二 边 形 , AB =a HH 


0, Ди АРС= 30°. Т ОС=д= (2 十 V3 аз, HEE 


V3 =4 , 于 是 A= Фар. (参考 图 3. 3. 14) 
AIEEE BARINAS 3 1 


@ AC 为 直径 . 
@ EX =z sse 8 一 2. 828…. 
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| шы [кыт 
[Xu | aa [rwn 
` | Sa | eame | ree 
nj CENT DNNTTN 
| шы | 


经 过 比较 , 海伦 认为 圆 内 接 正 n 边 形 直径 az 与 周 长 na, 的 关系 


总 是 =-үла,. 
也 就 是 说 ， 即 使 n EMAK: ræna, : d=as3, 
从 现存 文献 看 ， 海 伦 求 圆 内 接 正 多 边 形 面 积 是 粗 朴 的 ， 所 得 
x 近似 值 也 是 粗 朴 的 .但 是 以 自然 数 (30 等 分 圆周 , 计算 相应 
内 接 正 x 边 形 面积 ， 从 而 估 测 圆周 率 ， 这 是 数学 史上 仅见 孤 例 。 
3. НАЖ ”海伦 从 正 多 边 形 不 断 增 多 边 数 ,， 估 测 朴 率 : 径 一 
周二 ， 另 一 方面 他 又 在 命题 26 借助 于 阿 基 米 得 《 量 贺 》 命 题 3 Jr 


. 211 872 195 8820 
法 计算 密 率 ;67 44] Xn 62 35] 
4. 避 形 面积 “在 命题 27 一 29，30，32， 海 伦 取 近似 公式 〈 图 


3. 3. 16) 。 


© 我 们 计算 3. 141590427<-r<<3. 141601578 
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=+ ; E. 
— GA h, G) м MN 


他 的 椎 导 思 路 是 ЖАВ, BC 中 Ef 
AM, N, BH); 


Ai 
A4BC<4(A4MB 十 人 BNC) ， C ç 
BO=h, AC=b 

FARS BIM AM, MB, <hr 4W E, 
Е 等 等 ， 同 理 取 图 3. 3.16 

AAMB<4(AAEM-+ AMF B7) (ii) 
等 等 ， 继 续 这 样 分 割 ， 得 到 弓形 面积 

1 BE 4 " 
A7 AABC[ ++ (+. 二 :> 3 AABC. Gii) 


至 此 , 海伦 下 结论 说 :“ 如 果 计 算 人 4BC 的 面积 , 并 且 增加 三 分 之 


一 ， 我 们 将 得 到 极为 接近 的 弓形 面积 ， 即 Але 2А," 
此 外 ， 海 伦 还 在 同 书 提出 另 二 近似 公式 
el th 1+), 


A^ (+h) 3 it]. 


他 还 指出 前 面 的 公式 用 在 弓形 大 于 半圆 时 ， 而 后 者 用 于 小 于 半圆 
的 弓形 。 

就 比较 数学 史 而 言 ， 对 海伦 斜 三 角形 及 弓形 面积 公式 源流 问 
题 议论 最 多 。 我 们 认为 ， 

其 一 ， 斜 三 角形 以 边 长 表示 的 面积 公式 东方 探索 有 其 自己 的 
特色 ， 姑 于 海伦 的 论证 。 公 式 应 是 双方 异 途 同 归 的 结论 ， 不 存在 
Н РЧ Kf MIP. 

其 二 , 弓形 面积 公式 的 表达 方式 , 就 中 算 说 《 九 章 ， 方 田 》 题 


Ф 东西 方 斜 三 角形 面积 公式 推导 历史 详 见 ， 沈 康 身 ， 九 章 算 术 导 读 ， 湖 北 教育 
ШЕ, 1997. 110—117. 
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33 也 记 有 与 а) 相同 的 弓形 面积 近似 
公式 。 在 刘 微 注 中 提出 按 式 计算 面积 
偏 少 , 他 指出 当 56=2R,h=R, 所 得 h 
面积 将 是 圆 内 接 正六 边 形 面积 的 一 
半 。 于 是 他 探索 正确 公式 ,他 就 等 分 马 
形 弧 长 , 作 内 接 于 弓形 的 多 边 形 ,来 通 
Xr JE: 我 们 记 (图 3.3.17) 

bj 一 一 第 一 次 等 分 弧 所 对 弦 长 ,hi 
形 面 积 ， 

Ь› 
形 面 积 ; 


图 3. 3. 17 


天 高 , 4: 一 一 内 接 多 边 


第 二 次 等 分 弧 所 对 弦 长 ,A 


ха, А: 


内 接 多 边 


记 一 一 第 ”次 等 分 弧 所 对 弦 长 ,站 ,一 一 拓 高 ，4, 一 一 内 接 多 边 
形 面积 ， 
4 


弓形 面积 。 


zl 


刘 微 算得 R= И +2, 于 是 


[ep aca. na fe [A] 
b= DE (R—h,)*, h=R— J |2), 


x=. |*=) + (R—h,_1)’, „=к—\/°—| 0), 于 是 


A,= h+ bih brh БЫ as Gv) 
刘 徽 还 指出 ， 相当 于 说 : A 一 A (r9), 
海伦 在 获得 公式 iii) 后 ,他 就 下 结论 说 ;“ 如 果 计 算 八 ABC 
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的 面积 ， 并 增加 三 分 之 一 ， 我 们 将 得 到 与 弓形 极为 接近 的 面积 。” 
在 他 的 论证 中 不 等 式 Gi), GD 的 正确 与 否 ,， 仅 凭 直观 估计 , 5 
刘 微 严谨 推导 ， 运 用 无 限 工 具 相 比 ， 其 逻辑 推理 能 力 显 然 是 有 进 
色 的 。 


二 、 卷 2 立体 体积 

本 着 对 长 方 台 、 圆 台 、 圆 环 体积 都 有 论述 ， 并 讨论 了 五 种 正 
多 面体 。 

1. 长 方 台 体 积 


у= L arta) Gi Fb) TL laa) bh) jh G) 


在 卷 2 命题 8 他 的 证 明 图 3. 3. 18 
是 Heron 原作 图 3. 3. 20 左 已 添 注 长 度 。 
他 指出 立体 的 上 下 底 EFGH , ABCD 都 
IS, КАК = ЕЕ, BL=FG,# 
RBK, CL 的 中 点 V,，W。 又 取 KRPU yf 
// VQOM // AD, LQRN / МОРТ // В 
AB, 连接 FK, GR, LG, GU, HN, + 图 3.3.18 
是 立体 被 分 割 为 

QD 以 口 AKRN，DEFGH 为 相对 面 的 平行 六 面体 ， 

加 以 口 KBLR 为 底 ，FG 为 对 边 的 三 棱柱 ， 

GUACNRUD AR., GH 为 对 边 的 三 棱柱 ， 

名 以 口 RLCU 为 底 ,G 为 项 点 的 四 棱锥 ,这 四 个 立体 都 以 h 为 
高 ,各 折 为 平行 六 面体 ,相当 于 四 以 乙 4KRN 为 底 , 以 DKVQR 


ЖЖ, OM NP HE, GDLTCIRQOP 为 底 。 四 者 之 和 是 


(CIAKRN--CIKVQR--CINRPT -CIRQOP-4-3-CIRQOP) h 
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= (GAVOT+ÈCIRQOP) h. 
W FG-a;, EF=b, ВС=а;, AB=bs, ДАТ => (а: ta2), AV = 
7 (bı bz), ЕР= (az 一 al)， RQ—1 (5 一 61)， 所 求 


NE 1l. a0. 
V= 4 Q Tas) (br tb) T T; (a; a1) (b, b) h. 
2. BÓ 
在 命题 8，9，10 讨论 了 贺 台 体积 ， 有 两 种 方法 : 
@ 比 较 外 切 方 台 的 体积 ， 圆 台 体 积 是 它 的 节 或 ]+ 倍 ， 记 贺 台 
上 上、 下 底 直 径 分 别 为 a，a’'。 则 求 体积 
= nla? taa? Ha h, 
包 把 圆 台 侧 面向 上 延伸 使 成 为 圆锥 ， 于 是 所 求 
=1к (а*—а?у h, Жена! >а, 


3. BIB (立体 ) 

WEBER (3.3.19) 截面 圆 半径 1 
为 >， 和 截面 圆心 与 回转 轴 ! FEAR, їй 
题 13 指出 圆 环 体 积 了 ， 

У: 27r。TR 一 rr : eR, 
也 就 是 说 V—2raR, 
命题 中 还 给 出 特例 : > 一 6, R=14, 他 
计算 

V : 7392:= 113 I : 84, V —9956 t. 他 还 声称 已 获知 圆 环 体 
积 是 圆 截 面 面 积 与 其 圆心 绕 回 转轴 半径 的 乘积 。 他 还 认为 如 果 把 
УА 处 切 开 , 然后 以 4 处 截面 为 底 , 把 圆 环 拉 直 成 为 圆柱 , 此 
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圆柱 之 高 视 为 2xR, 于 是 此 圆柱 体积 与 圆 环 体积 相等 , SEE JSK X Êı 
= ra X 2xR., 

4. 五 种 正 多 面体 

在 命题 14，15 讨论 它们 的 体积 时 ， 他 豪 无 例外 地 探索 从 体 心 
到 表面 的 距离 ， 设 

g 一 一 体 心 到 表面 的 距离 ， 
RK, 
-一 一 每 面 外 接 圆 半 径 。 
Q@ 正 四 面体 

2 2 


1 
а? = 3°, а 一 4 一 34 = a^, 


3 
@) 正 八 面体 
他 视 之 为 两 方 锥 之 和 , 各 自 有 底 , 以 a 为 边 的 正方 形 。 他 认为 


正八 面体 体积 是 底面 积 与 对 顶 线 乘积 的 人 ,a* * V2 a= 
dV Ba Шат 为 特例 ,他 又 取 对 顶 线 V2X7 一 M98， 取 


a 


近似 值 为 10， 于 是 体积 应 是 3 X10X49 一 163 i. 


正二 十 面体 

他 以 为 q: a=93: 127, 

显然 ， 有 了 这 个 关键 关系 ， 正 二 十 面体 体积 就 迎刃而解 。 
事实 上 这 个 比 的 真 值 是 


PN L3 5 0, 755 761 3° 


@ 正 十 三 面体 
海伦 取 g : a=9: 8， 据 以 求 体积 。 我 们 知道 这 个 比 的 真 值 是 


1 SEUSS, 如 取 ~/ 5 ce, Ж ЫЗА HARE. 
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我 国 《 九 章 算术 》 给 出 十 五 种 立体 体积 公式 ， 其 中 多 面体 公 
式 都 是 正确 的 。 刘 徽 又 运用 出 入 相 补 原理 作 了 证 明 。 长 方 台 《 九 
章 ， 商 功 》 称 为 刍 童 。《 九 章 。 商 功 》 题 13 刘 征 注 用 垂直 于 底 的 平 


面 分 刍 童 为 九 部 分 : S. HD. КУЖ, 于 是 〈 图 3. 3. 20 £D 
E b H bi 


图 3.3.20 
V =4 HE +2 Bier ER + 2 а rR 7; s 


= (а,—а,) (b,—b5) has (5 — bi) htt, 《az 一 
a) h+a,b;h 


=% ( Carta) bit Gaia) б), Gi) 
可 以 验证 公式 G), GO 是 等 价 的 。 
此 外 在 《 九 章 。 商 功 》 题 11 刘 征 注 说 :“ 以 方 亭 求 圆 亭 之 积 亦 
УЖК” ЗАЕВ РУУ, НАЗЕ 
恰 与 海伦 第 一 种 方法 相同 。 


=. %⁄#Ə3 分 割 图 形 

本 卷 有 很 多 是 海伦 自 创 命题 ， 以 直线 分 割 图 形 为 已 给 比 。 我 
们 选 尤 有 特色 的 二 例 。 

命题 

3. 已 给 入 4BC, 在 其 中 作 有 已 给 面积 的 和 人 DEF, 使 人 AEF， 
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ABFD, АСЕР 有 相等 面积 。( 图 3. 3. 21) А 

№ AF : FB= BD: DC=CE : EA, E 
Tj, SCABD) : 8(АрсС) = 5 (Ерс): p 
SCADE), (ж) 

BSCABD) + S(ABO-SCGDOO: 3 H D С 
S (ADC). (x x) 图 3. 3. 21 


由 于 面积 ADEF 为 已 给 ，S (EDC)， 
SCABC) 也 已 给 , HBAS CABD) ,SCADC) 
二 者 乘积 也 已 给 。 如 作 4 互 1 BC, 相当 于 说 AH?:。BD，DC 为 已 
给 , 在 BC 上 ， 从 已 给 BD。DC， 即 可 定 出 D 点 。 
海伦 又 以 数值 例 验 证 : E4 AB=13, ВС=14, CA=15, 而 
SCDEF) 一 24,S(4BC) 王 84。 于 是 得 AH=12, SCEDC) = 20, 
AH'* Вр • DC=4 • 84, 20= 6 720， 那 么 所 求 BD • DC = 


人 一 46 《原著 略 去 分 数 部 分 )。 接 着 他 说 BDx8。 这 实在 是 
二 次 方程 


了 一 14z 十 46 £ —0 (жж +) 


ME. x 一 7 士 2 地 ,他 以 2 = 2 十, 得 平方 根 之 一 的 近 


似 解 为 1 二 。 再 一 次 略 去 分 数 部 分 ， 得 BD 的 近似 解 。 


他 为 命题 的 解 布置 了 预 理 ;如 
AF : ЕВ= BD : DC=CE : EA=m : n, 


则 АЕ ===, ЕВ=— 
m 
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SCAFE) mn SCBDF)  S(QCDE) 


— — s —s T — 


于 是 S(ABC) (m+n)? S(ABC) S(ABC)° 
这 就 证 明了 入 AFE， 人 和 八 BDF， 和 信 EDC 等 积 。 

Т. L. Heath 讲 得 过 于 简略 ， 海 伦 的 推导 过 程 还 很 费解 ， 笔 
者 在 此 补 作 解释 。 

其 一 , 从 (x ) 式 到 (x +) 式 是 运用 合 比 关 系 , ZF ABD, 
ADC 二 者 乘积 也 已 给 , 是 因为 从 (x ж) XSCABD) * SCADC)= 


S(ABC) * SCEDO) = SCABO) ° T G(BC) — SCDEF), 而 


SCABD) ° S (ADC) = ТАН . вр · ТАН . DC = AR’ . 


BD‘ DC。 所 以 在 数值 到 验证 结果 : АН?+ BD • DC—4X84X 
1 


3% (84—24) =6 720. 


其 二 , 为 什么 BD 是 方程 z: 一 14z 十 46 2 —0 的 一 个 根 。 这 是 
因为 


在 验算 中 BD - DC=46 Ё, 
而 BD+DC=14. 
从 根 与 系数 关系 ，( x x +) MH. 
其 三 ,在 任意 三 角形 中 , 本题 和 作 DEF 面积 大 小 的 极 值 问题 ,从 
EX I 
S(DEF) —SCABC) — 38 CAFE) 


一 1 besin А — 3bc 


mn . 
7 Cm +n) A 
2 2 
取 n 二 0，m 二 1]，S (DEF) 二 SCABC) 为 极 大 值 。 
取 n 二 cc 一 m， 


m'-Eni—mn _ 3m2—3cm-+-c2 


(m+ п)? c? ° 
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№ Cx x x ж) 取 SCDEF) 关 于 m 为 变量 的 导数 ， "ЯРА m= i, 
S(DEF ) 有 极 小 值 , 对 于 本 例 取 S (DEF) 一 24, 正 居 极 大 、 极 小 值 之 间 。 
11. 已 给 四 边 形 4BCD ,下 为 边 4D 上 一 G C 
点 ,过 五 EER EF ,使 分 割 面积 为 已 给 比 
AE : ЕР„([ 3. 3. 22) B 
作法 : 作 CCV DA, AB 于 G, 连 接 BE。, — 
Х (ЕСН / BE, 交 BC F H,## CE,EH ,EG, 
N AGBE, AHBE 面积 相等 。 二 者 各 加 
俯 ABE, 则 人 GAE 与 四 边 形 ABHE 等 积 , 另 一 方面 ,SCABHE) : 
S(CED)=S(GAE) : S(CED)。 而 后 者 是 已 给 四 边 形 的 部 分 ， 二 
者 面积 之 比 为 


图 3. 3. 22 


S(GAE) : S(CED)= AE : ED, 
XACED, AGAE 与 已 给 四 边 形 仅 差 和 EHC。 也 就 是 说 四 边 形 
АВНЕ 与 人 CED 仅 差 和 HED,。 那么 只 要 在 HC EMF, НЕ: 
FC 为 已 给 比 ，EF 就 是 所 求 的 线段 。 


. Nicomachus of Gerasa 
Nicomachus 〈 约 公元 后 100 年 时 人 ), 他 的 数学 名 著 《 算 术 导 
Ж) (Introduction of Arithmetic) 分 二 卷 , 曾 是 公元 第 1 世纪 标准 
教科 书 ， 书 中 论述 整数 性 质 。 
命题 
立方 数 1 十 23 十 33 十 … 十 73 一 
1 一 
2= 3+5 
3 一 7 十 9 十 11 
4 一 13 十 15 十 17 十 19 


> (n-++1)] 他 认为 
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由 此 可 以 得 到 命题 但 是 《算术 导论 》 并 未 作出 详细 推导 。 后 人 
据 他 的 猜测 : 

п? п 个 相继 奇数 和 ， | ‚ 末 数 就 是 2z 十 2z 
—1. 个 数 之 和 是 (2z 十 xn)n, 于 是 z= 二 一 2 (n) 也 就 是 说 ， 


X n TARE: ntl, nM e, п +п 1, WA 
1 十 2 十 33 十 … 十 于 一 1 十 (34-5) + (7 十 9 十 11) 十 … 十 〈…r2 一 
r—1), 


这 奇数 数列 ， 项 数 的 和 是 1 十 2 十 3 十 … 十 r 一 了 rCr 十 1)， 


而 1 十 3 十 5 十 7 十 … 十 〈27 一 1) =x°, 
因此 :命题 为 真 。 
五 、Menelaus 


Menelaus (公元 100 年 ) 在 球面 三 角 领 域内 有 创见 , 借助 于 球 
面 三 角 对 应 命题 2 历史 上 推导 出 平面 上 的 著名 以 他 的 姓名 命名 的 


命题 ”一 直线 分 别 截 人 4BC 三 边 АВ, E B 
BC, СА FF, D, 五 ， 则 所 截 线段 比 的 连 乘 G D 
积 E 
BD CE AF_ 4 C 
DC ` EA ° ЕВ 


WEB] 图 3.3.23 H, JECG//DF, Wi 
BD BF AF AE 
CD GF'GF CE’ ТЖ 
BD СЕ AF BF CE AF CE АЕ СЕ АЕ 


— — — 一 一 一 一 一 一 一 一 一 — — .—— —— =] 


ОС EA FB GF AE BF AE GF AE CE 


© HG., vol 1, pp. 109—110 
Q HG., vol. 2, pp. 266—268 


238 == ”亚历山大 时 期 (Ж) 


第 五 节 Ptolemy 


Ptolemy (〈 约 公元 100 一 约 170) 长 期 居住 在 亚历山大 城 , 在 此 
他 作 了 大 量 天 文 观测 ， 有 传世 名 著 《 天 文学 论文 集 》 (Syntaxis 
Mathematica), 。 此 书 是 在 前 人 Hipparclius 工作 基础 上 的 力作 。 后 
世尊 为 《大 汇编 后 来 译 为 阿拉 伯 文 , 加 上 al FX, 书 名 改称 al- 
Magest ”全书 十 三 卷 。 其 卷 1 为 弦 表 , 载 推 导 弦 表 的 基础 命题 , 卷 
2 为 球面 几何 。 卷 3 一 着 6 为 天 文学 问题 。 卷 7， 卷 8 载 1028 个 恒 
星 图 表 . 其 余 各 卷 研 究 行 星 。《 大 汇编 》 是 N. Copernicus 5]. Kepler 
以 前 的 标准 天 文学 教科 书 , 书 中 的 三 角 学 理论 是 有 开创 性 意义 的 ， 


本 节 介 绍 卷 1 内 容 。 
Ptolemy 把 圆周 360 等 份 ， 每 等 份 ， 称 1 FEE (1°). ? 60 xit dil 
28 4*1 分 为 60 等 份 , 称 1 分 , 又 分 1 分 为 60 Лх 
通 纺 (长 ) 表 @, цина жЕ, 2 

书 中 含 今日 平面 几何 所 称 Ptolemy ҖЕ 
38. 圆 内 接 四 边 形 对 边 乘 积 之 和 等 于 其 对 
的 推导 起 到 至 关 重 要 的 人 作用， 一 BOcC 的 通 弦 我 们 记 为 chda= BC 
— 20Bsin r (图 3. 3. 24) 而 它 的 正弦 为 BG 二 OBsin a, 他 又 把 直 
径 120 等 份 ,又 按 60 进 制 细 分 ， 并 记 1 A p. Prog “”, 


等 份 , 称 1 秒 .他 给 出 0~9 度 间隔 为 过度 的 
角 线 乘积 。 这 一 定理 对 于 角度 通 弦 (正弦) 3.3. 24 
y>, RANEA Be лнн вао. 


Ф 阿拉 伯 数 学 用 表 见 本 书 第 五 编 第 二 章 第 一 节 表 5. 2. 1 
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1. a=36°, a=72°, 求 图 内 接 正 五 边 形 、 正 十 边 形 边 长 ， 即 
ЖК а= 72° а=36° 541. ЖОВ T D (图 3. 3.25 ZE), XH 


DE 二 DC。 从 欧 几 里 得 《原本 》 卷 13 命题 10 9 
С 


图 3.3.25 
ai 一 BO 一 chd 60°=60*, 
aio 一 下 O 一 chd 36°=37*4!' 55", 

Wi a |= EC —-^/CO?--OE! —chd 72°-=70°32'3”„ 

2. (chd a)?+ (chd (180°—a))’= (12022, (i) 

3， 从 Ptolemy 定理 知 BC • AD= BD * AC— AB • CD, (RB 

3.3.25 右 ) 

chd (a—8) Xx120^ 
—chd €(180*— 8) chd a—chd ñchd (180°—a), (11) 

4. chd а= ВС. (3. 3. 24) 


chd =. ЕРЕ LOC. X. 


EF=FC=+ (AC—AB). 
X.CD:= AC 。 CF=+AC (AC—AB), Вр 
2 
[cha z) = Х120°х (120° —сҺа (180°—a)), Gii) 


从 公式 GO. G) 得 
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chd 12°= chd (72°— 60°) 一 chd 120?chd 72°— chd 60° 
chd 108°® —12^32'30", 
又 继续 运用 公式 Gu 得 


chd 6* 一 /二 X1202X (20^—chd (180°—12°)), 
chd 3°=, | + X120°X (120^—chd (180°—6°)). 
chd nil — 1^34' 15", 

chd | S] очта", ХІЛЛ 

s. ае, | Вася), 于 是 


因此 


2chd| 1 1| <chd 1< hd | 3 E 


12 50" —chd 1<12'| 50 2| . 
Ptolemy 取 chd 1°=1?2'50”, 


6. Ptolemy ХД ЈЕ 360 边 形 的 周 长 作 为 (直径 120*) E PLEBS 
周 长 ， 得 


360 
x= 14-2 21-50 | 380 _ 3.141 6, 


(D (chd 108°)2= (chd 180°)? 


一 (chd 72°)? ° 


(chd 120°)2= (chd 180°)2— (chd 60°)2, 
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第 六 节  Diophantus 


Diophantus (3 世纪 下 半 时 ) ж (FR) — 6, FAW, KB 
有 十 三 卷 。20 世纪 70 年 代 以 前 众 信 只 存 六 卷 , 常见 本 系 希 腊 本 原 
VE. ЖА. T. Heath 1910 年 在 剑桥 大 学 出 版 社 出 版 其 英文 译本 
(1964 年 重 版 )。 此 六 卷 历 史上 曾 有 好 多 注释 本 ， 其 著名 者 如 
Regiomontanus 1443 年 拉丁 文 译 释 本 ,Baohetde Meziriae 1621 年 
希腊 文 、 拉 丁 文 译 释 本 ,1670 年 出 校订 第 二 版 《算术 》 对 于 数学 
大 师 Fermat，Gauss 都 有 巨大 影响 ， 提 供 了 创新 的 源泉 。 后 来 
《算术 》 又 相继 出 了 法 、 德 文 译本 。 

20 {#2170 年 代 发 现 《 算 术 》 阿 拉 伯 文 译 本 ， 其 中 四 卷 为 常见 
本 所 无 ， 这 是 Ann Arbor 博士 论文 “Diophatus 《算术 》4 一 7 卷 ” 
所 研究 内 容 。 阿 拉 伯 文 译 者 为 Qusta ibn Luqa, Springer-Verlag 出 
版 社 ，1982 年 在 纽约 出 版 . 

为 叙述 方便 ， 我 们 把 今 存 十 卷 重新 编号 。 


Hats Ere T 
ams | 1 | 2 | 3| | | | fele 


《算术 》 虽 有 适 定 方程 〈 组 )， 但 以 不 定 方程 (H) 为 主 。 书 
中 所 用 消 元 法 ， 降 价 法 ， 被 认为 是 解 不 定 方程 的 起 步 石 ， 后 世 就 
通称 整 系数 不 定 方程 为 Diophantus 方程 。《 算 术 》 解 法 技术 性 强 ， 
出 奇 制 胜 ， 令 今 人 到 为 观 止 , 但 是 一 般 解法 相对 欠缺 ,是 为 缺 
@„® 


Ф HG. ,vol.2,pp. 441—517 РА KB. L. Vander Waerden, Geometry and Algebra 
in Ancient Civilization, Chapt. 4, Zürich 1983. 
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一 、 符 号 代数 

Diophantus 在 《算术 》 中 所 作 重 大 贡献 之 一 是 用 一 系列 字母 
来 代替 数 。 经 历史 上 专家 学 者 的 研究 ， 众 信 他 曾 使 用 下 列 符号 记 
RAN, ж. 

未 知 数 

希腊 字母 & (第 六 个 字母 ) 相当 于 我 们 今日 所 用 xz 来 代替 未 知 


KAKA (括号 内 是 今日 通用 记号 ) 

1. Ж 

A (22), K (z°), AA (z! AK’ (25), КК (x5, e| L) ° 

2. 运算 符号 

仅 有 减法 符号 丫 ， 没 有 发 现 有 加 法 、 乘 法 、 除 法 符号 。 各 项 
并 列 一 行 表示 相 加 。 

3， 代 数 式 


A7M B (zz * 34-12), 
其 中 M 是 单位 元 素 符号 。 
AaSB M Y (zz 二 z。2 十 3)。 


K'haWNaT A’AeS7 M В G5 —5z*--z5—3r—2). 
下 面 我 们 用 现代 数学 语言 、 表 达 式 选 录 《 算 术 》 有 关内 容 。 S 
习惯 以 后 面 的 拉丁 字母 作 未 知 数 ， 以 前 面 的 作 已 知 数 。 
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=. BEME 

一 元 一 次 方程 

1. r—a-—m (x—b, 0.7)9 

2. х+а=т Gb), (1.8) 

3. (а-+х) b+ Ф-+Ех) a=2 (a+b) c, (1. 39) 
线性 万 程 组 


rd-y-a, 
rd y-a, 
| (1.3) Ze (1. 5) 


x=ny +b, " 


La—m (y—a), 
N CUM ا‎ 1.15) 


y+b=n (x—b), 
解法 : 设 y= 二 aS， 就 化 为 一 元 一 次 方程 


yTz—a, 
4. [rro оло 
rd-y-c, 
解法 : 设 上 一 z* 十 y 十 xz， 又 迭 次 用 减法 ， 即 得 所 求 数 。 
5， 求 四 个 数 ， 使 其 中 每 三 个 数 和 分 别 为 22，24，27，20。 
(1.17) 
解法 : 仿照 1.4 思路 ， 得 答案 7，4，11，9。 
可 以 化 为 线性 方程 组 的 二 次 方程 组 
тәсе 
r?— у=, 
Ж. 设 2ё=х— у, 


х+у=а, p 4 _ b 
» (=+ y) 6,220, E E= rs 


(1.29) 


O 1.7， 指 《算术 》 新 编 卷 1 第 7 题 ， 下 文 仿 此 . 
© 为 另 一 未 知 数 ， 今 称 参 变量 . 
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TX— 7⁄1, 
2. | У (1. 34) 


a —y =n cry). 
yz=m (y+<z), 

3 - (z+z), (1.36) 
ту=р Gd». 

可 以 化 为 二 次 方程 的 二 次 方程 组 
人 (1. 27) 

解法 : Diophant 认为 此 方程 组 有 解 ( 正 整数 ) 的 必要 条 件 是 

a 一 26 为 平方 数 。 

相当 于 说 ， 原 题 化 为 〈z 一 y)2: 一 4 一 20。 

2. [ove 
xzy-—b, 
(y+z) x—a, 

3. ern y-—b, (8.15 


(r4d-y) z-—c, 


(1. 30) 


解法 ， z 十 ?一 二 ， ig ==, y= T Jr BUR ОУ 
Plt p—a, 


好 十 9 一 4。 


只 要 p 一 g 了 a 一 6， 原 方程 组 就 化 为 解 二 项 二 次 方程 
yz+ (y+z) =а?—1, 
4 (= (Z 十 z) =%—1, (8. 31) 
syt (x+y) =c°—]1,. 
yz 十 (ytz) =a, 
解法 : а (х2) = 8, 
ху+ (т-у) =Y, 
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(z 十 1) (+1) =8+1, 
(Zz 二 1) (у+1) =7+1. 


_ 8+1) (7+1) _ [6а+1) (+1) 
于 是 xz 十 1 = a+] ‚ y+1= 841 , 


ene CED CD . 原 方程 组 有 解 有理数) 的 必要 条 件 : 


(а+1) (8+1) 0+1) 是 平方 数 。 
аек 
5 


ењ (+1) =а+1, 


zr-—b(r-d-y-4-2), (8. 37) 
2y 一 C(Z 十 y 十 z) 。 


解法 : z+ y+z=çcxo, a=, = zz = ° 从 原 
方程 组 第 二 方程 ， 得 


2_ € 
y PR 


为 使 方程 组 有 有 理 数 解 ,等 号 右 侧 应 是 平方 数 : Ww z+ += 


nu 则 у=, z—a6, z=cš, 


消去 z， Уз Ж» gU rca tab 


ac 
本 方程 组 的 解 是 
_ bc+ca+ab bc--ca +ab bc+ca+ab 
д== R c! C Z= — 55 


似 为 不 定 方程 组 的 线性 方程 组 
r+} (y+z+w) =y+} (z+wtz) 


=z+5 (wtr+y) w+} G--y--z) (1.25) 


Diophantus i у+е+%=ё (常数 ) ， 就 成 为 四 元 线性 方程 组 。 
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三 、 不 定 方程 
二 次 方程 (组) 
在 二 次 不 定 方程 方面 , 《算术 》 各 卷 有 大 量 问 题 , 设 题 和 解法 
都 深 具 特色 ， 我 们 选 述 原著 问题 及 解法 。 
1. х?++у%*=а*®„ (2.8) 
解法 : Жу=тл—а, m 为 任意 整数 。 a= E. ЖИН 
就 是 
_ _ 7 
1++т?? 
_a(m°—1) 
1 +m° 
2. a + y'a rb. (2.9) 
fik: 设 z 一 上 十 a，y 一 me 一 0。 
ИШИ 
x+b=v°, 
а—х=и?, 
«| 


, (2.12) 


b—r-—v', 


T 


‚' (2.13) 
x—b-—v', 


х? + у=и?, 
s | 


men 


(2. 20) 
y= م‎ 


解法 : 原著 所 记 , 技巧 性 很 强 。 设 z=S, У у=25+19, 代 
入 第 一 式 得 
4S?4- 5S 4-1. 
应 是 平分 数 。Diophantus 把 它 看 成 是 边 长 是 2 (5—1) 的 正方 


O 原著 用 文字 :“ 求 二 未 知 数 ， 各 自 平 方 和 等 于 一 已 知 平方 数 . ”以 下 问题 仿 此 
理解 。 原 著 用 意 全 部 答 数 都 限 取 正 有 理 数 . 
Q 这 样 ， 第 一 式 条 件 自然 满足 . 
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E, HRM FH 45—85 +4, 3А 
4S2 十 5S 十 1 二 4S? 一 8S 十 4，13S 二 3。 


于 是 х=58= 5, در‎ (~A FE o 


2 y—u!, 
7. W y=u 
اکور‎ 
т (Z 十 y) =и?, 
ر‎ + Gy) =v?, 
Ж. iW z+ y=2mz+ °, 


ryc-r-—ul, 
9. 4ху-+-у=0?, (2.26) 


(2. 21) 


(2. 22) 


ud-v-—a, 
ai. ИЖ у=т?х— 1 ° 
r+ y+z=¿, 
y+z—r=u’, 
10. 2 (3.5) 
z-+-zr—y=u", 


rd-y—z-—w, 
解法 : 原著 设想 也 很 奇特 。 设 
Z 十 y 十 zx 一 万 一 (8-1), w'—1, Y=, 
于 是 z 十 z 一 y 一 26, 使 为 平方 数 , 于 是 四 式 都 是 平方 数 。 设 后 三 式 
依次 为 时 ， 久 ，c。 又 使 他 十 至 十 c 也 是 平方 数 ， 设 为 有 。 于 是 四 
式 降 为 三 式 y+z—zr=a°, 
a 
rd-y—z-c, 


其 解 为 原 方程 (3.5) 的 特 解 


z 一 六 (bh +e), »=5 (cz 十 a2) ， z=} (a? +b). 


© 再 也 找 不 到 第 二 组 特 解 . 
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11. KESZ, 使 它们 的 和 为 平方 数 ， 而 且 和 任何 二 数 的 和 各 
是 平方 数 。(3. 6) 答 数 : 80, 41, 320. 
12. 成 算术 数列 的 三 个 数 ， 使 其 中 任何 二 数 的 和 是 平方 数 。 
(3.7). 
yz+a=u, 
13. кыш (3.10) 
ху+а=а?, 


# НЕ: 设 ух а=т?, Xk у= (Gm'—a) ë, ==. 再 使 xz 


+a= n, Bro ED. 至 此 ,只 需 使 (yx 一 a) (п а) ёа 是 
平方 数 。 

此 题 Diophantus KHm=5, a=12, n—4, FERE 52224-12 
是 平方 数 , 其 中 f= 二 1X52X1 十 12=64 已 是 平方 数 , 一 组 特 解 : 4, 
13, 1, 

虽然 已 获得 一 个 特 解 , 他 还 进一步 以 1 十 7 BRE, 本 题 还 有 其 
他 解 。 也 就 是 说 , fm —a, п а 都 是 平方 数 ， 这 就 是 要 找 出 二 
HAF Fa WESA, Mp, q; Р, 9. 

a= pq- p'q', 

(i g-o) +=) +], M 

з= | 1 Gp. „= |+ Gg). 

14， 求 三 个 数 ， 使 其 中 任意 二 数 的 乘积 加 上 第 三 个 数 ， 都 是 
平方 数 。(3. 12) 

15， 把 一 个 平方 数 分 成 四 部 分 ， 使 从 此 平方 各 加 上 二 部 分 之 
一 ， 又 减 去 其 余 二 部 分 之 一 ， 所 得 和 、 差 各 是 平方 数 2。(7. 15) 


© WAG., pp. 106—108 
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解法 : 题 意 是 解 方程 组 
ZX 十 y 十 ?十 t 二 a?， 
а?-+х=и%?%, 
а?+ y—v?, 
a=, 
а? —1w —s?, 
Diophantus 先 以 台 代 蔡 已 给 平方 数 ， 再 设 x+==2€ 十 1，y 二 4 十 4， 
Zz 一 26 一 1, w 一 4 一 4, 使 分 别 满足 后 四 式 条 件 。 于 是 x 十 y 十 z 十 
t 二 如 二 12§。 ВХ 6— 12, 则 a:= 名 =144， 于 是 后 面 四 式 分 别 得 
和 或 差 169, 196, 121, 100 已 满足 条 件 , 相应 的 特 解 是 x==25, y= 
52, z—23, w--44, 
16， 求 成 等 比 数列 的 三 个 数 ， 使 它们 任意 二 数 的 差 都 是 平方 


T. (8. 21) A: 3 14, 25, 


17， 把 单位 分 成 二 部 分 ， 使 一 已 给 数 加 上 其 中 一 部 分 ， 另 一 
已 给 数 加 上 其 他 一 部 分 。 这 两 个 和 的 乘积 是 平方 数 。(8. 31) 


答 数 ， 当 已 给 二 数 为 3，5 Te TES 
18， 把 单位 分 成 二 部 分 ， 使 一 已 知 数 分 别 加 上 这 二 部 分 ， 这 
两 个 和 的 乘积 是 平方 数 。 (9.9) 


4 843 5 358 
Si. BaBe, АЮШ EÊ, 5358 两 个 和 的 乘积 是 
1 2 
[s 3 ° 


£) Ж 

《算术 》 卷 10 设 十 五 个 勾 股 数 问题 ， 讨 论 直角 三 角形 三 边 z， 
y BAW), z ROD) 间 的 有 理 数 解 。 在 xz? 十 y= 二 z? 关系 中 ， 
Diophantus E RN: 借助 于 二 整数 p， gq， 以 公式 表示 : xr—p —q, 
y7—2pq, х= 一人， 其 中 尹 >g， 全 卷 问题 都 引人入胜 ,解法 各 具 
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一 格 ， 有 的 令 人 拍案 惊奇 。 我 们 选 录 其 中 四 题 。 
1. 求 直 角 三 角形 三 边 长 , 使 其 斜 边 各 加 上 一 直角 边 ， 所 得 和 
都 是 立方 数 。(10. 2) 
解法 : 设 一 参 变量 *， 斜 边 是 ?十 4， 直 角 边 分 别 为 4*，4 一 ??。 
对 于 后 者 已 满足 题 设 条 件 
s+4+4—s=8=2°, 
对 于 前 者 
5 十 4 十 4 一 (s+2), 
必须 使 * 十 2 是 2 与 4 之 间 的 立方 数 由 。 


选取 * 十 2 一 学 ，* 一 十。 于 是 
Ыз, 57> S135, 352, 3772 


都 是 答 数 。 

2. 求 直 角 三 角形 二 直角 边 , 使 二 者 乘积 之 半 加 上 另 一 直角 边 
等 于 一 已 给 数 。(10. 6) 

解法 : Tavra. 


эче + p —a. Diophantus 认为 ， 为 使 有 有 理 数 根 ， 必 须 使 
1 )2 1 ® 
(42) +a| 34| 


平方 数 。 进 一 步 设 定 
2am-1-—a*, 


D 如 "十 2<2， 则 *<0; s+2>4, ШЖ f 4— 2<0, ZAR. 
© 注意 此 题 之 奇 在 于 1352 十 3522 一 3772 而 且 377 十 135 一 83，377 十 352 一 93， 
®© ЖЖ: Diophantus 已 认识 到 二 次 方程 具有 有 理 数 解 的 条 件 . 
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TE m-*—, ae, К. 


工 一 上 一 ze у=а—1, 而 z= 和 二 是 一 组 解 。 

3. 求 在 直角 三 角形 中 锐角 平分 线 是 有 理 数 的 三 边 长 。 
(10. 16) 

解法 : 图 3. 3. 26 "ДАВС, Z B X А 
直角 , AD 是 人 A 的 平分 线 , 设 长 为 5€, 又 
AB, DB 分别 长 和, 3, 又 设 CB=37。 从 4E 
AC : AB—CD : DB 关系， 可 以 确定 AC 


—4 (7 一 5)。 从 欧 几 里 得 《原本 》 卷 1 命 ”3" D 365 


16 (@—27&+£2) =168:+ 97. 
TT 07 
于 是 ¿= m — 337° 


tnit y-1, == 。 所 求 三 边 长 的 特 解 是 


=+ | | کے‎ 
АВ= 8 5 ВС = 3, AC= 4 1 32 8 ° 


此 三 角形 一 4 的 平分 线 长 1 35。 
4. 求 一 直角 三 角形 , 其 三 边 和 是 平方 数 , 其 三 边 和 及 面积 的 
和 也 是 平方 数 。(10. 22) 


则 其 斜 边 是 p 一 去 一 2m€, 
那么 gm = | p 一 二 一 2m + NT 


这 就 是 p^ 4m —4mpt + Ê , 
(p*-FAm) £=4mp82+ 2p. 
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在 此 方程 中 ，§ 是 有 理 根 的 条 件 是 
É (4) | —8p°m B m— ттер 是 平方 数 。 


再 根据 题 设 第 二 条 件 : m+ p 是 平方 数 。 
为 解 此 含 两 个 二 元 二 次 不 定 方程 , Diophantus Rp=64, 于 是 
um 144m--1 048 576—w^, 
m--64-—v*, 
第 二 式 扩大 16 384 倍 ， 二 者 左边 之 差 为 
т? —22 528т=т (m— 22 528), 


又 取 11, 1 11” 2 048 为 因数 ， Hb —39424 . „= 64, RAF 


225 
FE С»), Exo 
78 84822 — 8 4326--225—0, 


9 
FEMA E= 25. 176° 


Diophantus 取 前 者 帆 。 问 题 的 一 组 特 解 是 
448 1232 5968 
25° 63 ' 225 ° 
它们 既 满 足 勾 有 山 数 公式 ， 又 满足 周 长 是 平方 数 ， 周 长 与 面积 和 是 
平方 数 这 两 条 件 , 《算术 》 的 精 到 解法 真是 神 乎 其 技 了 。 
高 次 方程 组 
1. Ир (8.3) 
ry=uš 
z уг 2, 
yy 
解法 : 为 使 z? 十 y 为 一 立方 数 。 就 设 z? 十 y= 二 x;, 又 使 x; 十 yy? 
为 平方 数 。 


(8.7) 


o 如 取 后 者 ， 得 到 相同 边 长 的 直角 三 角形 . 
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Pr =a +b, y'—2ab. ШЕ х? y 为 平方 数 的 条 件 。 为 
使 2ap 是 平方 数 , 取 a 一 上 ,0 一 26， a tb =5Ẹ, 2ab= у= 482, y= 
22, ==ё, Ж, Н 52 是 立方 数 。 102-5, 则 zx 二 125, y= 
100，z’: 二 25。 已 获得 一 组 特 解 ， 
r=5, y=10, z—5. 
з. 求 二 数 ， 使 它们 的 和 等 于 它们 的 立方 和 。(9. 10) 


5 8 
答 数 ， 2" 7? 


我 们 试 作 解 : 
这 是 一 道 很 奇 突 的 问题 。 问 题 本 身 已 告知 二 数 中 有 一 数 小 于 
1， 另 一 数 大 于 1， 否 则 与 条 件 矛 盾 。 我 们 设 二 数 为 >，y， 那 么 问 
题 是 要 解 
х+у=х'-Ку', z+y= (z+ y) (z22—xy+ y), 
FÆ 1=лх*—ту+у'= (r+ y-y, 8 x+ y=ë, M 
&€—3z(€—z)=1, 
3х*—3ёх-@—1=0„ 
为 使 + 有 有 理 数 根 ， 则 和 +12, Bl 12—32° AFHR, 


Mi ]2—-3 = RR == 2, 5—5,‏ > شل ۾ چ 


rcydcz-, 
4. (atyre аи, (9. 18) 
Gr y z)-y-v, 
(Xz 十 y 十 z) 十 z 二 wi。 
解法 : хуа, Уи, о, шр, д, ғ. 
х= (p!—1) ,چ‎ у= (2—1) ,ع‎ z= (2—1) ёё, 
= (p—14g—1-47£—1) £, 
NZR 一 1 十 gq: 一 1 十 7r? 一 1， 必 须 是 有 理 数 的 四 次 方 。 
Diophantus Xi  $'— (т? —1)°, = (mm 十 1)?, 7= (m—1}, 
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ЖЖ р—1+@—1+—1=т*, =, БЕКА, В 


满足 要 求 。 

S$， 求 三 个 自然 数 的 四 次 方 的 和 是 平方 数 。(9. 29) 

解法 : BMR rtty tzue 的 有 理 数 解 。 

Rr =E, y—p,z':—g, pim mt [p £+ pte 为 一 
PI. HEE (Fr, RH, ZPD, psc 
是 平方 数 ， Pi 又 假设 , r=p +4, gq: 二 4， 右 边 就 变换 为 


prp 一 总 44。 为 使 分 母 是 平方 数 ,他 设 十 4 一 (Р), p= 


RENI 一 2 二 ,9 一 4,r 一 62. 都 乘 以 4, 15 9] 2—9, д2 = 


16，7 一 25。 而 问题 的 一 组 特 解 是 
, 252 一 9? 一 16: 
|». 2X25 


u’ — x*A- y! + z= 370. 177 6, 
EJ 19. 24 的 平方 。 显 然 原 题 的 自然 数 解 是 易于 求 得 的 。 
当年 P. de Fermat # {FRY BH, FEM: “为 什么 
Diophantus 不 寻求 二 数 四 次 方 的 和 是 平方 数 的 解 。 这 是 一 不 可 能 
问题 ， 我 已 严格 地 用 我 的 方法 为 此 作证 。 无 疑 他 也 熟知 此 理 ， 但 
用 的 只 是 经 验 〈 特 殊 数值 ) 方法 而 已 。” 


—5.76, y =9, 22=16, 


x 


Ж ү Pappus 及 其 《数学 汇编 》 


Pappus (公元 4 №: Б) 生 于 亚历山大 城 ， 以 评注 欧 几 
EF (RE), Ptolemy 《大 汇编 》 著 称 。 自 著 《 数 学 汇编 》 
(Mathematical Collections) 等 专著 。 人 称 《 数 学 汇编 》 为 数学 宝 
库 ， 内 容 丰 硕 ， 诚 非 虚 语 。 在 此 我 们 对 之 作 简 要 介绍 。《 数 学 汇 
编 》 分 为 八 卷 。 
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卷 1 述 大 数 记 法 。 卷 2 已 失传 。 

卷 3 讨论 三 种 平均 、 五 种 正 多 面体 的 作法 ， 使 欧 几 里 得 《 原 
本 》 卷 13 传统 论述 一 新 耳目 。 

卷 4 是 阿 基 米 德 有 关 平 面 几何 问题 的 推广 和 深入 。. 卷 5 论 极 值 
问题 。 卷 6 为 希腊 数学 史学 史 。 47 很 多 命题 已 属 近 代 射 影 几 何 范 
围 。 卷 8 续 论 平面 几何 问题 ， 至 今 有 新 鲜 感 。 本 节 分 五 段 介绍 。 


一 、 卷 3 

三 种 平均 Сф) 

在 本 卷 第 2 部 分 提出 成 等 差 、 等 比 、 调 和 数列 三 个 量 。 ( 线 
E) а, b,c， 从 已 给 二 量 用 几何 方法 求 第 三 量 。Pappus 定义 三 种 
数列 为 : 

FEKI] a: a=a—b:b—c D 

等 比 数列 a:b—a—b:b—c 

调和 数列 a:c—a—b:5—c9 4 В 

他 用 几何 作 图 求 线段 AB, BG 的 调和 
中 项 . 在 图 3. 3. 27 PAB, BG 为 所 给 线段 .5 
ЧА ЕРЕ | 4B, 取 DA=AE, 连 DB, BE, 图 3. 3. 27 
АС ЕСЕ | AB, € DB FF. X3&EF, XAB FC, N] BC EAB, 
BG 的 调和 中 项 。 

ШЕЙ: 

AB: BG —DA з FG=EA : FG=AC : GC 

= (AB—BC) : (BC— ВС). 
类 似 地 ， 我 们 还 可 以 从 同 图 知 ， 如 AB，BC 为 已 给 线段 ， 则 


Ф 三 者 等 价 于 定义 : ас, at b=: c L += Hl, a,b, 
с 分 别 是 等 差 、 等 比 、 调 和 数列 。 请 注意 比较 毕 达 哥 拉 斯 对 中 项 的 提 法 。 参 见 本 编 第 一 
章 第 二 节 . 
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BG 为 二 者 调和 中 项 , WBC, BG 为 已 给 线段 , ШАВ 为 二 者 调和 
中 项 。 


=. 44 

对 毕 达 哥 拉 斯 定理 (ЛЮ ЖЛЕ) 的 推广 

勾 股 定理 在 《原本 》 已 有 完整 记载 出 。 
Puppus 把 它 推广 到 斜 三 角形 。 

[4 3. 3. 28, #EAABC,. AB, AC EFE 
I£XXKCJABDE , CJACFG, EKDE, FG Ж 
FH, FE AH, REI BC TK, В, 
C YE BL' / HA, CM' НА, 分 别 交 DE， 
FG F L, M', XY BU = BL 二 CM = 


CM' — AH ,连结 LM. LM' S AH 延长 线 图 3.3.28 
ЕМ, М, ЖА 
L2JABDE--CJACFG—UOJBL'M'C—CIBLMC, 
对 阿 基 米 德 皮 匠 刀 形 定理 的 研究 
Pappus 对 阿 基 米 德 皮 匠 刀 形 中 圆 列 现象 进一步 又 发 现 新 的 
性 质 。 


命题 ”在 图 3. 3. 29 PHA, Р, O,… 分 G 
3| 5:9], 又 分 别 与 三 半 癸 相 切 (二 外 切 、 一 内 m= 
UD. WNiüd,ddi--NHUBMNIEETI р, 
Pz，pa… 为 相应 的 从 各 自 圆 心 到 BC 的 距离 ,8 S NKIML C 
那么 图 3. 3. 29 
Pi=di, ф»=24›, рз=34з, +, P,=nd,, 

为 证 明 命题 他 还 作出 三 条 预备 定理 。 

预 理 1 图 3. 3. 30 中 三 圆 4,C, G 互相 外 切 , 公 切 点 为 B, 工 ， 


D 《原本 》 卷 1 命题 47. 
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K. ÆAC, AG,GC. AC, КІ HAE T E, 
AC, KL 又 交 C HFF, D, A 
КЕ • EL—EB', 

预 理 2 LBD, BC 为 直径 的 二 半圆 
内 切 于 B, 以 HF 为 直径 的 加 A 切 小 半圆 
FE, ЛА TG, K, М, 工分 别 是 
Н, A, 下 在 BC 上 的 垂 足 ， 则 (图 
3.3.31) (DBC* BK=BD ° BL; 
QBK • LC= AMš°, | 

预 理 3 以 BD，BC 为 直径 的 二 半 Z 
BIN UJ B. 以 4 为 心 的 圆 外 切 小 半圆 图 373.31 
TE, 大 半圆 于 G。 以 P 为 心 的 圆 又 与 二 
半圆 及 圆 4 相 切 (二 外 切 , 一 内 切 ),N，、 
М 分 别 是 圆心 P, A 在 BC БЕЗ, 8 | ` 
іс А, вва, d,, Wb 
Я ВСА AM= р, РМ=р,, 那么 
(图 3. 3. 32) 

(pı+dı) : di р, : ds. 

命题 的 证 明 ， 在 图 3.3.29 rp, & 图 3. 3. 32 
ЕСН 圆 切 于 三 半圆 . 从 预 理 2 可 知 BC。BK = 二 BD，。，BL, 同 理 , 因 
圆 FGH 也 内 (外 ) WFA BGC, DUC, 可 得 BC • CL-CD* 
CE 。 从 前 面 的 乘 式 得 到 BC : BD—BL: BK, 这 就 是 BD : DC— 
ВК : KL, 

从 后 面 的 乘 式 得 BC : CD=CK : CL, 
HH, BK: KL=KL : СІ, В BK* LC—KL!, 

又 从 预 理 2 第 二 个 结论 ВК - LC= AM°, 
BE. KL= AM, В p,—d, 

又 从 预 理 3 (pi Fd) :d,,— bb: dzo 
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由 于 5,-d;. 得 p:=2dz. 
对 第 二 、 第 三 两 圆 的 关系 是 
(рга) : ds= ps : ds. 
这 就 是 ps 二 3d;。 同 样 的 理由 ， 可 知 
p.—ndi, п=1, 2, 3, A 2S Xf, 
三 等 分 任意 角 
历史 记载 DPappus 借助 他 的 先辈 所 发 
现 的 曲线 为 工具 研究 三 等 分 任意 角 作 出 多 
种 成 果 。 经 后 世 学 者 进一步 探索 ,使 其 成 果 
在 理论 上 益 为 完整 ， 我 们 选 录 : Q 
1. 阿 基 米 德 螺 线 图 3.3.33 示 0 一 0 一 | 0 


А 
360°] — RRR. / AOB 为 已 给 角 。AO 与 N 4 
极 轴 重合 , 另 一 边 交 螺 线 于 尸 . 三 等 分 OP 于 Maaar ú 
Р,, Р;„ ЩО Ab, ОР,, OP, HERED, 图 3.3. 33 


交 螺 线 于 S:，S;。 根 据 螺 线性 质 知 
Z AOS: = Z S,OS;,= ZS OP 


= АОВ, 


2. Ж Pappus 还 运用 双 曲 线 三 
等 分 一 角 。 他 的 作法 用 现代 数学 语言 来 说 ， 
C 


相当 于 在 图 3. 3. 34 中 ， 取 离 心率 e 一 一 一 

的 双 曲 线 。 А, A NDR, O 为 曲线 对 称 中 
q^. F, FHRA. 2A AF PER DD 
是 左 支 曲线 的 准 线 。 RII AF' 2932, ТЕШУ 图 3. 3. 34 


EC4， 使 含有 圆心 角 为 已 给 角 ; 准 线 DD' 交 此 弧 于 C。 又 以 C 为 


(D HG., vol. 2, pp. 377—380 
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b, СЕ'=СА EEF ЗИ 5САХШ Ж EX) FP. W| ZPCF'= 
ЕСА. 
这 是 因为 : 从 作法 及 双 曲 线 定义 知 

PM 和 (其 中 PM | DD'), 
延长 PM РМА FQ, XE 
QA, Ж 

F'P=PQ=QA, TE 

ZF'CP= ZPCQ= ZQCA, 

正 多 面体 作法 

本 卷 所 述 正 多 面体 作法 : 是 
继 《 原 本 》 卷 13 有 关 论 述 以 来 另 一 
ЭЖ. 以 楼 长 、 位 置 确 定 图 形 
ER, EO. 

1. ШЕЙ ER TRI БАНАНИ, Еа ЖЕШ 


面体 的 一 组 对 楼 .@ 如 果 球 的 直径 是 4， ЯА dn, 


原著 无 图 ， 俄 文 译 本 《原本 》 卷 13 译 者 注 补 (图 3. 3. 35) F 
文 有 关 插 图 都 采 自 此 译本 。 
2. 正六 面体 ”球面 上 两 互相 平行 的 小 加 ,其 直径 如 为 a' ， 则 


a= a (d 为 球 直 径 , 下文 仿 此 )。 在 两 小 圆 内 作 边 两 两 平行 的 
内 接 正 方形 。 二 者 八 个 顶点 为 正六 面体 的 顶点 (图 3. 3. 36). 
3， 正 八 面体 ”也 取 满足 4 一 这 dr"* 的 d' 为 直径 作 平行 的 两 小 


(D HG., vol. 2, pp. 368—369. 
Q 对 棱 是 互相 正 交 的 异 面 直线 . 
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图 3. 3. 36 图 3.3.37 


圆 。 三 者 内 接 正 三 角形 2 的 六 个 顶点 是 正八 面体 的 顶点 .@ (图 
3. 3. 37) 

4. 正二 十 面体 Pappus 发 现在 球面 上 有 四 个 互相 平行 的 小 
B], 各 自 形成 互相 合同 ， 上 下 两 两 关于 球 心 对 称 的 两 组 。 正 二 十 
面体 十 二 个 顶点 分 成 四 组 ， 各 自 是 四 层 小 圆 上 有 特定 位 置 的 内 接 
正三 角形 顶点 。 四 小 圆 的 半径 用 以 下 方法 确定 : Ux. y 两 线段 与 
球 大 圆 直 径 d 长 度 之 比 适 为 同 圆 内 接 正 多 边 形 边 长 ao，as，as 之 
Ш, XW E. F; 中 间 两 层 小 圆 半 径 分 别 为 >，”~ ， 那 么 

r2=3zx2, r'2=3y, 

在 图 3. 3. 38 中 可 见 , ДАВС, ADEF, AGHK, ALMN 是 
这 四 层 小 圆 上 的 内 接 正 三 角形 .9 

5. 正 十 二 面体 上 文 在 球 内 所 作 相互 平行 的 四 层 小 阅 内 (上 
TZE, PHE) 分 别 作 正 五 边 形 ， 并 使 对 应 边 两 两 道 平行 如 
ЕЗ. 3. 39, ШЕЛ ABCDE, FHGKL, ММООР, RSTUV, 


© 二 者 所 含 三 边 两 两 道 平行 . 
® FNP, Рз REMEH. 
© 四 层 正 三 角形 上 、 下 关于 球 心 对 称 者 ， 三 组 边 两 两 道 平 行 . 
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Pappus 正 多 面体 作法 与 欧 几 里 得 《原本 》 所 说 全 异 ， 但 异 曲 
同 工 .Pappus 原著 未 给 证 明 ,我 们 用 解析 几何 方法 验证 命题 均 真 。 

Wr, у, 空间 直角 坐标 系 。 

其 一 ,对 于 正四 面体 ,使 小 圆 之 一 在 zxOy 


平面 上 。 £s] Заеви. АВ, ^ 


CD HEX. it AB=CD= 2. (图 
3.3.40) 易 知 坐标 : 


=, | a= АС=ВС= BD. 
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因此 4-BCD 是 正四 面体 。 
其 二 ， 对 于 立方 体 ， 使 小 圆 之 一 在 zOy 平面 上 ， 在 圆 内 作 内 


接 正方 形 ， 其 四 顶点 坐标 


A|1 іу 1 [1 |. 
2 d, улуй, 0 


e= la КЕЯ ЛЧ EFGH. 在 图 3. 3.41 "n, 使 与 4， В, 
C, р 有 相对 应 的 纵 、 横 坐标 。 计算 可 知 六 面体 的 十 二 条 楼 长 都 相 


等 ， акр, ы. 从 作法 知 六 个 面 中 , 边 边 两 两 垂直 , 命题 已 证 。 


图 3. 3. 41 图 3. 3. 42 
其 三 ， 对 于 正八 面体 ,在 图 3.3.42 中 坐标 轴 上 分 别 取 
1 1 1 
A| 1a, 0, 0), B[o, 54: o), с — a, 0, o], 
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1 1 1 
D 0, 一 74， J ‚Е|о, 0, 14) ,F( 0, Û, — 54 , 易 知 八 面 体 
E-4BCD-F 十 二 条 楼 长 都 是 \/ Ta, WA E. AEDA, ACFB, 


зө 的 外 接 国 直 径直 都 是 \/ Za, EL E ETE. d=>d', 
其 四 , 对 于 正二 十 面体 , 我 们 假设 坐 
标 轴 O — zyz 的 原点 O 与 妹 心 合同 ， 图 
3.3.43 为 示意 图 ， 已 给 立体 的 十 二 个 项 D 
点 的 位 置 。 


按照 Pappus 命题 所 说 作法 ， 不 失 一 Š 


K 
般 性 ,我 们 假设 球 的 直径 为 2, XAME y 
单位 圆 ， 于 是 M 


x: y: d=an ° as: as, 图 3.3. 43 


x 2 
= 一 = (5-1) ,س پال‎ 
"ОЗ 3 (5—4/5) 


二 一 -一 2 
V3 3 (5 一 5) 
Mrs r, BRIAR: 以 二 者 为 半径 的 小 圆 所 在 平面 与 zOy 坐标 平 


2 
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面 间距 离 ， 图 中 


N 3 1 | м 3 r! 
A| 097 , G| 一 о-в, —z' |, 
2 r "M 之 2 r 2 z 
B (0, Ts z), H(0, r, —z'), 
МЗ 1 = r 
ds, as кз, а, e]. 
2 r, 91» 之 | ， 2 к, 2" z 
D (0, —r', z'), r| — З е, I. و | جس‎ 
2 2 
м 3 1 E 3 r | 
E| 1 —_+ |, M —, — ; 
2 Y, 2! ° ® 2 ' 2 © 
r-n, > z |. N([ 0, rs —z), 


计算 此 二 十 面体 的 楼 长 
2 
АВ =~ 3r=r= (V5—1) "Ez: 
= ВС=СА=1М=ММ= МІ. 
再 根据 位 置 关 系 分 三 类 验证 。 
(1) EA= AD = DB=BF=FC=CA= AK=KN=NG= 
GM=MH=HL. 
(2) EK=KD=DG=GF=FH=HE, 
(3) AK=BH=CG=DN=EL=FM, 
这 一 验证 工作 ， 要 经 过 无 理 式 恒 等 变换 ， 例 如 
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2 
I “一 | + (z چ‎ 


5-05 MET (5 TE e 5 - PA 3G—4/ 8) 25) + 


| 3+V5 /1 2227 0. 36 一 12 5. 
3805—35) N3 - 3 (5— 5) 
EA= (V 5—1) Ё 一 天 一 AB, 


类 似 地 计算 另 二 类 楼 长 部 相等 , 旦 等 了 
EA。 由 于 三 十 条 楼 长 都 相等 ,因此 彼此 组 成 Z 
的 二 十 面体 为 正 多 面体 ,而 所 有 顶点 都 在 球 
面 上 , 已 证 : 此 正二 十 面体 是 直径 为 2 的 球 
内 接 正 多 面体 。 Biid 

其 五 , 对 于 正 十 二 面体 ,图 3. 3. 44 AR 
意图 。 假 设 坐标 轴 O-zyz 原点 O 与 球 心 合同 。 示 意图 已 给 立体 二 
十 个 顶点 的 位 置 .我 们 借助 于 正二 十 面体 的 上 下 二 组 合同 小 圆 ,其 
rsr, ж, x' 不 变 , 再 记 出 二 十 个 顶点 的 坐标 :下面 十 个 顶点 是 上 
面相 应 顶点 关于 球 心 的 对 称 点 。) 

A (rsin 72°, rcos 72°, z) 

B (0, r, z) 

С (—rsin 72°, reos 72°, z) 

D (—rsin 36°, —rcos 36°, z) 
E (rsin 36°, —rcos 36°, z) 

Е (r'sin 72°, r'cos 72°, z') 

G (0, x, z!) 

H (—r'sin 72°, r'cos 72°, z!) 
J (—r'sin 36°, —r'cos 36°, zx!) 
K (r'sin 36°, —r'cos 36°, x!) 
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计算 此 十 二 面体 楼 长 , 当 是 4B 一 2rsin 36" 一 个 (V5 一 1D) ° 


2 3 5—7 5) 


EA=RS=ST=TU =UV =VR, 

再 根据 各 棱 相 应 位 置 关 系 分 两 类 验证 。 

(1) AH=BG=CK=DL=EF=RP=SO=TQ=UN=VM, 

(2) PH=HO=OG=GQ=QK = КМ =NL= LM = МЕ = 
FP, 
它们 都 与 棱 长 AB 相等 。 

以 上 已 证 十 二 个 面 都 是 等 边 五 边 形 还 可 以 计算 。 这 些 五 边 形 
对 角 线 长 都 相等 ， 命 题 验证 完毕 。 他 那个 时 代 他 怎么 会 在 《 原 
本 》 基 础 上 另起炉灶 ， 得 到 如 此 周到 的 一 系列 命题 值得 人 们 进 一 

=. #5 

本 段 述 Pappus 有 关 极 值 问题 二 则 

1. (MESS ND F 

"WAR ЕТИ B REUS RNR E E MEER FAR ,但 也 分 惠 
РАА УВ 最 令 吾 人 叹为观止 的 是 蜜蜂 。…… 蜂巢 
是 蜂蜜 储藏 的 仓库 ，… 蜜 蜂 企 望 它 有 均匀 的 图 案 一 一 等 边 等 角 图 
形 ， 能 够 铺 满 平面 的 正 多 边 形 只 有 三 种 : 正三 角形 ， 正 方形 和 正 
六 角形 。 蜜 蜂 凭 借 其 天 赋 ， 选 中 角 最 多 的 六 边 形 。 这 是 因为 使 用 
同样 多 的 晴 ， 正 六 边 形 比 之 三 角形 和 正方 形 具 有 更 大 面积 ， 因 此 
可 以 贮存 更 多 的 密 。 人 类 所 知 胜 于 蜜蜂 。 我 们 知道 在 周 长 相 等 的 
正 多 边 形 中 ， 边 数 愈 多 ， 面 积 合 大， 而 周 长 相 等 面积 最 大 的 平面 
ШЖ ЛЕШ.” 

上 文 是 Pappus 关于 平面 图 形 极 值 问题 所 作 正 确 论断 。 我 们 知 
道 周 长 都 等 于 4p 的 正三 角形 、 正 方形 、 正 六 边 形 所 具有 的 面积 分 
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别 为 人 43 рле. 770р?, pf, 2м 3 pr 和 1.16p?， 当 以 后 者 具有 


最 大 面积 。 

Pappus 的 论断 是 从 单个 多 边 形 考虑 的 。 还 应 把 多 边 形 作为 群 
体 考 虑 ; 蜂巢 用 正六 边 形 比 用 正三 角形 、 正 方形 构筑 ， 在 节约 用 
材 上 尤为 突出 。 我 们 可 以 对 照 图 3. 3. 45 左 正三 角形 、 中 正方 形 . 右 
正六 边 形 复 盖 平面 做 一 估计 : 构造 100 个 边 长 为 p 的 正方 形 , 使 拼 
成 边 长 为 10p 的 大 正方 形 ， 需 用 11 条 竖 、11 条 横 ， 共 长 10pX11 
x 2=220p МЖ; 而 这 个 大 正方 形 如 用 边 长 为 p 的 正三 角形 复 盖 ， 
约 含 正三 角形 230 个 ， 需 用 横 、 斜 材料 共 约 340p; 如 果 改 用 边 长 
为 p 的 正六 边 形 复 盖 ， 约 含 正六 边 形 39 个 ， 只 需 用 坚 、 斜 材料 共 
约 100p。 

总 起 来 说 分 别 用 正三 角形 、 正 方形 、 正 六 边 形 构 筑 蜂 集 ， 就 
个 体 而 言 , 相同 周 长 所 围 面积 依次 是 77 : 100 : 116; 就 群体 而 言 ， 
这 个 比 依次 是 100 : 220 : 340。 所 以 就 群体 而 言 在 节约 建材 的 效益 
X y xo SD T BS BUE fT. 

正三 角形 
TAVAVAVAYAVAY, 


WAYAYAYAYAYAYAYA 
DOOOOOOO 
X X X X X X X X 
59909090906 


т 


正六 边 形 


图 3. 3. 45 
从 蜂 房 结构 所 含 容积 与 所 用 蜂蜡 的 极 值 考虑 , 是 17 世纪 来 人 
们 感到 有 兴趣 的 问题 9。 


Ф S. ， 第 九 章 第 一 节 ， 三 、 立 体 体积 。 蜂 房 的 底 . 
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2， 等 周 问题 

Pappus 继 Zenodorus 之 后 在 本 卷 作 出 新 的 判断 , 论述 今 称 等 
周 即 极 值 问题 。 

1. 等 周 长 的 弓形 中 以 半圆 的 面积 为 最 大 。 为 命题 的 证 明 建 立 
二 条 预 理 ， 然 后 作 完 整 的 推导 。 

2. 球 的 体积 比 表 面积 与 其 相等 的 任何 圆锥 、 圆 柱 或 任 一 正 多 
面体 都 大 。 


四 、 卷 7 

所 谓 Guldin 定理 

今 称 Guldin 定理 , ЕР. Guldin (1577—1643, 瑞士 ) 重新 发 
现 的 命题 (1635 年 )。 

如 一 平面 闭 曲 线 绕 曲 线 所 在 平面 上 一 轴 (全 在 曲线 之 外 ) ЖЕ 
Fe 360° 所 构成 的 立体 体积 等 于 闭 曲线 所 围 面积 与 其 重心 所 转 过 的 
圆周 长 的 乘积 。 

Pappus 在 本 卷 已 记述 这 一 数学 现象 ， 但 未 给 证 明 。 

交 比 4 

经 过 O ЖЮ ВЗ ЖОА,ОВ,ОС,Ор. 
对 于 任 一 条 与 四 直线 相交 的 直线 ABCD, 


其 交 比 
АВ , ВС 
AD CD А С D 
ЖЕО (图 3. 3. 46) 
完全 四 边 形 的 对 合 点 图 3. 3. 46 


图 3. 3. 47 中 完全 四 边 形 4BCD, 如 果 它 的 六 条 边 与 另 一 直线 
ЕК 相交 ， 交点 依次 为 E,， F, G, H, J, K, 那么 交 比 E, K, J, 


@ Pappus 限定 与 四 直线 相交 的 直线 都 过 4 点 . 
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Н, Е, К, С, F 相等， Bil 
EK ЈК EK СК 


EH JH EF GF 

这 六 个 交点 称 为 对 称 合 点 。 

调和 比 

完全 四 边 形 一 条 对 角 线 被 另外 二 对 
角 线 分 割 成 调和 上 比 。 这 是 说 图 3. 3. 48 rh, 
完全 四 边 形 ABCD 的 一 条 对 角 线 4C RBD, k 
FH 分 别 内 分 于 E， 外 分 于 G 的 肉 比 和 外 比 B 
HE, АЕ: CE— AG : CG. G 

Pappus 定理 

这 一 射影 几何 著名 的 定理 在 本 卷 记 载 。# С 
命题 是 说 图 3. 3. 48 

“MRA, B, C 是 一 直线 g EZR, A, 
Вв, САЯ - ВЗА LZA, 则 4B' 与 4'B, AC' 与 4'C, BC' 5S B' 
C 三 对 直线 的 交点 卫 ，Y，2Z 共 线 ,”( 图 3. 3. 49) 

我 们 可 从 直线 BC. ADEF?, 
(Menelaus 定理 ) 得 

DZ EB' ЕС_ 


— 


G) EZ FB’ DCT’ 
MERAB, ADEF f: 
EX FA DB 


FX DA EB 1 
从 直线 4C' ADEF 得 
FY DC EA _ 
DY EC' FA 
又 从 直线 g, h 5ADEF, 运用 同一 定理 得 ， 


l, 


D ADEF 是 以 CA'，BC’ 48' 为 边 的 三 角形 ， 
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Gi) DB EA EC | 
l. EB FA DC ^" 
DC ЕВ FA 


EC ЕВ ° DA 


综合 关系 G), Gi) T . 2 . E1, № Menelaus 定理 之 逆 


为 真 ， 得 证 。 定 理 纯 粹 是 关联 性 质 〈 三 点 共 线 )， 不 涉及 之 间距 离 
及 顺序 。 

所 谓 Desargues 定理 

今 称 Desargues Е, ÆG. Desargues (1591—1661) 重新 发 
现 的 ,其 原始 设想 实 後 始 于 Pappus。 在 本 卷 有 命题 ， 相 当 于 说 : 
四 直线 a, b, с, d 有 六 个 交点 : В, С, 
D, Q, R, P, EPa 及 其 上 三 交点 B， 
C, D 都 视 为 固定 。 6, c,d 三 直线 位 置 , 
可 以 变动 , REP, R, Q 也 在 变动 , 图 
3. 3. 50， 上 为 初始 位 置 . 那么 5, c,d 不 
论 在 什么 位 置 , АЕ РЕР, с, а 
м, PZFP, b, CXF, Wc, 
X 交 于 Q'. 5]РР', QQ', RR', WAZ 
线 p, qr RAFS. 如 果 我 们 把 三 线 a， 
b, cs a'，6b'，c' 分 别 视 为 人 PQR， 八 P'Q'R' 的 三 边 。 那 么 上 面 的 
数学 现象 就 是 ，“ 如 果 两 三 角形 对 应 边 交 点 (B, С, D) KR 
(а), ЖАЛУ 286 (р, q, r) ЗЕН (S)， 这 就 是 Desargues 
定理 。 

所 谓 Simson 定理 

后 世 所 称 Simson (R. Simson, (1687—1768, Ж) 定理 ， 
# U SAY: 一 直线 上 任意 取 四 点 4，B,，C，D， 那 么 


1, 


图 3.3.50 


(D S., рр. 483—484 
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AD? * BC+ BD! - CA+CD? • AB+ BC * СА • AB=0, 

Brill Castillon-Crammer 问题 

“经 过 在 一 直线 上 的 三 已 给 点 作 三 直线 使 在 已 给 圆 内 构成 三 
角形 .” 是 本 卷 已 讨论 过 的 作 图 题 。.G. Crammer (1704—1752, 瑞 
+) 对 本 题 推 广 到 已 给 三 点 不 共 线 : 几 年 后 16 岁 意大利 少年 
Giodano 又 推广 到 经 过 =” 个 已 给 点 作 ” 条 直线 使 在 已 给 圆 内 构成 z 
MH, J. V. Poncelet (1788—1867, 法 国 ) 把 问题 推广 到 在 已 给 
圆锥 曲线 内 作 内 接 多 边 形 。 

N kE s T = fB FE 


这 是 本 卷 最 后 一 命题 并 作 了 证 明 : В 
“AABC HB 为 直角 ,使 二 直角 边 分 ALL 
别 分 为 AF : FB= BG: GC=AB : BC. 4 C 


连结 AG, CF T E, 那么 , BE | АС, 他 ? 
的 证 明 很 别致 (图 3. 3. 51). B 3.3.51 

证 明 HF AF: FB=BG :GC, AB: FB=BC :GC (© 
比 ) Ek AB: BC=FB : GC. 

从 假设 AB: BC=BG : GC, 
于 是 FB= BG。 

另 一 方面 ,如果 命题 为 真 , EI BE | AC, ШЖ E X D. МИЦ 
三 角形 知 AD: DB=AB : BC, №, AF : FB=AD : DB, W 
DF 5} / ADB. 

HE DG 等 分 BDC, EREM, ZBDF, / BDG 都 是 半 
АВ, ZFDG Жа, B, G, D, F 同 圆 ,而 BDF= ZBDG, 
那么 BF= BG. 这 恰恰 是 前 面 已 证 过 的 事实 ， 所 以 直线 BD EE 3-] 
AC 不 可 ,中 


(D 显然 Pappus 在 此 已 运用 反 证 法 ， 
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五 、 卷 8 

我 们 选 录 其 中 二 命题 

三 角形 重心 

图 3. 3. 52 中 , ADEF 三 顶点 在 外 接 
AABC HME. 已 给 BD : DC=CE : 
EA=AF : FB, BA AABC, ADEF В 
有 同一 重心 。 

证 明 : (ЖЖ) ЖЫ, К ЕВС, AC 
中 点 ， ЖЕ AH, BK, HK, HK 5 DE B 
XFL. AH, BK X TG, 为 A4BC HÊ 
Ù. Р АС=26Н, BG=2GK, 

X CA:AK=AB: HK=BG: С̧К = 
AG : СН, 
又 从 题 设 条 件 CE : EA= BD : DC, CA: АЕ= ВС : DC, sË 
AK : AE=HC : CD, Si AK : EK=HC : HD, ЖАК : EK= 
BH: HD, (ŽE) RCE: EK—BD: DH, (€w) G) 
而 AF : FB=BD: DC= (BD: DH) * (DH: DC) = (CE: 
EK) * (DH: DC), (ii) 
我 们 再 设想 ， 直线 LD 截 制 入 KHC 三 边 得 

HL: LK= (CE: EK) * (DH: DC), (iii) 
№ Gi), Gü) 得 到 AF : FB=HL: LK, 
X AB/ HK. AH, BK 为 直线 ， 交 于 G，FGL 也 是 直线 。@ 

BEE—GPUEEL-—LD, 作 CN / HK, KED ЕКРЕМ, 类 
似 地 ， 运 用 预 理 ， 

EL: LD= (EK: KC) • (CH: DH), (iv) 


图 3.3.52 


(D Pappus 在 此 命题 之 前 自 设 预 理 ， 相 当 于 Menelaus 定理 的 结论 . 
® 据 Pappus 另 一 预 理 获 证 . 
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从 上 面 G) xk CE: EK—BD : DH, 
因此 CK: KE=BH: HD—CH : HD. 
这 是 说 (EK • KC) : (CH: HD) =\, 又 从 Gv), % 
EL=LD, 
从 图 上 平行 线 易 得 结论 
FG: GL=AG : GH=2 :1, 

上 面 是 Pappus 用 综合 方法 的 推导 。 如 果 我 们 改 用 解析 几何 方 

法 ， 就 轻而易举 。 只 要 注意 到 二 点 已 (a, b), © (с, d) 连 线 分 


Nm :之 比 时 ,分割 点 坐标 是 RR| E, птш), у 


S (e, Р,Т (g, h), U G, k) 为 顶点 的 三 角形 重心 坐标 为 
е+ +] f+h+k 

3 , 3 ° 

在 贺 内 作 七 个 相 邻 正六 边 形 

这 是 一 道奇 特 的 作 图 题 ， 在 圆 内 作 七 个 合同 的 正六 边 形 、 其 
一 居中 央 ， 其 他 六 个 以 它 的 边 为 边 ， 对 边 是 已 给 圆 的 弦 ， 


图 3. 3. 53 
作法 : 图 3.3.53 右 ， 如 GEKZLNAM RE HK 上 的 正六 边 形 ， 
OKL 应 成 一 直线 。 EKOL, BE FP, OK=KL=LN. FEAOLN 
H, OL=2LN, 而 OLN==120°。 这 是 说 ， 人 OLN 是 确定 的 , H 
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此 ON : NL 也 是 已 给 比 , ON 又 是 已 给 和 , 那么 正六 边 形 边 长 NL 
也 已 给 定 。 
图 3.3.35 左 是 Pappus В. Ж AF = 42 ОР. AC= 


LAF HE AC HR, 使 含 60" 角 的 弓形 。 СЕ=-— AC, B| EB 


WA (弓形 ) T B, 然后 他 证 明 AB 是 所 求 正 六 边 形 的 边 。 证 法 如 
F: 
延长 BC ED, {@ВР=ВА„ FEDA, ABD 是 等 腰 三 角形 。 因 
为 EB Ж = Ъ#, АЕ, EC= ЕВ?, X АЕ: EB= EB : EC, 
AEABVAEBC., BBA 
AB! : BC2= AE! : BC2= AE : EC=9 : 4, 


而 вс= 24В= 2 Вр, Wl BC=2CD. (HEECF=2CA, 于 是 4AC : 


CF=DC : СВ, AD// BF, 
那么 BF: AD=BC:CD=2:1, ВЕ=2АР=2АВ„ M 2 DBC 
=Z ВрА=60°, Z АВЕ=120°, ЛАВЕ 与 所 求 作 NLO 合同 。 
上 面 我 们 从 T， Heath 二 卷 本 《和 希腊 数学 史 》 实 录 ( 译 )。 其 
实 从 他 所 提供 的 信息 : AOLN 既是 确定 的 三 角形 。 我 们 如 设 LN 
=z, WlOL-2x, ZOLN=120°, 那么 已 给 圆 半径 R= 二 x 十 4x :十 
2 ，z。2z， 方 ,那么 所 求 +, 即 正六 边 形 边 长 ,也 是 其 外 接 圆 半径 ， 
= 这 是 尺 规 作 图 可 作 的 线段 。 因此 Pappus 如 此 繁复 的 辅 
助 图 及 其 说 明 不 是 必要 的 。 


O 已 给 圆 的 半径 . 
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第 八 节 Theon 父 女 


—., Theon 

Theon (ТЕ БЛ E DU ,五 世纪 之 交 ) 亚 历 出 大 学 者 。. 曾 评注 Ptoleny 
的 名 著 《 天 文学 论文 集 》。 他 又 改编 和 评注 欧 几 里 得 《原本 》， 成 
为 后 址 阿拉 伯 文 译本 和 拉丁 文 译本 的 母 本 。 我 们 选 录 他 的 工作 一 
例 。 

他 运用 《原本 》 卷 2 命题 4, 解释 A 
Ptoleny 用 六 十 进位 制 数 4500° 的 开 
平方 问题 ,并 附 图 说 明 算 法 原理 。( 图 er 
3.3.54) 先 求 平方 根 的 整数 部 分 
[-/4 500]=67, 得 初 余 4 500—677— E 
11。 然 后 又 用 六 十 进位 制 把 平方 根 相 y 


、 55' 3688"40" 
MER B с 
` 4 500 = 67-- == 80 ^ O , 使 图 3.3.54 
ETE 1], Je [z] =4 及 次 余 
. 2X67X4 4^ 7424 | 4) z= 424 
为 11 60 60 60 ° 又 使 2 义 67 十 60 62 60? Ж 


[y] =55， 管 数 是 /4 500221, 7; 4, 55, 


我 国明 朝 《永乐 大 典 》 卷 16344 有 开 方 图 , 记 M71 824 一 268 
的 全 过 程 ， 插 图 与 Theon 所 作 图 3. 3. 54 很 合拍 。? 

=. Hypatia 

Hypatia (370—415) Theon 的 爱 女 。Heath 对 她 有 很 高 评价 。 


Ф 沈 康 身 ,《 九 章 算 术 》 导 读 ， 湖北 教育 出 版 社 ，1997，p. 284~285 
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ЖАШ ы E 


她 是 一 位 有 非常 成 就 的 女 学 T 
s. own sar 8 72 
英雄 。 她 俊秀 , 她 辩 才 过 人 。 2222 
她 继父 业 评注 Apollonius 和 ОА 
Diophantus 名 著 。 在 亚 历 山 Т me . 
大 柏拉图 学 院 任 哲 学 教授 。 aen] 
Synesius 神父 称 她 是 ht ES ү 
“母亲 、 大 姐 和 尊敬 的 老师 >， SS Ip 
好 是 社会 活动 家 ， 与 当代 名 йч жесе үс 
流 接触 频繁 ， naamat yA а рш 人 
宗教 原因 遭受 提督 Orester A KU 77А PAY 
所 鼠 。 一 天 在 回 家 途中 被 暴 > Ne 天 
徒 拉 出 马车 , 推 揉 着 , 关 进 教 全 V 
d REKE, MBR RN (0 
残忍 地 把 她 杀害 。 жк À SR 
得 粉碎。 当时 国王 
Theodosius 禁止 治 民 信仰 ET 
希腊 教 ，392 年 就 下 令 拆 除 
希腊 神 庙 殿堂 。 藏 有 丰富 和 硕 
腊 图 书 的 Serapis 神 庙 与 30 万 种 手稿 同时 被 焚毁 。《 古 今 数 学 思 
8) (Е? М. kline 写 书 至 此 ， 深 叹 : “亚历山大 著名 女 数 学 家 
Hypatia 的 命运 标志 着 这 一 时 代 的 终结 。” 


图 版 3. 3.1 Hypatia WE 
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公元 前 5 世纪 以 后 ,印度 次 大 陆 先后 遭受 波斯 及 希腊 入 侵 , 亚 
历 山 大 一 世 于 公元 前 325 年 才 分 海陆 两 路 撤军 。 施 陀 罗 改 多 
Chandra Gupta 于 公元 前 4 世纪 建立 孔雀 王朝 , 定 都 华氏 城 ( 今 巴 
FIP 文治 武功 ， 国 力 强 局。 公元 前 3 世纪 名 君 阿 育 王 (Asoka) 
信奉 佛教 。 公 元 前 1 HEEL RR EMI, 即 我 国史 书 《 史 记 》《 汉 
书 》 所 记 大 月 氏 人 所 建 。 张 赛 〈? 一 公元 前 114) 访问 此 邦 。 公 元 
前 1 世纪 20 年 代 以 后 ， 贵 霜 王 朝 衰 亡 ， 其 后 笈多 王朝 于 320 年 兴 
起 ， 首 都 仍 是 华氏 城 ， 国 王 为 月 护 王 ， 后 其 子 海 护 王 接 位 ， 国 运 
隆昌 ,我国 东晋 僧 法 显 在 此 时 期 (399—412 E) 旅居 印度 。 公 元 5 
世纪 下 半 叶 北方 游牧 民族 路 了 基 人 入 侵 ，6 世纪 时 笈多 王朝 日 汤 误 
微 ， 忠 雯 人 进入 印 境 后 ， 就 接受 印度 文化 ， 保 护 印度 教 ， 重 建 寺 
庙 。 著 名 阿 施 陀 石 帘 就 在 此 时 期 建成 。 

公元 528 年 唉 菊 王 被 当地 部 落 武装 力量 击败 , 省 逃 。 德 里 附近 
小 邦 坦 尼 沙 在 6 世纪 末年 逐渐 强大 ， 于 606 ЕЖ Н Е (Harsha 
Vardhana) 即位 ， 国 势 日 盛 ， 拥 有 象 军 五 千 ， 骑 兵 二 万 ,步兵 于 
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图 版 4.0.1 
万 ， 他 不 断 扩 张 领土 ， 史 称 “ 练 兵 聚 众 ， 所 向 无 敌 ， 象 不 解 通 ， 人 
不 释 甲 ， 居 六 载 而 四 天 竺 之 君 此 北面 以 臣 之 ”建国 名 羯 若 鞠 阔 ， 
唐僧 玄 柴 适 于 此 时 游学 印度 (629—642) 在 首都 曲 女 城 佛教 大 会 
上 应 邀 讲学 18 X, 和 戒 日 王 给 予 隆重 礼遇 。 当 时 印度 主要 文化 中 心 
是 印 北 那 烂 陀 (Nalanda)。 玄 装 《 大 唐 西 域 论 》 记 那 烂 陀 寺 有 学 
生 一 万 人 ， 其 中 不 少 是 外 国人 来 此 留学 。 寺 内 设 研 究 机 构 ， 虽 以 
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宗教 经 典 为 主 ， 但 也 包括 各 种 学 科 。 

10 直 纪 末 以 后 ， 印 度 不 断 遭 受 外 族 侵略 。 阿 富 汗 知 色 尼 王 朝 
苏丹 最 先 征服 印度 西北 部 ， 逐 渐 以 伊斯兰 教 统一 全 印 。 伽 色 尼 王 
朝 于 1186 年 为 廓 尔 王 朝 (Chania, 1152—1206) K. RRES 
也 信奉 伊斯兰 教 。 此 后 三 百 余年 间 ， 王 朝 展 有 更 和 迭 ， 史 称 德 里 苏 
ЖЕ (1206—1526) 


六 种 数学 典籍 


自从 1922 FREES REISER, ABEYE, 印度 文 化 
还 可 上 潮 到 公元 前 三 干 纪 。 从 现存 文献 看 ,古代 《 喘 陀 》( 公 元 前 
13 世纪 至 前 7 世纪 间 续 成 ) 其 颂歌 、 诗 篇 显示 印度 高 度 文化 ， 其 
中 存 数学 知识 。 公 元 5 世纪 以 来 , 数学 家 辈出 , 专著 保存 完整 ,本 
编 述 其 最 重要 6 种 。 

《至 坛 建筑 法 典 》(The Sulbasutras, 约 公 元 前 4 世纪 ) 为 呐 陀 
文书 。 

《 阿 耶 波多 文集 》 (Aryabhatiya，499) 作者 阿 耶 波多 
(Aryabhata 或 译 圣 使 476 一 约 550) 

《婆罗 摩 修正 体系 》(Brahma-Sphuta-Siddhanta) 作者 婆罗 摩 
笈多 (或 译 栖 藏 ，598 一 665 后 ) 

GT $1833 ) (Ganita-Sara-Sangraha) 7F BÉ in| 2 (Mahavira 
或 译 大 雄 ，9 世纪 ) 

(ЕЗ E FR ) (Bakhshali MS) 作者 佚名 , 系 桦 树 皮 上 手 抄 
本 ， 于 1881 年 出 土 ， 含 数学 文书 ， 原 件 约 为 10 世纪 时 手 抄本 。 

《天 文系 统 极致 》 (Siddhanta Siromani) 内 含 《 丽 罗 娃 只 》 
(Lilavati, 1150) (ЖАТР) CVija-ganita) 二 章 ， 分 别 讨论 不 同 
内 容 的 数学 知识 ”作者 婆 什 迦 罗 (Bhaskara, 1114—49 1185) 

印度 学 者 对 印 算 的 研究 是 从 B，Datta (1888—1938 以 后 ) F 
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始 的 。 在 本 编撰 写 中 ， 主 要 参考 的 印 算 专 著 有 

B. Datta%A. N. Singh, History: of Hindu Mathematics, 
2 vols, Lahore, 1935, 1938 

C. N. Srinivasiengar, The History of Ancient Indian 
Mathematics, Calcutta, 1967 

A. K. Bag, Mathematics, in Ancient and Melieval India, 
Varanasi, 1979 

T. A. S. Amma, Geometry in Ancient and Medieval India, 
Delhi, 1979 
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第 一 章 家教 经 典 中 的 数学 


ЕНЕ ЛЕТА КЕЯ. Хн. НАЕ. кА 
MAH. АЛЕ, Pe ENRÉEE RB]. АКВ 
ГТА ТТА REO HAR, ЖЕЛКЕ], 
Ж ти Ж ШЧ HFK, 小 风门 是 天 之 骄子 。 人 称 当 时 文化 为 也 陀 文化 。 

公元 前 6 世纪 悉 达 多 CREE SE) UAA, TE (CREE) A 
及 婆罗 门 等 级 制度 。 与 此 同一 时 期 瓦尔 达 玛 那 (Vardhamana) 创 
LRA, 也 否定 《 喘 陀 》 及 其 等 级 制度 , 但 教义 与 佛教 有 别 。 Ж 
那 教 也 有 许多 传世 经 典 ， 后世 又 有 不 少 注释 文本 。 

宗教 经 典 离 不 开 空间 形式 和 数量 关系 ， 因 此 也 刊载 有 各 种 数 
学 知识 。 


第 一 节 (3 3k # ok pk) 


WB PET Ж # {ЕД G W[ 4 НА Её зу fL EYN (公元 前 
324—185) 文治 武功 著称 一 时 。 当 时 印度 信奉 婆罗 门 教 ， 宗 教 活 
动 中 重视 圣 坛 建筑 ,其 建筑 法 典 成 为 重要 喘 陀 文化 文献 。1983 年 
S. N. Sen HI A. K. Bag 从 焚 文 本 《 圣 坛 建筑 法 典 》 (The 
Sulbasutras) 用 英文 译注 , 由 印度 国家 科学 院 出 版 ， 全 书 四 编 , 下 
分 章节 ， 我 们 选辑 有 关 文 献 十 则 。 


@ 由 于 最 早 译 者 的 信 俐 偏 匈 ， 汉 译 vida REE. 
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一 、 几 何 

1. 长 方形 的 长 、 宽 上 的 正方 形 面 积 ОШ) 等 于 它 对 角 线 上 正 
方形 面积 (2.1.4, 3.2.7, 4.10.10)„® 

其 中 2. 1. 4 举 出 特例 ， 当 宽 是 1, 长 是 3 的 长 方形 ， 其 对 角 线 
上 正方 形 面积 为 10。B. Datta 揣测 当时 证 法 。 

图 4.1.1 中 [JABCD=[]BK+[]DE+4AAEF=[]DH+ 
[]DE--4AAEF 
fil JABCD—[ ЕН -AAAE, PHIL IDH-HLIDE-DL]EH9 

在 《法 典 》 全 书 出 现 6 2HSEAZJ ORI 
3, 4, 5; 12, 5, 13; 13, 8, 17; 7, 24, 25; 12, 35, 37; 15, 


36，39。 此 处 还 出 现 二 组 分 数 勾 股 数 ， 24, 6, 61. 7 5, 10, 


图 4.1.2 


图 4.1.1 


2， 作 正方 形 等 于 二 已 给 正方 形 之 和 (1.2.1). 
作法 : 相当 于 说 ， 如 ABCD 是 已 给 大 正方 形 ，p 为 已 给 小 正 
方形 的 一 边 。 取 AF ，DE 各 等 于 p， 作 长 方形 AFED， 连 接 AE, 


Ф 2.1.4 指 《法 典 》 第 二 编 第 一 章 第 四 节 ， 下 仿 此 . 
© 这 是 用 出 入 相 补 原理 推导 勾 股 定理 的 印度 方法 . 
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则 
L lAaE=[]AD+[JDE=[ ]AD+[ р ( 4.1.2) 
原著 无 证 。 БЛ Раца 补 证 : [ JABCD--[ ]CGHI — AADE- 
AAEF + AEGH + AEHJ + []BLJF = AABK + AAEF + 
AHIK+AEHJ+[JBIJF=[JAEHK, CG= p, 
因此 AD: + р АЁ?„® (图 4.1.3) K 
3， 作 正方 形 等 于 已 给 正方 形 的 2 f, 
(3.4. 7), A 
作法 : 设 已 给 正方 形 边 长 为 z， 作 一 等 
腰 三 角形 ， 使 其 底 长 为 G—1) a, EKA 


y CD a, 则 三 角形 的 高 是 所 求 正方 形 р 
i. 图 4.1.3 
原著 无 证 。 后 人 补 证 ， 半 底 是 二 Cn 一 1)a EA AGE RS E 


方 =| 二 om 十 Da 一 | 1а) =a, 
4. 作 正 方形 等 于 二 已 给 正方 形 之 差 (1.2.2), 
作法 : 如 ABCD 是 已 给 大 正方 形 , EFGB 为 另 一 小 正方 形 。 延 
长 GF 与 4D ЖЕН, 以 G ЖСН HYBE, KAB FP, Yl 
(图 4.1.4 左 ) 
ВР?=СР*— ВС*==СН*— BG’= AB! — ВС, 
ДИ Ж ЖИЕ, В. Datta 为 补 证 (图 4.1.4 右 )。 
口 PGFH =4 直 角 APGT 十 门 T7KZ 
=2APGI+2APGI+[ МӘКТ. 
—-[]1PBGI --L]PBGI -LUJKL 


(D Datta 的 推导 恰 与 我 国 三 国 时 赵 夹 色 股 贺 方 图 注 一 致 ,参见 本 大 系 第 三 卷 pp. 
29 一 31. 
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А 
РА 

\ 
1۸ 


图 4.1.4 
=[ JPBGI+[ JIJKL+[ ]|MBGJ+[ 1PMJI 
—[JPBGL--L]IHJKL--LJJGEK 4-L]MBGJ 
—[JPBEL--[1MBGJ, 
这 就 是  []PBEL-—[]PGFH —L]MBGJ, 
也 就 是 说 。 BP:= A4B: 一 BG’。 


5， 正 方形 对 角 线 长 是 边 长 加 上 它 的 二 ， 又 加 上 它 的 二 的 十， 
再 减 去 它 的 村 的 才 的 3 (1.2.12). 
如 果 取 单位 正方 形 ， 命 题 是 说 
ll 1 
V2=1+ 3 3X4 3х4х34” 
等 式 右边 约 等 于 1. 414 215 6 与 V 2 真 值 有 相对 误差 2X10s。 
6， 圆 面积 等 于 它 的 [外 切 ] 正方 形 面积 减 去 它 的 二 ,又 加 上 
ERI, HIS), ARMEER TB. B], MEE С-В 
I 4.2.10), 
如 果 取 单位 圆 ， 命 题 是 说 


Oda Au 1 1 1 
x—4|l—g T8X29 8x29x6 8x29x6X8/' 
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等 式 右 边 约 等 于 3. 514 687 1. 岂 与 x 真 值 有 相对 误差 达 12. 994, 
7. 正方 形 化 为 等 积 的 圆 (1.2.9)。 
作法 : 相当 于 说 ， 已 给 正方 形 4BCPD， 要 求 作 圆 O 使 与 它 面 
积 相 等 。 以 O Ab, MOA 为 半径 作 弧 ， 交 直径 OG T E. WGF 


Lea, ШОР 为 所 求 图 的 半径 (M4 1.5), 

后 人 评估 说 名 ， 如 记 已 给 正方 形 边 长 为 
2a, 则 圆 半径 x=OF 二 | 1 十 二 | (V3—1)a= ^ 
| + (2 十 V 2) a。 以 《法 典 》 命 题 1. 2.12 所 
说 


y 1 
一 1 十 于 MESTE 3X 4X34 图 4.1.5 


КА, BIO MEYE xr^—3. 998 9a., 
同一 建造 神 坛 问题 招引 希腊 人 化 贺 为 方 ， 印 度 人 又 化 方 为 
圆 。 后 者 虽 为 近似 作法 ， 也 有 一 定 精度 ， 如 以 有 八 位 有 效 数 字 的 


xr, 2 计算 ， 圆 面积 应 是 4. 069 009 64a*?， 相 对 误差 为 1.7%。 


二 、 不 定 分 析 
婆罗 门 教 圣 坛 平面 图 形 有 各 种 形状 《法典 》 规 定 所 有 圣 坛 用 
硫 块 数 应 是 200 整数 ; 而 且 用 三 种 、 四 种 或 五 种 .…… 不 同形 状 砖 块 


铺 砌 。 每 种 砖 块 各 自 有 确定 面积 ， 要 求 砖 块 面积 总 和 是 7 gk 


(purusha) ,我 们 如 设 有 五 种 砖 块 ,每 块 分 别 有 面积 P 


1 1 
"n'p 


O 印度 学 者 多 次 误 算 为 3.088 或 3.0885， 后 者 如 Sen，p、161 
@ Sen, р. 161 
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lg (purusha) 9, ЖИК х, у, z, u, wk, 那么 圣 坛 砖 块 铺 地 


问题 成 为 解 不 定 方程 组 
eee 
2 z и W (ж) 
LU RR MEM. 
《 圣 坛 建筑 法 典 》 第 一 编 第 8 一 21 章 就 详细 讨论 这 类 问题 。 化 
圆 为 方 〈1. 2. 10) ， 化 方 为 圆 0.2. 9) 等 命题 就 为 建造 神 坛 服务 。 
此 外 是 计算 铺 地 用 砖 问题 ， 我 们 酌 录 三 题 .: 


1， 计 算 由 三 种 方 砖 铺 地 用 砖 数 (1，8. 14 一 1，8. 18) 。 图 版 


(D т, Ns Ps 94, r 都 是 待定 有 理 数 ， 
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4.1.1 由 1，2，3 三 种 方 砖 铺 砌 的 圣 坛 平面 图 形 中 央 主 体 、 两 愤 
(图 中 只 画 右翼 ,下文 仿 此 ) 尾部 用 砖 块 数 《 法 典 》 计 算 结 果 如 下 


其 主体 正方 形 、 两 咽 、 尾 部 、 长 方形 都 由 三 种 正方 形 砖 镶嵌 、 措 
配 、 构 图 本 身 又 是 很 艰巨 的 几何 问题 .此 外 还 要 求 这 200 块 砖 面积 
适 是 7 六 面积 单位 ， 又 是 很 难 的 代数 问题 。 


2， 计 算 由 四 种 砖 块 铺 地 用 砖 数 (1. 9. 2 一 1. 9.6. 图 版 4. 1. 2 
IHl, 2, 3, 4 四 种 砖 铺 砌 。《 法 典 》 先 标记 这 四 种 砖 块 的 大 小 


] See 24x24. Jp (angula) , 9 
2 H fE .s..s..s......................36> 24 方 安 ， 
3 号 砖 …… 660419 方 安 ， 
Е M MM не аз 45455965 ]10 12 Jr. 


《法 典 》 细 致 地 列 出 此 圣 坛 所 需 各 种 砖 块 数 : 


(D 《法典 》 第 一 编 开 头 有 长 度 换 算 ， 1 安 相 当 于 14 粒 谷子 长 ， 而 120x120 方 安 


IK, RREH, XX m. n. p, 0 分 别 是 25， PE 50, 100. 
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图 版 4. 1. 2 
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不 难 验算 这 些 砖 块 共有 面积 108 000 方 安 一 7 Qs 满足 条 件 , 但 


是 从 方程 组 ( * ) MERE mM, п, Б, 9, RH zs у, 2. «XK 
“AEE: ЛИНЕ НЕКЛЕ КЕ а Ў РЕ, TUEN 
度 先 民 的 非凡 代数 和 几何 解 题 能 力 。 即 使 把 条 件 (x ) 减弱 到 解 


| 
r (ж х) 
+=? i. 
求 满足 是 (x x) Hm, n, x, y ОЕ) 解 且 排出 规范 的 几何 
图 形 也 是 煞费苦心 的 难事 。 更 感到 有 趣 的 事 是 ,如 果 对 比 我 国 南 
打数 学 家 秦 九 韶 的 有 关 工 作 ,。 中 印 两 国 不 定 方程 都 以 铺 砌 地 面 
砖 块 多 少 作 为 具体 模型 出 现 。 

3. 计算 由 五 种 砖 块 铺 地 用 砖 数 (1.10. 10 一 1. 10.14). 

HIK 4.1.3 H1, 2, 3, 4, 5 五 种 砖 块 铺 砌 成 飞鸟 形状 的 圣 坛 
平面 图 形 《 法 典 》 计 算 它 的 头 部 、 主 体 、 两 翼 、 尾 部 用 砖 数 如 下 
表 。 原 著 还 作 详 图 说 明 这 五 种 砖 尺 寸 细节 ， 这 里 略 去 ， 图 中 右 下 
角 为 头 部 另 一 种 拼 法 。 


O BRE (KK) #+ЖЕЁрр. 374—378. 
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图 版 4.1. 3 


《法 典 》 还 把 条 件 〈* ) 进一步 拓 广 到 十 种 类 型 的 不 同 砖 块 ， 使 
铺 成 飞鸟 形状 。 砖 块 总 数 、 砖 块 总 面积 数 仍 按 规定 不 变 (1. 11. 5~- 
1.11.6) ННЯ, т, n. р, g, r, °, Z, у, Z, u, 
ш, eee EE. PERRETE, ELA A iyi, 


第 二 节 者 那 教 经 典 


上 世纪 60 年 代 以 来 印度 学 者 除了 对 婆罗 门 教 《 圣 坛 建筑 法 
典 》 数 学 内 容 作出 研究 而 外 ， 对 者 那 教 经 典 也 相继 销 研 ， 也 有 收 
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获 。 在 印度 数学 通史 中 二 者 常 相提并论 ， 认 为 需 那 教 数学 在 全 部 
印度 数学 中 起 到 重要 作用 电 。 我 们 以 时 代 前 后 为 序 ， 选 录 数 则 。 


一 、 公 元 前 4 一 前 2 世纪 
在 这 一 时 期 经 典 中 已 出 现 圆 及 其 部 分 的 度量 关系 公式 : 
1. 圆周 一 /10 直 径 ; 


2， 圆 面积 一 二 周 长 X 直 径 ; 


з. SEHE 5 〈 直 径 一 矢 ); 


4 зик Ge BE X5; 
5， 从 马 形 的 弦 、 矢 可 求 ， 
Ap org? 
@=— 1—3 
6. 50 (< 半圆 ) 弧 长 =M6 X!— 32, 


二 、3 世纪 2 。 

孝 那 教徒 普 林 加 那 (Plingala) #Chchanda-Sultra, HRA Æ 
排列 组 合 的 研究 成 果 ， 

对 于 1，2，3，…， 字母 写 出 的 不 同 排列 组 合 关 系 ， 相 当 于 
说 

Pi=n, Pn (n—1), +, Pi—nm! 


"|= B "| (n—1) =: (n—1-kr) 
2 r! 


"CHE 


r 
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=. 8 世纪 中 

3$ 98528 GE HE dL AEN. (Virasena, 710—790) 专著 Dhavala Tika 
(对 Salkhandagama 的 注释 ) 有 三 项 重要 成 果 : 

1. 直径 的 16 倍 , 加 上 16, 以 其 和 除 以 113 后 加 上 直径 的 3 fi 
是 圆周 长 的 准确 值 。 这 是 说 


圆周 长 一 16416 за, 
印度 学 者 TA. S. Amma 作 评 注 说 ， 分子 中 那个 常数 16 是 
ram. 如 果 把 它 删 去 ， 那 么 就 成 为 著名 的 近似 公式 34， 
ЖЖ а, F Ей b, mH, KI 的 堤 土方 
= (a+b) М, 


3. 维 罗 圣 奴 还 在 他 的 Dhavala Tika FE 26 H [Bl 6 ЖЕМЕ 
A ,推导 过 程 很 别致 。 设 圆 台 上 下 底 直 径 为 a,5, 高 为 h。 先 考虑 控 
去 以 a 为 直径 ,h 为 高 的 圆柱 。 然后 把 空心 圆 台 (图 4. 1. 60 8JT , Ж 
成 有 相同 体积 的 五 面体 (《 九 章 》 称 为 羡 除 ) 再 用 类 似 于 刘 徽 在 
求 警 曼 体积 公式 所 用 无 限 分 割 方法 ， 把 这 个 立体 体积 归结 为 一 系 
列 由 体积 构成 的 无 穷 数 列 和 。 把 空心 圆 台 体 积 视 为 其 部 分 和 的 极 
о 维 拉 圣 奴 的 运算 过 程 我 们 用 图 式 〈 图 4.1. 6) 解释 如 下 : 


三 、10 世纪 
在 10 世纪 时 ， 者 那 教 经典 的 注释 者 Halayudha 作出 一 张 图 
( 4.1.7) 名 为 Miri Prastara。 图 中 每 方 格 中 的 数 刚 好 是 上 层 相 


中 Аь., p. 76, 154 
© Am., p. 397 

@ Am. pp. 203—205 
@ Am., pp. 201-202 
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NEST LSU 
-| 42 | qa a)h+2 


=| 2 Tp 
EE ~ ff- 


x(b—aYh. 1 
4 


SN 


-| Ra һ+-үаФф—а)В+? 


— „ү? 2 
z e) at ав-ав 1 十 二 十 +) +) 


4 
— | کے‎ 2) E rp х(ф—а)*%Һ, 4 
(Za һ+-га% a)h+ 16 3 
| abt | 
3 5 


= 


图 4.1.6 
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邻 数 之 和 ， 从 数 的 构造 来 看 : 
n+l 


图 4.1.7 
我 国 称 为 贾 宪 (11 世纪 ) 三 角形 。@ 


四 、11 一 12 世纪 

由 于 宗教 信仰 ， 印 度 很 早 就 出 现 了 幻 方 ， 他 们 以 为 佩带 金属 
或 玉 片 幻 方 图 样 能 够 避 玫 。 星 相 学 者 又 以 幻 方 附会 星象 。 后 来 也 
引起 数学 界 的 兴趣 ， 作 系统 研究 ， 讨 论 其 形式 及 其 构造 法 。 在 廓 
^R Chanla 王朝 的 古城 Khajunho 发 现 @811 一 12 世纪 时 制造 的 者 那 
教 教徒 石刻 四 阶 幻 方 这 是 完美 幻 方 〈 图 4. 1. 8) ， 这 是 完美 幻 方 的 
首 见 例 。 


(D Sr., p. 28. 
Q 参见 本 《大 系 》 眷 5 pp. 37—40. 
@ Sm. y vol. 2, р. 594 
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É 4.1.8 


完美 幻 方 指 方 阵 中 纵 列 、 横 行 、 主 对 角 线 以 及 所 有 左右 对 角 
线 上 四 元 素 的 和 都 相等 。 本 例 这 个 和 是 34。 而 且 如 把 四 个 元 素 组 
成 的 四 个 方 阵 分 成 两 组 : EE, EF: 右上 ， 右 下 。 则 前 者 二 排 
Ef, 后 者 二 排 下 行 元 素 和 都 等 于 19。 前 者 二 排 下 行 ,， 后 者 二 排 
上 行 元素 和 都 等 于 15。 如 把 它们 分 成 两 组 : 左上 , 右上 ; ЕЕ, 右 
下 。 则 前 者 二 排 左 行 , 后 者 二 排 右 行 元 素 和 都 等 于 9。 前 者 二 排 右 
ÍT, 后 者 二 排 左 行 元 素 和 都 等 于 15。 
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阿 耶 波多 〈 约 476 一 550) 生 于 华氏 城 , 受 教育 于 柯 苏 布 罗 城 。 
499 年 著 《 文 集 》, 长 期 失传 。 至 1864 EME RE + FERED 
本 ,后 译 为 英文 ,图 版 4. 2.1 WK. V. Sarma EX EIER ВЕ. 
印度 第 一 颗 人 造 卫 星 名 阿 耶 波多 号 , 于 1976 年 发 射 , 就 是 为 纪念 
他 1500 周年 诞 展 。 阿 耶 波多 是 印度 第 一 代 知 名 数学 家 , 天 文学 家 。 


Ж- Т (BR 32 KF) dui 


《文集 》 共 有 诗 121 17, PARE. HUE. Dk. RRES, 其 
中 第 2 章 论 数学 ， 共 有 诗 33 节 。 

08 2—10 (Bhaskara 6 世纪 下 半 叶 ) 学 术 活 动 在 伐 拉 
# (Valabhi) 一 带 。 他 受 学 于 父亲 , 是 阿 耶 波多 学 派 重 要 人 员 。 他 
为 《文集 》 作 注 。《 文 集 ， 数 学 》 及 其 婆 氏 注释 足以 代表 记 6 世纪 
止 印 度数 学 水 平 .@ 

阿 耶 波 提 纲 絮 领地 阐述 数学 各 个 分 支 ， 内 容 广 泛 。 他 师承 于 
本 民族 及 希腊 数学 成 果 ， 对 后 世 数 学 发 展 施 予 深刻 影响 ,我国 古 
代 历 算 专著 对 之 也 有 部 分 引 录 。 从 英文 译本 我 们 全 文 译 述 .8 为 便 
于 阅读 ， 全 文 之 前 分 科 作 目录 ， 括 绝 内 数字 为 原著 节 号 ， 


(D 公元 12 世纪 时 还 有 同名 印度 数学 家 ， 本 编 径 称 婆 什 迎 罗 . 为 示 区 别 ，6 世纪 
d SEIS — ti. 

© Ж K.S.Shukla&. A. К. Bag 英 译本 :Aryabhatiya，New Delhi, 1976, ПЖ Ж 
者 1984 
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算术 

DEKE (2) 

@ 数 的 平方 、 立 方 (3) 

@ 开 平方 法 (0 FANE (5) 

@ 分 数 通 分 、 除 法 (27) 

OZEE (26) 

OER ОЙДЕ) 法 (28) 

DEHA (31) 

代数 

中 一 元 一 次 方程 (30) 

四 线性 方程 组 (29) 

@ 一 元 二 次 方程 (25) 

@ 二 次 方程 组 (23, 24) 

OFAI (19，20)， 高 阶 等 差 数 列 (21, 22) 
几何 

三 角形 (6) (7) 梯形 (8) 平面 图 形 面 积 (9) 
QA (10) 

(Ө) АЈ ЕН (17) 

OFRER (17, 18) 

O= (6) 

ORR (7) 

测量 与 三 角 

QD 测量 与 作 图 (13) QERRE (11) 
ORK. tm (15, 16) DIEZ 3632488 AE (12) 
不 定 分 析 

粉碎 法 (FER) (32, 33) 
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第 二 节 《 阿 耶 波多 文集 。 数 学 》 


1. ТЕО] 

[Eg]. B. H. ЖЕ, $E. KH. KE. KE. LE 
WH EMILRE., R £ # kl ACE E 3E (3 B P BJ WS ЕРА 
pro 宣示 知识 。 

2. 前 面 十 个 数位 

j. T. B. T. B. TZ. ар. FRB. K. TE, Ж 
次 地 后 一 位 数 比 前 一 位 大 十 倍 。 

3. a 一 b 正方 形 与 平方 

等 边 、 等 对 角 线 的 四 边 形 以 及 它们 的 面积 称 为 正方 形 ， 两 等 
量 相 乘积 是 平方 。 

3. c-d ”立方 体 与 立方 

三 个 等 量 连续 相 乘 积 等 于 有 十 二 条 等 边 的 立方 体 体 积 ， 称 为 
立方 。 

4. 平方 根 

[从 最 后 一 节 奇 位 减 去 尽 可 能 大 的 平方 值 后 ,在 平方 根 线 上 记 


D 巴特 那 古 称 Kusumapura.、 法 显 及 玄 瞧 译 华氏 城 . 
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下 这 个 减 数 的 平方 根 ] 总 是 对 [ 右 侧 ] 偶 位 除 以 平方 根 的 二 倍 。 
然后 从 EM] 奇 位 减 去 [ 商 的 ] 平方 。 在 下 一 位 记 下 这 个 商 
[这 就 是 说 ， 在 平方 根 线 上 已 记 数字 的 右 侧 」 这 就 是 平方 根 。[ 如 
果 右 侧 还 有 数 ， 就 重复 这 一 手续 ]。@ 

5. 317518 

[从 最 后 一 节 的 立方 位 减 去 尽 可 能 大 的 立方 值 后 ,在 立方 根 线 
上 记 下 这 个 碱 数 的 立方 根 。 在 最 后 一 节 立 方位 的 右 侧 ] 第 二 个 非 
立方 位 除 以 [ 刚 求 到 的 ] 立方 根 的 平方 三 倍 ; [然后 从 第 二 个 非 立 
方位 数 右 侧 ] 第 一 个 非 立 方位 减 去 商 的 平方 及 [立方 根 ] 的 三 倍 
乘积 。[ 然 后] 从 立方 位 [在 第 一 个 非 立 方位 右 侧 ] 减 去 商 的 立方 。 
[在 立方 根 线 上 在 已 记 下 的 立方 根 右 侧记 下 这 个 商 , 把 它 看 成 新 的 


Ф 举例 ， 求 55 225 的 平方 根 ， 以 。，e 分 别 表示 被 开 方 数 的 奇 位 、 偶 位 :; 
о е о e о 235 


5 5 2 2 5 平方 根 线 


REKET, eee 4 
除 以 根 的 二 倍 ，…… 4) 1 5 (3 
1 2 


2 

减 去 商 的 平方 ，.……………… 9 

除 以 根 的 二 倍 ，……46) 2 3 2 
2 3 

减 去 商 的 平方 ………… 


运算 完毕 .平方 根 是 235， 余 数 是 0. 
© 方 括号 内 文字 是 朔 什 迎 罗 一 世 等 后 人 补 作 . 
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立方 根 。 如 果 右 侧 还 有 数 ， 就 重复 这 一 手续 。]% 
6. a 一 b 三 角形 面积 
高 [从 顶 圣 底 ] 与 半 底 的 乘积 是 三 角形 面积 量 数 .@@ 


Ф ÆA, 求 1 771 561 的 立方 根 . Dle, n,n’ 分别 表 示 立 方位 、 第 一 非 立 方位 、 第 
二 非 立 方位 . 


cn ncn nc 121 


1771561 立方 根 线 


ІУ ax1279——3) 7 о 
ES3Xx1?X2-e-- $ 


17 
减 去 3X1IX22… 12 
| 51 
ak 25............ 8 
除 以 3X122……432) 435 01 
[ 减 去 3X122X1] ose —432 
36 
WI 3x12x12- 36 
1 
XE 2 13e ] 
0 
运算 完毕 ， 立 方 根 是 121， 余 数 是 0. 
© Xfpe?—ik:. 三 角形 三 А 
边 为 e，5，c<， 则 它 底 上 射影 以 及 它 的 
高 分 别 是 ，( 图 4. 2. 1) c b 
(0658). 
510.620), a C 
2 a x 
p at aiii y Mezl 


@ 婆 什 迦 罗 一 世 没 有 提出 公式 A 二 ~Ms (s—a) (s—b) G—0oO, ， 而 他 的 同 代 人 每 
УХ 5 (Brahmagupta, 7 世纪) 始 有 论 及 . 
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6. с-а 三 棱锥 体积 

[三 角形 底 ] 面积 与 高 的 乘积 之 半 是 六 楼 立方 体 体积 .中 

7. a—b 图 面积 

半 周 半径 乘积 显然 得 圆 的 面积 „® 

7. с-а HER 

[RE] 面积 与 其 平方 根 乘积 得 球 的 精确 体积 。.@ 

8. BEER 

[一 般 说 , 梯形] 上 下 底 各 乘 以 高 ， 除 以 上 下 底 之 和 。 其 结果 
жЕ. РЖ ЕВА [至 对 角 线 交点 止 ]。 上 下 底 之 和 折 半 ，, 乘 以 高 。 
结果 是 [梯形 ] 面积 .多 

9. a—b 平面 图 形 面积 

一 切 平面 图 形 [变形 为 长 方形 后 ] 从 相 邻 边 乘积 可 求 得 面积 。 

9. с-а 六 分 之 一 圆 绝 所 对 弦 

六 分 之 一 圆 弧 所 对 弦 等 于 半径 。 


O 此 公式 错误 ， 应 是 Y 一 二 底面 积 X 高 
© 这 就 是 说 ，4= Кх СЕК, 


© 这 就 是 说 Y 一 人 人/rR2，xR2z 一 xzRs. 阿 耶 波多 可 能 从 9a 一 5 节 推 测 : 半径 为 R 的 
圆 面积 是 xR?= 边 长 为 MxR? 的 正方 形 面 积 ， 于 是 类 比 . FEA R REPEL 1K 


Учня м ) :一 人 AMR2xR2. F 
WIBLA——- (a+) р (84.2.2). 
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10. [EA EB AAR) 

100 加 4， 乘 以 8， 加 上 62 000。 这 是 直径 20 000 的 圆周 长 近 
似 量 数 。 

11. 正弦 的 几何 计算 法 

把 一 象限 贺 弧 [根据 需要 ] 等 分 ,然后 从 [直角] 三 角形 以 
及 四 边 形 [长 方形 ], 对 于 任意 已 给 半径 、 人 们 可 以 求 出 所 需要 的 
任何 等 分 弧 的 正弦 值 . 

疑问 : 一 切 ， 意 味 着 没有 例外 ， 包 括 一 切 平面 图 形 。 那 么 前 
面 有 关乎 面 图 形 的 陈述 都 成 为 无 意义 了 。 

回答 : 不 能 这 样 说 .面积 的 检验 和 计算 都 是 在 这 一 法 则 指导 
下 进行 的 。 前 面 所 说 面积 公式 必须 检验 。 先 人 如 Maskau, Purana, 
Putana 都 规定 用 变形 成 长 方形 方法 来 检验 .还 没有 已 知 面积 公式 
的 图 形 只 能 用 变形 为 长 方形 后 才 可 以 确定 公式 。 


O tisti: 用 下 面 例子 说 明 第 11 节 的 含意 : 
例 1. 求 每 隔 15* 角 度 的 正弦 值 . 十 二 等 分 圆周 , А, 
В, C, D, =, LASA. WP 


MB= Rsin 30°= 1 T19. 


R 2 
OM= к | R) = Rsin 60°=2 978. 
AB=N(R sin 30°)2+ (R vers 30°)2, 而 


Rsin 15°=890. 
ON —^/R?— (Rsin 15°) = Rsin 75°=3 321. 


印度 取 圆 周 长 为 360. 60， 又 取 x==z3.14, HH 
R=3 438. (图 4. 2. 3) 


X AP — Rsin 45°%= К. 9 431°. 


` 2 
B2. Жат зо 角度 的 正 弦 值 ， 二 十 四 等 分 圆周 А, А, B, Т, С, =, LN 
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等 分 点 ， 图 中 
AR =^/САМ)?+ (NR)? 


(Rsin 15*)?4-. (Rvers 15°)? — 898. 


sin 730 =AS =- AR— 449. 
OS-—^/R?— (Rsin 7°30')2==3 409 一 sin 82730, 图 4.2.4 
ifii sin 37°30' = > x 75 WW ЭТА] = 

^/(Rsin 70°)7+ (R vers 75°)2=2 093. (图 4. 2. 4) 


Rsin 52°30' —^/R?— (Rsin 37°30 )? —2 728. 
从 直角 三 角形 APT A: 


Ёзїп 2230 一 47 一 六 (Rsin 45°)2+ (Rvers 45°)2=1 315. 
同 理 Rsin 67°30' = VR?— (Rsin 22?30' )2 一 3 177. 


B3. KER 345 角度 的 正弦 值 ， 用 相同 方法 婆 什 迦 罗 求 出 第 一 象限 内 二 十 四 个 
角度 的 正弦 表 . 


45 


此 表 与 唐 开 元 六 年 (718) ШЕЖЕ CAD СЙ, (Эл £8». ИТИ — fae 
表 与 本 表 完 全 相同 ) ， 人 参见 本 《大 系 》 卷 四 第 八 编 第 三 章 第 二 节 . 
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12. 正弦 差 的 推导 

第 一 个 正弦 值 除 以 本 身 ， 然 后 减 去 所 得 商 ， 就 是 第 二 个 正 弦 
差 。 同 样 ， 第 一 个 正 终 值 减 去 后 面 所 有 正弦 值 和 ， 除 以 第 一 个 正 
弦 值 ， 就 得 到 其 余 的 正弦 差 .0 

13. 圆 及 其 他 平面 图 形 作 图 法 

水 平和 铅 直 的 检测 法 

用 圆规 作 圆 。 用 两 条 斜 边 作 三 角形 和 四 边 形 2。 

用 水 验 平 ， 用 铅 垂 线 验 竖 直 。 经 过 目测 或 绳 测 的 地 面 是 否 水 
平 ， 可 用 下 法 进一步 检验 : 在 无 风 季 节 ， 取 一 个 满 贮 水 的 铅 头 放 
在 三 足 架 上 。 锚 底 开 一 细 孔 。 让 水 流连 续 流 出 ， 如 果 水 流 在 地 面 
上 成 一 圆 形 散 开 ， 那 它 是 严格 水 平 的 。 如 果 流 水 汇集 一 侧 ， 那 么 
这 一 侧 地 面 低 ， 而 另 一 侧 地 面 高 。 

14. 影 球 半径 

标杆 长 的 平方 加 影 长 的 平方 ， 开 方 根 是 影 球 半径 9。 


我们 以 RI，Rz，…，Ra 记 24 PR sin Off, 又 61 二 Ri1，6。，… 02338 23 ^H 


邻 正 弦 差 ， 则 第 12 节 是 说 5 一 Ri 一 十， 而 5 一 Ri 一 RAR 

四 妆 底 边 为 已 给 ， 这 里 的 斜 边 在 
作 三 角形 时 是 指 已 给 两 厦 ， 在 作 长 方 
形 时 ， 是 指 已 给 两 对 角 线 ， 在 作 梯 形 
RF, 除 已 给 高 以 外 , 还 已 给 两 对 角 线 . tg 

Qut НЕР. 这 里 影 球 
半径 是 为 了 施行 三 率 法 . 如 果 已 给 标 
杆 影 以 及 对 应 于 影 球 半径 的 表 影 ， 就 
可 以 求 天 球 半径 ， 也 就 是 说 得 到 了 日 
高 正弦 以 及 天 顶 距 .在 二 分 点 它们 分 
NER fb НЕШ K tb Be Ay sZ (E 
4.2. 5)， 详 见 沈 康 身 《 九 章 算术 导读 》 
湖北 教育 出 版 社 ，1997，714~715. 
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15. ТЖ. FF GE 

灯 杆 、 标 杆 相 距 距 离 乘 标杆 高 ， 除 以 标杆 、 灯 杆 高 差 。 所 得 
商 是 从 标杆 底 起 量 的 标杆 影 长 .9 

16. 影 长 和 灯 高 

[ 当 等 高 二 标杆 在 灯 杆 同一 侧 时 二 标杆 ] 影 端 距离 与 影 长 [长 
Ж НАА Же] 相 乘 ， 除 以 影 长 之 差 : 结果 是 直线 段 [长 影 端 或 短 影 
端 到 灯 杆 距离 ]。 这 线段 与 标杆 高 相 乘 ， 再 除 以 [长 或 短 ] 影 长 ， 
得 底 [ 灯 杆 高 ].% 

17. 斜 边 上 平方 与 半 弦 上 平方 定理 

[直角 三 角形 ] 底 的 平方 加 上 [59 — ] 直角 边 平 方 的 和 是 斜 边 


Ф 印度 天 文学 家 有 的 用 三 节 标杆 .下面 一 节 截 面 是 方 的 ， 中 节 圆 ， 上 面 一 节 是 
EE. AERD. BETES — HB ORBE. 选用 上 等 木材 ， 无 空洞 ， 也 无 节 
疤 ， 为 使 有 明确 影 尖 ， 标 杆 端 插 上 铁 质 圆锥 针尖 ， 4 
高 度 应 大 于 标杆 半径 . 有 这 样 粗大 的 标杆 才 不 致 受 
风 的 影响 . 选用 圆柱 形 是 为 了 便于 制造 . 印度 标杆 
一 般 取 十 二 等 分 , 而 婆 什 迦 罗 一 世 注 释 说 , 这 并 不 
严格 规定 , 标杆 高 度 以 及 等 分 数 都 是 任 取 的 . 这 里 
说 ， 


_ FC-CD BD : CD 
标杆 影 长 DE= AF "ABD 


(图 4. 2. 6) 


@ 这 就 是 说 ， 
AB BD AB BC BD BC CDP y 
PQ QD’ LM МС? QD MC QD— мс 


借 此 得 вр= S2: ӘР 


QD— MC" | p 
_ CD * MC 
BC—QD-—MC' 
| BC - LM B M C Q 


AB MC ` 


(ËB 4. 2. 7) 
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上 平方 。 [一 纺 分 圆周 为 二 弧 ]j， 二 弧 矢 的 乘积 显然 等 于 半 弦 平 
®, 


18. 393218154 EF 894 
(AAE) АХ 5—8 1258726, 28306 3X — 2E Bx , 


除 以 二 圆 直 径 各 自 被 另 一 圆 所 割 去 的 线段 之 和 。 所 得 结果 就 是 被 
第 一 圆 所 割 弧 的 和 撩 (图 4. 2.9). 


19. 算术 数列 部 分 和 
项 数 减 1, 然后 除 以 2。 然 后 加 上 前 面 的 项 数 , 然后 乘 以 公差 ， 


然后 加 上 首 项 。 结 果 是 [前 面 诸 项 ] 算术 平均 值 。 这 一 结果 乘 以 
项 数 就 是 前 面 诸 项 的 和 .9 


20. 算术 数列 项 数 
项 数 [可 用 下 法 求 得 : 数列 之 和 ] 乘 以 8， 又 乘 以 公差 。 以 乘积 


© AE‘ EB=CE? (图 4.2. 8). 


C 


图 4. 2.8 


__ (AD—BD) BD 
© ВС= сар BD) + (BE—BD) 


cp=— (BE~BD) BD 
(AD—BD) + (BE—BD) 


O ШН ЕЯ, IGRONEULT A. 
(1) a+ la 是 前 面 项 的 算术 平均 (2) BIE IME (a+ 14). 

(D a+ { 0—1) + G—D) d 是 第 % ME. 4) 从 pp 十 1 项 开始 的 n 项 和 是 
„Каъ 1р) а). © fin MEZ (A+), 其 中 A, 工 分别 是 首 项 及 末 项 . 
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加 上 首 项 2 们 与 公差 的 差 的 平方 ， 然 后 取 平 方 根 ， 然 后 减 去 首 项 的 2 
倍 。 然 后 除 以 公差 。 然 后 [把 所 得 商 ] 加 1， 结 果 除 以 2。% 

21. 数列 1 十 (1 十 2) + (1+2+3) 十 … 前 2” 项 的 和 

一 数列 首 项 是 1, 各 项 公差 都 是 1, 在 这 数列 中 连续 取 三 项 , 其 
中 第 一 项 就 是 已 给 项 数 。 求 这 三 数 连 乘积 。 或 是 项 数 加 1 , 立方 后 ， 
减 去 项 数 加 1; 除 以 6， 都 得 到 前 =” 项 的 和 。@ 
NM SHEE: 有 三 个 (三 角形 为 底 ) HERRA 5, 8, 14 
间 各 有 弹丸 多 少 个 ? 
22. EN? EZN? 
三 数 连 乘积 。 这 是 说 ， 项 数 加 1， 再 加 项 数 以 及 项 数 。 当 除 以 
6, 就 给 出 自然 数 平方 的 和 。 自然 数 数列 和 的 平方 是 自然 数 的 立方 
ЖӘ, 

EE ЖР НЕ. 例 1. 有 三 个 〈 正 方形 数 为 底 ) HEEE S # 
7, 8, 17 层 ， 问 有 弹丸 〈 砖 块 ) 各 多 少 ? l2. 有 三 个 (立方 形 数 
为 底 ) EREA 4, 5, OR, MAMI MH) 各 多 少 ? 

23. 从 二 数 和 及 其 平方 和 求 乘积 

两 数 和 的 平方 减 去 两 数 平方 和 ， 差 的 一 半 是 二 数 乘 积 .@ 


层 


O Ша ја (a 十 d) + (a+2d) 十 … 前 面 n 项 的 和 已 知 为 $， 则 项 数 
1 — A2 
n= (5+ a-da), 
3 . 
@ за" “ғр (п +2) _ (+1) _ FD 


@ 这 是 说 

12-224... 42-0911) (29-1) 
6 , 

2 


14-2 atc [ ED] 


o xr, GED ао, 
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24. 从 差 及 积 求 二 数 

乘积 乘 以 4， 加 二 数 差 的 平方 。 和 数 开 方 后 加 上 差 ， 减 去 差 。 
结果 的 一 半 [分 别 ] 得 [已 知 乘 积 ] HIZN. 

25. KEFE 

利息 与 利息 所 生 利息 的 和 著 借 期 ， 再 乘 本 金 。 以 乘积 加 上 本 
金 半 数 的 平方 。 开平 方 、 平 方 根 减 去 本 金 的 半数 , 再 除 以 借 期 、 结 


果 本 年 的 利息 。@ 

26. = Жж 

三 率 法 是 实 乘 以 求 项 。 乘积 除 以 主 项 。 结 果 是 对 应 于 实 的 所 
RH, O 

27.a~b 分 数 除法 


被 除数 与 除数 的 分 母 、 分 子 应 互 乘 .@ 

第 27 节 c 一 d 通 分 法 

各 分 数 的 分 子 、 分 母 都 乘 以 另 一 分 数 的 分 母 ， 那么 [已 给 ] 分 
数 已 化 为 同 分 母 .@ 

28. ER ( 逆 推 ) 法 

在 还 原 法 中 乘 数 变 为 除数 , 除数 变 为 乘 数 , 加 数 变 成 减 数 , 而 


A 2 A 2. 
O WEB, 已 给 x 一 y=a，xy=5， 那 么 =Ma ta, y= PR a 


® 这 是 说 , 已 知 本 金 4 在 借 期 内 利息 是 B. 设 本 金 4 在 单位 时 间 内 利息 是 x, WJ 
HEET. 那么 B==| 1+2] 即 :z^4-Ar— AB-0, 


Vasa [4] 2412 


© 这 是 指 四 数 成 比例 ， 实 : 主 项 = 所 求 项 : 求 项 ， 那 么 所 求 项 = 实 X 求 项 二 主 
项 ， 与 中 国 今 有 术 一 致 


© 原文 狼 述 不 清 ， 本 命题 是 指 So ad 


因此 += 


о 这 是 指 二 士 生 一 红 二 ce 


ас 
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29. 从 和 数 求 未 知 数 

除去 其 中 一 个 以 外 ， 依 次 以 其 余 未 知 量 之 和 [是 已 给 的 ] Ж 
和 。 和 数 除 以 未 知 量 个 数 减 1。 所 得 商 是 所 有 未 知 量 的 和 。@ 

30. 从 和 数 相 等 求 未 知 数 

已 知 二 人 所 有 商品 数 之 差 . 所 有 现款 之 差 , 两 人 财富 [商品 及 现 
款 ] 相等 。 现 款 之 差 除 以 商品 数 之 差 ， 所 得 商 ， 就 是 所 求 商 品 价 .@ 

31. 二 动 体 相 过 

相反 方向 二 动 体 之 间距 离 除 以 二 者 速度 和 。 相 同方 向 二 动 体 
之 间距 离 除 以 二 者 速 变 差 。 这 二 商 数 是 二 者 从 出 发 到 相遇 所 需 时 
则 ,或 从 相遇 到 出 发 前 已 经 过 的 时 间 。@ 

32.33. 余数 粉碎 法 (E-F) 

对 应 于 较 大 余数 的 除数 除 以 对 应 于 较 小 余数 的 除数 ,[ 不 计 商 
а 所 得 余数 [又 与 除数 ] 相 除 , [直至 最 后 余数 足够 小 ,而 商 是 
MAT] 最 后 一 个 余数 乘 以 某 一 选 定 的 数 ， 所 得 乘积 加 上 [对 应 


© 己 知 一 数 科 以 2， 加 上 1， 除 以 5. 然后 , 乘 以 3， 然 后 减 去 2?， 又 除 以 7， 结 果 
是 1. 问 原 数 是 多 少 ? Ж. 从 最 后 结果 的 1 开始 ， 从 后 而 前 地 道 推 ， 取 相反 运算 符号 ， 
1х7, +2, —3, X5, —1, —2 

答 数 是 7. 

Q ЖЕЙ, 已 给 (zl 十 zz 十 … 十 tr) —zi=a 《Zl 十 x2 十 十 zn) 一 Tz2 二 a2，… 
Crit azt н) —х„=ал. 


n Уа; 
那么 215. 于 是 所 求 x; 分 别 是 z= aria G—1, 2, =, m 
az 十 5 一 cz 十 d， 因 此 ， FRA 


© 这 是 说 在 反问 运动 中 如 为 面向 ， 则 二 者 距离 除 以 速度 和 是 到 相遇 所 需 时 间 ， 
如 为 背 向 ， 则 是 相遇 已 过 时 间 . 在 同 向 运动 中 如 速度 较 快 动 体 在 后 则 二 者 距离 除 以 速 
度 差 是 到 相 过 所 需 时 间 ， 反 之 则 是 相 过 已 过 时 亲 . 
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于 已 给 大 小 二 ] 余数 的 差 , TERERTH ES РИ US SB — T CBE EUR , 
所 得 的 和 数 。 

从 上 而 下 依次 记 出 轰 转 相 除 中 所 有 商 数 ， 排 成 一 列 ， 接 着 写 
出 选 定 的 那个 数 ， 再 在 它 的 下 面 写 出 刚才 所 求 出 的 整除 商 。 

然后 把 这 一 列 数 按 下 面 方法 递 推 计算 。 

最 后 第 二 个 数 乘 以 紧 接 上 面 一 数 , 又 加 下 面 一 数 。 [然后 删 去 
下 面 一 数 。 重复 这 种 手续 ， 直 至 只 剩 上 面 两 个 数 ]。 

[上 面 一 数 ] 除 以 对 应 于 较 小 余数 的 除数 , 然后 以 其 余数 乘 以 
对 应 于 较 大 余数 的 除数 ， 然 后 加 上 较 大 的 那个 余数 ， 结 果 就 是 
[经 过 这 两 个 除数 的 ] 238.9 


Ф 参见 本 《大 系 》 卷 5，pp. 327—331. 
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ЖОНЕ £ £ (Brahmagupta, ЭЖ, 598—665 以 后 ) ЖЕ 
ФЗ AA Ujian A. 我国 著名 高 僧 法 显 、 玄 具 先 后 访问 乌 蕉 , S 
称 乌 贾 因 。 乌 巷 国 超 日 王 奖 励 文 学 、 科 学 。 效 罗 摩 笈多 在 30 岁 时 
完成 专著 《婆罗 摩 修 正体 系 》(628) 论 天 文学 ， 共 24 2, 其 中 第 
12 章 为 算术 〈 含 比例 、 平 面 图 形 、 立 体 体 积 、 间 接 测量 等 知识 ) 。 
第 18 章 为 代数 〈 含 线性 方程 组 、 二 次 方程 、 一 次 、 二 次 不 定 方程 
组 等 知识 ) 。 原 著 用 焚 文 写 ,，1817 ЕАН. Т. Colebrooke FEX 
译注 ，J. Murray 出 版 社 在 伦敦 出 版 。 图 版 4. 3. 1 为 封面 书 影 。 

六 罗 摩 用 多 受 印 度 传统 数学 及 希腊 数学 影响 ,而 有 许多 创新 。 
他 的 专著 又 影响 阿拉 伯 世 界 。《 体 系 》 约 于 766 年 传 到 巴格达 ， 并 
译 成 阿拉 们 文 。 本 章 从 他 的 专著 《修正 体系 》 及 近 现 代 印 人 有 关 
著作 摘 选 译 、 编 其 重要 工作 ， 分 代数 、 几 何 二 节 述 说 。 


第 一 节 ^4 数 


一 、 代 数 运算 (18.2.31—43)% 

1. 正 量 、 负 量 与 零 的 加 法 法 则 二 正 量 的 和 是 正 的 , 二 负 量 
的 和 是 负 的 。 一 个 正 量 、 一 个 负 量 的 和 是 它们 的 差 ， 如 果 它 们 
[绝对 值 ] 相等 ， 则 其 和 为 零 。 零 与 负 量 之 和 是 负 的 ， 正 数 与 零 之 
和 是 正 。 二 个 零 之 和 为 零 。@ 


(D 18.2.31—43 指 《婆罗 摩 修 正体 系 》 第 十 八 章 第 二 节 第 31~43 8, FUN. 
@ 相当 于 《 九 章 算 术 ， 方 程 》 正 负 术 ， 参 见 本 《大 系 》 卷 2，p. 99. 
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2. 减法 规则 正 量 减 正 量 ， 负 量 减负 量 就 从 [绝对 值 ] 大 小 
减 去 小 的 ,如果 从 小 的 减 去 大 的 ,其 差 应 反 号 .从 零 减 去 负 量 得 正 ， 
从 零 减 去 正 量 得 人 负 。 负 量 减 去 零 ,得 负 。 正 量 减 去 零 得 正 。 零 减 去 
零 得 零 。 从 负 量 减 去 正 量 , 从 正 量 减 去 负 量 ,它们 必须 合并 。. 

3. 乘法 规则 负 量 与 正 量 的 乘积 得 负 。 二 负 量 乘积 得 正 , 二 
正 量 乘积 得 正 ， 零 与 负 量 乘积 、 零 与 正 量 乘积 均 是 零 。 二 零 之 乘 
积 是 零 。 

4. 除法 规则 正 量 除 以 正 量 ,， 负 量 除 以 负 量 都 得 正 量 。 零 除 
以 零 没 有 价值 。 正 量 除 以 负 量 得 负 量 ， 负 量 除 以 正 量 得 负 量 。 正 
量 或 负 量 除 以 零 ， 得 一 分 数 ， 以 零 作 分 母 ， 或 是 零 除 以 负 量 或 正 
数 .@ 

5. [结论 ] 3&7; SE E 负 量 或 正 量 的 平方 得 正 量 。 零 
的 平方 得 零 。 平 方 的 平方 根 就 是 原 数 。@ 

6. 平方 根 的 加 减法 则 ”被 开 方 数 各 除 以 一 假定 的 数 , 商 的 平 
方 根 相 加 ， 其 和 的 平方 ， 乘 以 假定 数 ， 乘 积 的 平方 根 就 是 所 求 的 
和 。 二 平方 根 相 减 ， 其 差 的 平方 乘 以 假定 数 ， 乘 积 的 平方 根 就 是 
所 求 的 差 。 

A 告诉 我 V2 ，\/ 8 的 和 与 差 。 

HBA: 2. 8 各 除 以 假设 的 数 ， 如 2， 得 1，4。 商 的 平方 根 是 
1, 2. 它们 的 和 差 的 平方 , 分 别 是 9，1。 各 乘 以 假设 数 , 得 18，2。 
二 者 的 平方 根 是 所 求 的 和 差 。@@ 


(D 相当 于 《 九 章 算 术 。 方 程 》 正 负 术 ， 参 见 本 《大 系 》 卷 2，p. 99. 


Q 对 于 零 作 为 除数 的 除法 ， 和 婆罗 摩 笈多 无 正确 认识 . 
© 相当 于 刘 徽 在 注 { 九 章 ，。 商 功 ) 第 28 题 说 ,“ 凡 物 自 乘 , 开 方 除 之 , 复 其 本 数 .” 


2 
® 法则 是 说 Va ev =|, Eu АЕТ |^ E n 
a a a a 
关键 是 假设 的 a， 应 使 A =, V 一 都 能 开 尽 . 
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二 、 适 定 方 程 

1. 简单 方程 法 则 (一 元 一 次 方程 求 根 公 式 ) 绝对 项 之 差 变 号 
后 ， 除 以 未 知 数 的 系数 之 差 ， 就 是 所 求 未知 数 的 值 (18. 3. 44). 

3. 消去 中 项 法 则 (一 元 二 次 方程 求 根 公 式 〉 从 平方 项 及 另 一 
端 简单 项 取 绝 对 值 。 绝 对 项 乘 以 平方 项 系数 的 4 倍 , 加 上 中 项 系数 
的 平方 。 和 的 平方 根 减 去 中 项 的 系数 。 把 结果 除 以 平方 项 系数 的 
2 倍 ， 得 中 项 值 @ (18. 3.45). 


三 、 一 次 不 定 方程 组 

ЖЕ Ж SERME (хш. 数学》 第 三 二 至 三 三 节余 数 
粉碎 法 基础 上 ， 在 其 《修正 体系 》 第 十 八 章 把 解 一 次 不 定 方 程 
组 ) 解法 列 为 第 一 节 内 容 。 除 了 重复 粉碎 法 法 则 外 ， 还 举 了 有 助 
于 学 者 理解 这 种 方法 的 例题 。 

1， 一 数 分 别 为 6，5，4，3 除 ， 依 次 得 余数 5，4，3，2。 问 
此 数 是 多 少 ? 答 59 (18.1.7) 

对 于 形 如 

N=ax Fri =a;jx,; +r;= *** =a,z,+r, 
AK AAE J E, EPa, as +, аш ri ro s ro NOS. 
Ni xy, Lrs t. Xa 为 待 求 。 原 著 解 法 相当 于 说 : 先 用 粉碎 法 对 于 
aiziTj-ri—=a,,+ro, 


求 出 X1 的 最 小 正 整数 解 <， 于 是 N —aja-knri; 而 其 一 般 解 是 


中 法 则 是 说 ， 对 于 线性 方程 cz 十 5 一 cz 十 d， 
gk NEN 

Q 这 是 说 二 次 方程 az? 十 pz=c 的 根 是 
Me ach 


之 一 2а 


其 中 把 azr2， bz, c 依次 称 为 平方 项 、 中 项 和 简单 项 . 
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N=a (atta) ni=aiazsttaiatn 
与 下 第 一 个 不 定 方程 联 立 ， 得 新 的 不 定 方程 
N=aiazt (aa tr) =азхз-Е?з› 
再 做 一 次 粉碎 法 。 照 此 方式 一 直 运算 到 解 出 过， 从 而 得 到 N 值 。 
2， 上 自从 七 星 会 元 以 来 , Н. A. K K Ж. £. LEHRE 
数 转 以 外 ， 又 经 过 以 下 日 数 ， 如 表 。 


EE 
1 000 1 000 | 1 000 | 1 000 


又 已 给 日 〈 太 阳 ) 每] 096 日 回转 3 次 ,了 H137 日 转 5 次 ， 火 星 
685 日 转 1 次 ,水 星 1 096 日 转 13 次 ， 木 星 1 096 日 转 3 次 ,金星 
1 096 月 转 5 Ж, 土星 1 096 日 转 一 次 。 问 : 六 星 会 元 以 来 已 经 转 
过 多 少 日 ? 

(18. 1.7) 这 是 一 道 为 制订 历法 需要 的 实际 算 例 。 题 中 七 星 回 
转 周 期 与 今 测 〈 除 木星 外 ) 很 接近 。 可 见 不 定 方 程 的 发 生 和 发 展 
得 力 于 天 文 计 算 的 需要 ， 中 外 同 源 。@ 


四 、 二 次 不 定 方程 

ARZ 22 Ny =, KHEN 不 是 平方 数 ， 为 Pell 方 
程 S9。 其 实 这 是 误解 ， 出 于 L. Euler (1707—1783, mE) 的 偶尔 
误导 。 其 实在 Pell 之 前 , 英国 皇家 学 会 会 员 W. Brouneker (1620— 
1684, 英国 ) 已 有 优美 解法 ,这 类 问题 还 可 以 上 漳 到 公元 前 3 世纪 ， 


© 指 太 阳 视 运动 . 
© 参见 本 《大 系 》 第 五 卷 p. 430 
@ J. Pell (1611 一 1685， 英 国 ). 
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阿 基 米 德 群 牛 问题 ,由 最 终归 结 为 解 这 种 二 次 不 定 方程 。 MBF ЛЕ 
笈多 《修正 体系 》 第 十 八 章 尤 有 系统 论述 , 我 们 用 命题 形式 介绍 : 
命题 
1. 如 果 a, 8 是 方程 
Nz2-+- Ë= у? (*) 
的 根 ， 又 a ，P' 是 方程 
Мх? +k = у? 
的 根 ， 那 么 ”apB' 十 a B, Маа 十 B88' 是 方程 
Nz 十 kk' = y? ЩО (18. 7. 64) 
2. MRR 是 完全 平方 , Wh=V k , ща, 8 是 Nzz 十 & 一 只 的 
根 ， MAT, P ge Nat] — y 的 根 。(18. 7. 65) 
3. ШИ о, 8 是 
Ма*-+Е4= у? 
HR WALE e-n, £ qno» 是 
Ма*-+1= у 
的 根 (18. 7. 67) 。 
4. 如 果 a, p 
Мл*—4= у? 
的 根 ， 那 么 
REHE (8+2) 3e croi] 


Nz + 1-5 
的 根 (18. 7. 68). 


Ф 见 本 书 第 三 编 第 二 章 第 二 节 、 一 、 不 定 方 程 . 
® 命题 1 史 称 Brahmagupta 引 理 ， 后 来 Euler，Lagrange 又 先后 在 1764，1765 
重新 发 现 . 
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易于 验证 命题 1 的 结论 为 真 ， 又 从 代数 变换 易于 得 到 命题 2。 
为 得 到 正 整 数 解 ， 可 以 考虑 反复 两 次 运用 命题 1: Ha, BF 
(x) 的 解 ， 那 么 
2a8, Ма?+{#? 
J Nr +k у? m, 
E, NÊ а 


Nz2+1= у? (x x 90 
的 解 。 
XN, k, a, В 者 是 整数 时 ,遵循 下 面 步 又 变换 ， 一定 能 获得 
(жж) 的 整数 解 . 
申 如 果 & 一 士 1， 这 是 显然 的 ， 
包 如 果 & 王 土 2， 则 (x x) HRE, 8—1. 


Gin A—4. Ck x) 的 根 是 广 48， 少 (B* 一 2)。 为 得 到 整数 
解 ， 连 同 另 一 组 解 生 ， 尹 ， 运 用 命题 1， 得 到 命题 3 的 结果 


@ 如 果 4 一 一 4，(* ж) 的 根 是 一 二 ep， 六 (+2). RAE 
用 命题 1， 得 到 命题 4 的 结果 。 

上 面 四 命题 对 于 解 方程 C(* ) 有 广泛 的 应 用 ,尤其 是 在 k= 一 1， 
+2, +4BP, 3445390 (+) 的 解 是 a，B 后 ,就 代入 相应 公式 ,就 
得 到 方程 (x ж) 的 解 ， 无需 化 ~/N 为 连 分 数 的 繁琐 计算 手续 。@ 
例如 要 解 

zi5—21y!—1, (x x ж) 
估 测 (5, 1) Ях*—21у*=4 (RE 一 4)， 的 特 解 ,由 命题 3 代入 公式 ， 


D (x *) 就 是 Pell 方程 . 
Q 西方 数学 家 解 Pell 方程 要 用 连 分 数 作为 工具 ， 见 S. рр. 359 一 370. 
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Eg mee. xo. vo 分 别 是 
IgQF—D-—lx5x22—55,T2(9—1)-12, TET 


的 特 解 。 

但 是 上 面 四 命题 对 于 解 方程 (x ), PEHAR., 12 tti UE 3 
罗 (1114 一 约 1185) 在 《 根 的 计算 》 一 书 中 提出 另外 两 条 命题 , 作 
出 重要 补充 。。 


第 二 着 л 何 


一 、 三 角形 @ 
1， 整 数 边 直 角 三 角形 
命 二 不 等 量 自 乘 的 和 作为 腰 、 二 不 等 量 乘 积 的 2 倍 作为 
二 不 等 量 自 乘 差 的 2 倍 作为 底 ， 作 等 腰 三 角形 (12. 4.33). 
这 是 说 , HOT Emn, 按 命题 作出 的 等 腰 三 角形 , RE. 
E. ЗЕЛЕ RAR 
m?—n?, 2mn, m+n. 

命题 ”长 方形 一 边 自 乘 为 所 设 某 数 除 ,所 得 商 减 去 这 个 数 , 余 
数 折 半 就 是 它 的 另 一 边 长 。 加 上 所 设 的 这 个 数 就 是 它 的 对 角 线 长 
(12. 4. 35), 

这 是 说 ， 如 一 边 长 mm， RENAN, mon, DU 31 ER faeit 
形成 勾 股 数 


A 


— M 


lim? 
ix 
2， 三 角形 外 接 圆 半径 


2 
* HH s LEE +a]. 
21 n 


Ф 见 本 编 第 六 章 第 三 节 ， 四 、 二 次 不 定 方程 . 
D 对 照 第 三 编 第 三 章 第 六 节 ， 三 、 不 定 方程 ARB. 
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命题 三 角形 两 边 乘积 除 以 两 边 问 高 的 2 倍 ， 商 是 三 角形 外 
接 圆 半径 (12. 4. 27). 

原著 无 证 ， 这 是 一 道 尚 军 有 人 道 的 靓丽 定理 ， 引 起 后 人 着 意 
推导 。 印 人 一 A. S. Amma 的 推导 很 简洁 出。 图 4. 3.1 F AD 是 
AABC ЖАВ, АС 边 之 间 的 高 。 引 外 接 贺 直径 AOE, Ik 71-72 
得 和 人 ABEwW 八 4DC， 于 是 AE : AC=AB: AD 导致 


1 АВ. АС 
R—Y.4E— 2AD ^? 


二 、 四 边 形 | 4 

1. 作 内 接 于 圆 且 有 有 理 数 边 的 四 边 形 | 

命题 Ша, b, с; a, В, Y 是 两 组 勾 
ВУ, Вс =a +b? , У = а? + P . VE AABOC, 
ACOD 使 分 别 有 边 aa, aß, a7; aa, ba, са, В "VIDA 
XÍEAAOD, AAOB fit Mba, bB, by; м 
aß, 58, ch, 如 图 4. 3. 2. 那么 四 边 形 4BCD | 
Ach, aY, са, bY 都 是 有 理 边 , Н ABCD 图 4.3.1 
ATA (12. 4. 38) 。 

原著 无 证 。 这 又 是 一 道 引 人 入 胜 的 
优美 命题 。 后 人 为 之 作证 @: 把 三 角形 外 
接 圆 半径 与 两 边 及 高 的 关系 这 一 命题 作 
为 引 理 ， 且 易 知 4C DB. HAABD, 
AACD 的 外 接 阅 直径 分 别 等 于 


bcBY 1 , cadY _ 
2bB — 29 = 2аа TE> 


© Am, pp. 120—121. 
Q Sr. y, PP- 63— 64. 
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那么 以 人 ABD 的 外 接 圆心 S 0. ARER, AURICH, 
命题 已 证 。 

2， 内 接 于 圆 的 四 边 形 面积 。 

命题 ”四边 长 和 之 半 ， 又 依次 减 去 四 边 ， 四 个 差 的 乘积 的 平 
方 根 ， 是 四 边 形 的 面积 (12.4.1). 

如 设 四 边 形 4BCD, 四 边 长 分 别 是 a,pcyd 那 么 它 的 面积 是 


М/-—а)(5—6)‹з—с)(з—4@) Ars (aH bcd), 


ЕНЕ BU TET IE. ЕА, REWE, XE 
人 补 证 中， 摘要 如 下 
图 4.3.3 中 ，A4BC 的 
AC? —a*--b* —2ab cos В, (+) 
AADC fj АС? —c*--d*—2cd cos D 
=c +d’ 4-2ed cos B, 


(ж ж) 
(ж), (ж ж) 相等 ， ЙІ] 
a^ Mb — ced? 
cos B= red) (ab ed) ° (* ж ж) наз 
而 . 3. 
2 Dod. 2 _ 16(s—a) (5—6) (5—с) (5—4) 
sin” B=] —cos* В TD ——— , 
| м (s—a)(s—b)(s—c»(s—d) 
py DO 2000 ا‎ рә G 
那么 sin B=2 25 са о 


所 求 四 边 形 4BCD = АВС+ A ADC 


= jab sin В+-уса sin D 


= (ab+cd) sin B, 命题 已 证 。 


(D Bag, pp. 151—153. 
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3. 内 接 于 圆 四 边 形 的 对 角 线 长 

命题 ”四边形 对 角 线 两 侧 邻 边 长 各 自 相 乘 ， 求 和 ， 除 以 另 一 
组 乘积 和 ， 以 商 与 两 组 对 边 长 乘积 的 和 相 乘 。 乘 积 开 方 ， 就 是 四 
边 形 三 对 角 线 长 〈12. 4. 28). 

图 4. 3. 4 中 记 着 四 边 相 应 边 长 4a, b,c, d。 命 题 是 说 二 对 角 线 


长 
b d A 
d=\ 598 (ac 十 bd)， f. 
ab+ cd 
d,= bc tad (ac+ bd) , B р 
原著 未 说 明 四 边 形 必须 内 接 于 圆 ， N 
命题 为 真 。 原 著 也 无 证 。 近 人 补 证 2， 摘 
要 如 下 ， C 
上 一 命题 已 证 。 图 4.3.4 
di= AC2=a°+b2—2ab cos B, 从 (* ж ж) All 


2 2 2 2 
д анз 060 
..2 (ab--cd) (аЬ) —2ab (a2+b°—c2—d) 
2 (ab+cd) 
_ 2cd (a +b”) +2ab (+d?) 
2 (ab+cd) 
_ Cac éd) (ad Рс) 
ab--cd ° 
di 公式 已 证 ， 类 似 地 证 d; 公式 。 


D Bag., рр. 153—154. 
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第 三 节 = fh 


TEE ЗЭ PE X £ 665 тШ — Ж eR CES — BT BALA 
R.O dE BE a, b [RIA RA 等 分 , 他 提出 的 内 播 法 相当 于 说 对 
于 自 变量 cz 十 za W KAE E 


fla+ah)= f(a) +, SOTA L Z эк, „ув, 
他 取 圆 半径 为 150， 原 著 正 弦 表 (Jr Ez) 


MR А9 ST IEE, RAR 


12| 31424) _ 12) (31—24 
106+15( 2 15 2 


相当 于 sin 57°=125. 762-150—0. 8384, 其 真 值 约 为 0.8386705, 这 
二 阶 插入 结果 相对 误差 为 3.2X10-。 


| = 125. 76, 


(D Sr., рр. 67--68. 
© Newton. Stirling 公式 相同 . 
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POY ЛЖ ү sk > 


EMS (Mahavira, ЖКЖ, 9 世纪 ) ARRA, BA 
教徒 ， 有 专著 《计算 纲要 》( 约 850), 负 盛 誉 。 这 是 一 部 很 有 特色 
的 数学 专著 ， 在 理论 上 继 其 先 吾 阿 耶 波多 、 婆 罗 摩 笈多 工作 而 有 
创新 ， 而 在 应 用 上 以 大 量 实例 站 发 理论 ， 与 我 国 《 九 章 算 术 》 可 
以 媲美 。 在 单位 分 数 方面 的 工作 是 埃及 纸 草 以 来 之 最 ; 在 代数 方 
面 ， 特 别 是 解 方程 的 工作 与 阿拉 伯 花 拉 子 米 《 代 数 》 可 以 并 驾 齐 
K, Шамей. (AR) BALE, EP, БРАВО, A 
章 依 序 为 : 术语 、 算 术 运 算 、 分 数 、 分 数 应 用 题 、 三 率 法 ( 比 
例 )、 混 合 问题、 图 形 计算 、 挖 土 计算 和 影 长 计算 。 其 中 以 第 6 2 
混合 问题 内 容 最 丰富 ， 研 究 课题 非常 广泛 。19 世纪 之 初 ，M. 
Rangacarya, M. A. Rao Bahadur EI FE Madras 邦 政府 训令 , E 
焚 文 的 英文 译 并 注 2， 于 1912 年 在 邦 政府 出 版 局 出 版 。 全 书 分 两 
部 分 ， 栖 文 原著 及 英文 译注 。 

摩 订 紫 罗 的 工作 国内 很 少 有 介绍 ,我 们 从 1912 年 英 译 本 及 B. 
Datta ЖС. N. Srinivasiengar, A. K. Bag, T. A. S. Amma 
各 专家 有 关 论 著 择 要 分 四 节选 述 。 (图 版 4. 4. 1 为 英 译本 封面 书 
影 ， 图 版 4. 4. 2 УАВ) 


O 后 人 按 焚 文本 句 读 ， 依 序 按 段 编 号 . 
© Mahavira, Ganitasarasangraha , М. Rangacarya , ЖЕҢ KX, Madras, 1912. 
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à аф . МСЧ QI CUN t 2 223 
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a Eon d. ER EST E >° + ; 
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‹ " " Ye 


: DR 
жЕ 
E UA : 
i STEE ا‎ amu 2» 


А К. АД. 
сб; 
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第 一 节 计量 及 运算 法 则 


一 、 计 量 制 度 

Bê f EF АЕ ЗА ED E S 25 88 [B] T SH BR 1: , 2 Bid TF Ht il HE — , N 
方便 大 量 应 用 题 度 量 衡 各 种 单位 换算 的 需要 ,《 计 算 纲 要 》 第 一 章 
首先 揭示 长 度 、 容 量 、 重 量 、 时 间 制 度 。 

KÆ (1.27—1.31)% 

1 ZÊ (angula) =3 ##}у (pramana) 

1 R65 

1 维 他 (vitasti) =2 R 

1 Ff (hasta) =2 维 他 

14 (danda) =4 哈 斯 

1 Œ (krosa) =2 000 步 

1 SESS (уоуапа) =4 E 〈1. 27 一 1. 31) 

容量 (1.36—1.38) 

1 ЗА (kudaha) 一 4 沙 (sadasika) 

1 Æ (prasthe) =4 BHA 

1 ЭЖ (adhaka) =4 Ff 

1 JE (drona) =4 阿 突 

1 ÆJ (manis) =4 hÈ 

1 FÆ (khari) =4 Æ JE 

1 % f (provaritika) =5 RE 

1. I EE (kumba) 一 5 洛 伐 


© 1.27 是 指引 自 《 计 算 纲 要 》 第 一 章 第 二 七 段 ， 下 文 仿 此 . 
D 安 是 很 久远 的 长 度 单位 ,4 圣 坛 建筑 法 典 ) 已 用 之 , 见 本 编 第 一 章 第 九 古 脚注 . 
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重量 (1.39—41) 

1， 黄 金 

1 X (gurjid) —4 Æ (ganjakas) 
15H (pana) —5 X 

1 JÈ (dharana) =8 由 

1 f (karsa) 一 2 达 

1 М (pala) =4 JF 

2. H% 

1 5 (masa) 一 2 更 

lik (dharana) —16 XH 


13f (karsa)? —2 PE: 


1 派 拉 (раја) 一 4 开 
其 他 物品 
1 F (kala) 一 4 派 达 (pada) 


1 耶 (yana) =6 ЁЁ 


1 阿 姆 (amsa) =4 HE 

1 E (bhaga) 一 4 阿 姆 

1 突 鲁 (druksana) =6 B 
1 Æ (dinara) =2 突 鲁 
1Y^ (salera) 一 2 FE 

时 间 (1. 33 一 1. 35) 

1 日 =30 时 (muhurta) 

1 月 =30 日 

1 4E—12 月 


Ф karsa 又 称 普尔 (purdna). 
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二 、 整 数 运 算法 则 (1. 49—1. 52) 

《纲要 》 对 整数 EF) 的 四 则 及 平方 运算 的 理解 与 婆罗 摩 租 
多 《修正 体系 》 一 致 ， 而 回避 了 用 零 作为 除数 的 除法 。 

关于 开平 方 问题 上 ,《 纲 要 》 有 进一步 理解 ， 

平方 数 的 平方 根 是 正 数 与 负数 ,事实 上 负数 不 是 一 数 的 平方 ， 
因此 负数 没有 平方 根 。 


三 、 分 数 运 算法 则 

《纲要 》 第 三 章 论 分 数 运算 , 较 《 阿 耶 波多 文集 ， 数 学 》 第 二 
七 节 语 大 不 详 者 ， 陈 述 有 很 大 进步 。 

1. ЖЖ Ab 5T. 分 母 与 分 母 相 科 ,然后 约 简 @ 
(3.2), 

2. 除法 ”把 作为 除数 的 分 数 的 分 子 、 分 母 互 换 位 置 ， 然 后 按 
乘法 运算 人 (3.8). 

3. 平方 、 开 平方、 立方 、 开 立方 ”把 分 子 、 分 母 各 自 平方 、 
开 方 、 立 方 、 开 立方 ， 就 得 到 结果 9 (3. 13) 。 
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一 、 比 例 

在 《 阿 耶 波多 文集 。 数学》 第 二 六 节 第 三 率 法 基础 对 比例 理 
论 有 所 发 展 和 提高 : 演变 为 不 同类 型 ， 为 解决 生产 、 生 活 需要 提 
出 很 多 算 例 .@ 


与 《 九 章 算术 。 方 田 》 乘 分 术 同 义 . 

与 《 九 章 算术 。 方 田 》 经 分 术 及 其 刘 征 注 同 义 . 

与 《 九 章 算术 ，。 少 广 》 开 方 、 开 立方 术 同 义 ， 

算 例 中 从 有 关 度 量 街 多 种 单位 间 换 算 , 益 见 印 人 当时 计算 技能 、 技巧 的 高 度 . 


e @ ® © 
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反比 例 和 双 反 比例 

原著 提出 反比 例 及 其 解法 ， 列 出 具体 算 例 ; 

1. 有 300 块 中国 网 ， 每 块 为 边 长 6 险 斯 的 正方 形 。 懂 得 反比 
例 的 你 , 请 计算 用 同样 多 的 绸 裁 成 5 哈 斯 长 3 哈 斯 宽 的 长 方块 , 有 
多 少 块 ? (5.10) XX. 720. 

2. 有 700 块 中 国 鸯 ， 每 块 3 哈 斯 长 ，2 哈 斯 宽 。 问 : 用 同样 
多 的 绸 可 以 裁 9 哈 斯 长 ,5 哈 斯 宽 的 绸 多 少 块 ? (5. 20) 答 数 : 525。 

五 率 法 、 七 率 法 、 九 率 法 〈 复 比例 ) 

1， 某 人 运 面粉 9 摩 尼 到 8 育 亚 那 外 地 ， 得 到 60 帕 酬 金 。 问 : 
运 面粉 1 昆 巴 到 10 育 亚 那 外 地 ， 他 能 得 多 少 报酬 ? (5.36) 答 数 ， 
4000, 

2. 2 株 檀 香木 直径 3 哈 斯 、 长 4 哈 斯 ， 值 8 金币 ,那么 14 株 
直径 6 了 哈 斯 、 长 9 哈 斯 檀 香 木 ， 值 多 少 金币 ? (5-42) KM: 252. 

3. 一 口 井 长 、 宽 、 深 分 别 是 5，8，3 哈 斯 ， 含 6 ЖО 
(vahas) Ж, H: 9 日 井 长 、 宽 、 深 分 别 都 是 5，7，60。 问 ; Ж 
水 多 少 ? (5.43) 答 数 ，945。 

分 配 比 例 

《网 要》 很 多 是 加 权 比 例 问 题 。 设 题 构 思 复 杂 , RAFA, R 
REE. 

1， 四 笔 存 款 : 40, 30, 20, 50 以 相同 利率 依次 各 放 息 5，4， 
3，6 个 月 。 共 获 利息 34。 问 : 各 获 利 息 多 少 ? (6.38) 答 数 : 10, 
6，3，15。 

2. 三 种 水 果 : АЮ. ER. FR. 已 给 3 个 石榴 值 2 帕 ，5 个 
ER, 7 个 苹果 分 别 值 3, 5 帕 , M: 76 帕 钱 能 买 三 种 水 果 各 多 少 ? 
其 中 石 构 是 苹果 数 的 ЗЕ, 芒果 数 是 苹果 数 的 6 f. 


(D 伐 赫 原 著 度 量 衡 表 上 不 载 ， 在 英文 译注 中 说 ， 这 是 另 一 种 容积 单位 . 
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11) 35 
6.90 7-91 ç Er. 70, 35, 3 。 


з. 用 三 种 油脂 浴 佛 : 乳酪 32 摩 尼 、 酥 油 24 摩 尼 、 和 牛奶 16 РЕ 
尼 、 混 和 后 分 装 三 桶 中 ， 每 桶 容量 分 别 是 32，24，16 摩 尼 。 要 求 
各 桶 中 含 乳 酷 、 酸 油 、 生 奶 比 为 32，24，16。 问 :; 各 桶 中 含 三 种 


、 1 1 128 32 64 32 16 
H 少 ? | 6. € ' —-S t q^ ga? qq? 234529» $43 
油脂 各 多 少 ? 6.92 > ~94 > ЖЖ. 9° 3'9 358 a; 
64 16 32 
9' 3' 9° 
二 、 计 8 


摩 启 毗 罗 所 处 社会 ， 经 济 、 金 融 活动 活跃 ， 各 类 计 息 问题 齐 
人 全， 例如: 


1 向 人 借 黄金 30 开 10 帕 , 月 利率 7 06, 借 7 ZA. н. 他 
要 付 多 少 利息 ? (6.6) 答 数 ，17 5F. 
2. 向 人 借 白银 1 广 月 ,月 利率 2 2-96, 得 利息 5 普尔 。 问 , 本 


金 是 多 少 ? (6.11), Z$: 133 IT. 

3. 向 人 借款 12 个 月 ， 月 利率 5% ， 得 本 利和 48 个 钱币 。 问 ; 
本 、 息 各 多 少 ? (6.22) Ж. 30, 18. 

4. 问 人 借款 26 个 月 ， 得 本 利和 12 个 钱币 。 问 : 月 利率 是 多 
^b? (6.45) "E. 8%, 


三 、 黄 金成 色 

摩 词 紫 罗 所 处 社会 ， 以 黄金 为 买卖 主要 货币 。 当 时 足 金 以 16 
BL (varna) ib. 以 含 杂质 多 少 计量 金 块 纯度 , Т K. ж ИДЫ. 
从 此 产生 黄金 成 色 算 例 。 
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1. 五 块 金 块 : 1 瓦 、2 K. 3 瓦 各 1 170, 4 瓦 2 份 , 5 瓦 4 份 ， 
14 7 0, 15 瓦 8 份 。 投入 烈火 冶炼。 问 : 含 金 是 多 少 瓦 的 黄金 ? 
这 一 合金 金 块 按 冶炼 前 各 自 所 值 分 派 ， АЛА 
6.170171 >|. 合金 金 块 为 10 LR КАНД, эү 2, 
16 40 28 80 
21，21，3，7 了 7 份 

2. 三 块 金 块 : 13 瓦 重 6 (单位 重量 )，8 瓦 重 4，6 瓦 重 3。 X 
投入 重 为 5 的 金 块 一 起 熔炼 , 得 合金 金 块 成 色 为 11 瓦 。 问 : 重 5 的 


金 块 成 色 是 多 少 ? | 6.177 ~18 AU. 14 E, 
3. 两 块 金 块 不 知 成 色 , 各 重 16，10。 熔 成 合金 成 色 为 11 瓦 。 


问 ， 原 来 成 色 各 是 多 少 ? (6. 188) Ku. 15, МЫК. 

4. 成 色 分 别 是 5，6，7， в, 11, 13 KA "S Жб, 
成 色 为 9 BL, 总 重 60。 问 : 这 六 块 黄金 原 重 各 是 多 少 ? (6.186) Ж 
Ж: 20, 4, 4, 4, 4, 24, 

5. EWN 300 成 色 为 14 瓦 的 黄金 块 ， 换 成 总 重 为 500， 成 色 分 
别 是 12, 10, 8, 7 BL VU X REF Ф. M: 它们 各 重 多 少 ? 


6. 200 i201 ЖГ. 220, 100, 180, Во, 


《纲要 》 中 其 他 算术 问题 如 余数 、 定 和 、 行程 等 问题 都 有 记载 ， 
ЖЖ (ХА) ЖШС Ж, КИ. 


四 、 趣 味 数学 
为 提高 学 生 习 算 兴 趣 ， 数 学 教育 家 把 数学 趣味 化 ， 这 在 古今 
中 外 都 有 殊 例 。《 计 算 纲 要 》 对 之 尤 有 特色 。 


о 指 重量 ， 又 3 瓦 金 块 指 含 纯 金 六 ， 其 余 为 杂质 . 
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乘积 为 中 心 对 称 数 (2.2—2.17) 


1. 


人 们 到 需 那 教 进香 ， 对 每 一 座 应 献 139 MER, 109 RE 


HERT UE ER. (2.4) KH. 139X109 一 15 151, 


HOO هي‎ > ө يم‎ 


8. 


27 994 681X441=12 345 654 321 (2. DÊ, 

12 345 679 X 9—111 111 111 (2.10), 

333 333 666 667X 33=11 000 011 000 011 (2.11), 
14 287 143X 7—100 010 001 (2.12), 

142 357 148X 7—1 000 000 001 (2.13), 

152 207X 73-11 111 111 (2. 14), 

11 011 011X91—1 002 002 001 (2.17). 


X38 
1. 井深 10 步 ， 灌 满 水 ， 从 某 天 开始 ， МТЕЛ ЕТА Е 


长 ，1 六 日 长 2 福安 ， 抽 水 机 2 LH Bok1 R, MERRE % 


Ж 96, 神 龟 把 荷花 在 3 六 日 内 咬 去 5 1-38, W. 多少 日 后 荷花 


z BBS H KINI? (5. 28~5. 30) Ж; 351 T 


2. 20 Aff SE 2 育 亚 那 路 , 给 工资 720 钱币 。 走 了 2 里 后 ，2 
人 离 去 , 又 走 了 2 里 @, 3 ABE, 又 走 了 余 程 之 半 , 5 AREA, RU]. 
他 们 各 得 到 多 少 工资 ? (6. 231—6. 232) 答 数 . 18, 57, 155, 4009, 


五 、 单 位 分 数 
《 岗 要》 第 3 章 有 专 节 载 有 关 普 通 分 数 与 单位 分 数 互 化 法 则 ， 
令 人 瞩目 。 


© 略 去 原著 文字 叙述 ， 只 记 题 中 被 乘 数 、 乘 数 及 成 中 心 对 称 的 乘积 答 数 . 
© 注意 1 育 亚 那 一 4 E. 
© 原著 答 数 俱 误 ， 
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命题 
1. 把 单位 1 用 ”个 不 同 的 单位 分 数 和 表示 : 
: 1,1,1111 
法 则 : 1= Hg Hata و ا و ا ا‎ 
# 把 1 用 5 个 单位 分 数 表 示 这 里 2 一 5， 
di l 1, l l 

1 二 2 二 3 十 9 二 27 十 54。 

2， 把 单位 1 用 奇数 个 (2n 一 1) 个 不 同 的 单位 分 数 和 表示 。 


(3.75). 


法 则 1و 1 ل‎ 

2X3X= 3X4X 一 (2n—1) X2nX— 
2 2 2 
1 - (3.77), 
2n X y 

例 把 1 用 ?7 个 单位 分 数 和 表示 ， 这 里 2 一 4。 
d ,1,1,1,1,1,1 
I= T tio 157 217281 4" 


3. 把 单位 分 数 化 为 r 个 分 数 之 和 ，, 使 它们 的 分 子 分 别 是 cl sa, 


"t. Gr—1o 


法 则 ”如 已 给 单位 分 数 为 二 ， 则 
аав 
л +a) Gata) (nta, Fag) 
Cr 一 1 

(nN 十 Qi 十 4z 十 一 十 4-2) (nta +а,4+- 4-8, 54-8.) 
К НА 

аа ta tu 3 78)。 

A ”化 单位 分 数 二 成 为 四 个 普通 分 数 和 ,分 别 有 分 子 2, 3, 4, 
按 法 则 


1 
n 


+ 


1 2 ;, 02 2 2 2 3  . 
56 5 (5+2) GED (E243) T 
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1 


4 1 _ 
(5-E2-F3) (5 十 2 十 3 十 人 十 5 十 2 十 3 十 4 
-3 ^ uo ° 
4， 把 普通 分 数 化 为 几 个 不 相同 的 单位 分 数 和 。 
UM dici CS A (p<g) ,可 设 某 一 自然 数 i， 使 2 等 


于 整数 ， 设 为 "， 则 筷 已 化 成 一 个 单位 分 数 与 另 一 分 数 和 。 


Р ll ç 
qr ue G«p«q«rq). 


xi FIRSETA ME, ОБЛАЧИ (з, 80). 
A “把 二 化 为 几 个 单位 分 数 和 。 


5 S 1 13 1,13. 
7? p? 01—13, T= 041x274 38 
13 28 g; 13_1, u 1.1 
28' 13' 设 i 二 11， 28 3 13x28 3 184? 
ll 84 ы, 8 1, 4 1,1. 
84° 11° 2—4, 1178 tgxs4 8 168 


5， 把 单位 分 数 化 为 几 个 单位 分 数 和 。 
法 则 一 ”如 已 给 单位 分 数 为 了， 它 必然 能 化 为 二 不 同 单位 分 


li. 1, 1. А — 

n “ол pn , 只 要 选取 p， 使 n|p l. 继续 同样 操作 ， 可 
Р—1 

以 把 它 化 为 二 个 不 同 单位 分 数 积 (3. 87). 
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11 م‎ 
11 12х11 12° 
法 则 二 把 前 面 命题 3 “а, = کر‎ ۰ = a, = 1 ,; 则 本 命题 已 
解 ， 可 以 化 为 > 个 单位 分 数 和 。 


例 “对 于 单位 分 数 二 ,要 化 为 "一 4 个 单位 分 数 和 , 取 a 一 a 一 
as=1: +, 

НАЗЕ ЕЗ ВУС ДАН, БЕГИҢ ЗУ ДЕК, 
表 之 一 ， 直 至 近代 ， 他 的 工作 仍 能 说 ， 居 很 高 水 平 。 例 如 对 于 命 
题 1 一 命题 5 都 是 单位 分 数 构造 方法 问题 。 两 卷 本 《数学 史 》 作 者 
D. E. Smith 就 提问 ,我 们 不 知道 埃及 纸 草 中 的 单位 分 数 是 怎样 


得 到 的 ?”@ 英国 J. Sylvester (1814—1897) 对 真 分 数 公 怎样 化 
为 单位 分 数 和 提出 ， 


$H b Rl Jima sn matu 
分 母 , 然后 求 第 一 次 差 二 一 二 一 全, 取 | 9 | 十 1 一 cs 作为 第 二 项 单 
位 分 数 的 分 母 , 再 求 第 二 xê l h [а] 
三 项 单位 分 数 。…… 继 续 这 样 运算 ， 直 至 全 全 被 分 解 为 单位 分 数 


lad. 
C1 C, CG C, 
理由 是 显然 的 ， 这 种 构造 方法 答案 惟一 。 


3 [7 5 3 l 2 _ 
例如 7 ° =| FT |+1=3, 第 XX 3 2]' C2 一 


а) Sm. , vol. 2» р. 120 
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|2 |+1=-11， 第 二 次 差 二 一 二 一 区 ， 因 此 

3 1,1, 1 

7 3 11 231° 

№ sylvester 这 一 工作 可 以 理解 9 tHE Zo FF 8 ТИҢ EIAS EH] И] 

贵 。 另 一 方面 《纲要 》 命 题 中 也 有 不 尽 人 意 之 处 ， 如 命题 4 有 局 限 
Hk: 把 形 如 万 的 分 数 指定 化 为 确定 个 数 的 不 相同 单位 分 数 ， 有 时 
不 一 时 能 够 做 到 .又 如 命题 1. 命题 2 的 构造 法 如 今 仍 是 逼 引 人 和 人 的 ， 
但 也 有 局 限 性 : 直至 20 世纪 末 有 一 个 记录 ， 把 单位 1 化 为 单 分 数 
和 (分 母 是 奇数 ) 最 佳 表 示 是 


++, 


MER (Ж) ЕІ. (RERO 推算 结果 ， 最 后 一 个 很 遗憾 ， 


总 是 以 偶数 为 分 母 的 单位 分 数 为 尾 。 
六 、 数 列 


对 阿 耶 波多 《文集 。 数 学 》 第 二 〇 ， 二 一 节 提 出 新 的 算 题 。 

1. 求 首 项 是 3, 公差 是 5， 前 五 项 平方 数列 和 (6. 300) Ж 
1 096, 

2. 分 别 求 首 项 是 1， 立 方 数 数列 前 6，7，8，25，256 项 的 和 
(6.302) 答 数 ，441，784，1 294, 105 628, 1 082 141 816. 


第 三 节 R ж 


一 、 线 性 方程 组 
《纲要 》 有 很 多 要 用 线性 方程 组 解 的 算 题 ， 解 法 仍 沿 用 希腊 


O 单位 分 数 个 数 最 少 ,分 母 最 小 ， 见 S. рр. 77—78. 
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Diophantus《 算 术 》 以 及 其 先辈 阿 耶 波多 《文集 。 数 学 》 第 二 九 节 
方式 ， 因 题 而 异 。 一 般 先 示 解 法 ， 后 设 同型 算 题 ， 以 数值 代入 解 
法 (公式 )。 全 书 并 未 出 现 一 般 解 法 ， 即 我 国 《 九 章 算术 》“ 方 
程 ” 术 或 今 称 系数 矩阵 初等 变换 方法 。 例 如 : 
类 型 1 已 给 方程 组 
буху-Есух;=а\, 
CIZ1 十 piZz 一 02， 


bai — са: 


所 求 лүүгө 


саз — Ёа 
VUL. i 
c1*—5,* ? 


类 型 2 已 给 方程 组 
zi 一 中 za 一 加， 


82. __ 
29 p, Pr 
` _ (a, ib) bp 
所 求 z= BO (ау as 


т — (a, tb») bip 
? (a,+b,) b,— (а; +6) az’ 


类 型 3 与 阿 耶 波 多 《数学 。 文 集 》 第 二 九 节 相同 。 
类 型 4 已 给 方程 组 

b, > risca =а\, 

bz X үл——с;ху=а, 

bn Уул сах, =а,, 
《纲要 》 指 出 ， 相 当 于 说 ， 先 求 : 
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然后 分 别 得 所 求 
M» 


i2 Gi . 
n= کہ‎ ; 一 一 Q—1, 2, s, п), 
. С; 


^ |° 


i=] 


显然 类 型 3 是 类 型 4 的 特殊 情况 ， b—<c,=1. 
原著 有 关 算 题 如 : 

1. 9 个 李子 ，7 个 苹果 ， 值 钱 107; 7 个 李子 ，9 个 苹果 ， 值 
R101. IEF. 苹果 单价 是 多 少 ? | 6.144 6. 145 + | 答 数 : 分 
别 值 钱 8，5， 类 型 1。 

原著 认为 本 题 b =9, c=7; 41 二 107，as 二 101。 从 类 型 1 解 
法 公式 得 到 答 数 。 我 们 认为 摩 订 紫 罗 与 阿 耶 波多 同样 有 解 字 母系 
数 方 程 组 的 能 力 ， 这 四 类 型 解法 公式 显示 印度 数学 家 已 具有 熟练 
的 代数 恒 等 变形 运算 才能 。 

2. 总 额 13 740 个 钱币 ,分 三 笔 投资 各 有 月 利率 2% ,5% ,9%， 
使 4 个 月 后 各 有 相同 本 利和 。 问 : 各 投资 多 少 钱币 ? (6. 69) 2%. 
5 100, 4 590, 4 050, 2578 4, 

3. 三 商人 甲 、 乙 、 两 ， 如 果 甲 从 乙 得 到 4， 从 再 得 到 5 个 钱 
币 ， 甲 的 财富 是 乙 、 两 两 人 和 的 2 倍 。 如 果 乙 从 甲 得 4， 从 再 得 6 
个 钱币 , 财富 是 另 两 人 和 的 3 倍 。 如 果 丙 从 甲 得 5, 两 得 1 个 钱币 ， 
他 的 财富 是 另 两 人 和 的 5 倍 . 问 : 甲乙 .两 三 人 原来 有 财产 多 少 ? 


6. 253 7255 + 答 数 ，7，8，9， 类 型 4。 


4. 四 商人 到 海关 报税 。 甲 申 称 , 除 他 以 外 三 人 共有 本 22 个 钱 
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PF. LPR, 其 他 三 人 共 本 23 个 钱币 , 丙 、 丁 各 自称 除 自己 以 外 , 其 
余 三 人 共有 本 分 别 为 25，27 个 钱币 。 问 : 四 人 各 有 和 多少 个 钱币 ? 
(6.160—6. 162) 答 数 ， 10，9，8，5， 类 型 3。 

5， 甲 乙 二 人 为 斗鸡 下 赌注 。 巫 师 对 甲 说 :“ 如 果 你 的 鸡 取 


RE, 赌注 归 我 ; 如 果 你 的 鸡 败 了 , 我 赔 你 赌注 的 二"。 巫师 对 乙 说 ， 

“如 果 你 的 鸡 取胜 ， 赌 注 归 我 WRAT, REKE.” dE 

任何 情况 下 , 巫师 都 得 益 12 个 钱币 。 问 : 甲乙 二 人 各 下 多 少 赌注 ? 
6. 270~6. 272 les. 42, 40, 26782, 


二 、 二 次 方程 

摩 词 紫 罗 在 《纲要 》 有 需 用 二 次 方程 解 的 算 题 ， 设 题 与 阿 耶 
波多 《文集 。 数 学 》 第 二 五 节 要 求 有 差异 。 例 如 : 

类 型 1 $ctc Мх +d==<=. ( *) 


《纲要 》 先 给 出 求 根 公式 ， 


然后 从 题 整理 成 方程 (* ) 的 形式 ,以 已 给 数据 代入 求 出 答 数 。 
类 型 2 z-| а 2) | ©) 一 一 0。《 纲 要 》 的 求 根 公式 是 


3383880. 如 甲 胜 , 巫师 赔 甲 42X -Ё- — 28. 而 全 取 乙 的 赌注 , 所 以 他 收益 40 一 


28= 12. 
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类 型 3 | 1 一 全 | z+c а-о 的 求 根 公式 是 


_ © 2 __ _ а 
2 EN ° ДЕ p Ja 
r= کد‎ 


a 
1—75 


类 型 4 人 z 十 Vz 士 一 5 的 求 根 公式 是 
„|e 
2a 

同样 是 二 次 方程 ， 求 根 公式 却 因 情 况 而 异 。 与 解 线性 方程 组 
类 似 ， 在 摩 订 毗 罗 的 代数 学 中 未 发 现 解 二 次 方程 一 般 法 则 。 原 著 
有 关 算 题 如 : 

1. 荷花 梗 长 三 分 之 一 的 平方 根 的 8 倍 浸 在 水 里 ,16 安 露 在 水 
面 上 。 求 水 深 及 本 长 。(4. 53) 答 数 : 32，48， 类 型 1 。 

2 一群 色拉 乌 四 分 之 一 在 荷花 池 中 。 又 已 知 它 的 九 分 之 一 、 
四 分 之 一 以 及 它 的 平方 根 的 7 倍 在 山上 .还 剩 下 56 REFER E. 
问 : 这 和 群 鸟 共有 多 少 只 ? (4.36) 答 数 ，576 ， 类 型 1。 

3. 取 一 和 群 钢 子 的 平方 根 加 上 这 群 铅 子 , 减 去 12 的 平方 根 , ERI 
二 者 和 是 6。 问 : ЭНЕ UE €^ Н? (4.66) 答 数 ，16 ， 类 型 4。 

4. 一 群 大 象 。 大 象 的 十 分 之 一 减 去 二 只 , 乘 以 大 象 数 的 十 分 
之 一 ， 减 去 在 林 中 嬉 机 的 2 只 ,余下 6 的 平方 只 在 由 上 放养 。 问 ， 
象 群 有 象 多 少 ? (4.63) 0: 100 或 40， 类 型 2。 

5. 骆驼 数 的 四 分 之 一 在 树林 里 , 骆驼 数 平方 根 的 2 倍 在 山坡 
上 ,余下 有 3 乘 5 REMA. M: 共有 骆驼 多 少 ? (4. 34) "E. 36, 
类 型 3。 
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三 、 高 次 方程 
《纲要 》 辑 有 算 题 ， 相 当 于 要 求解 方程 


х =a, М бх +a, V b, (x—a,N х) + 
аз V b, (ж—а, V бх —а, М b, (r—a V biz) + 


eec, 
原著 逐次 要 代 ， 使 最 终归 结 为 解 二 次 方程 
Х-А BX-R, 
其 有 关 算 题 如 : 
1. 象 群 只 数 三 分 之 二 平方 根 的 9 倍加 上 余数 五 分 之 三 平方 根 
的 6 倍 与 象 群 最 后 余下 只 数 相差 24 只 。 问 : 象 群 有 多 少 只 象 ?(4. 54 
—4.56) 答 数 ，150。 
2. 野猪 只 数 二 分 之 一 平方 根 的 4 倍 在 树林 里 ， 其余 的 十 分 之 
一 的 平方 根 8 倍 在 山上 , 再 其 余 的 二 分 之 一 平方 根 9 倍 在 河 边 。 最 
后 还 剩 下 56 H. Fj: 野猪 共有 几 只 ? (4.56) 答 数 ， 200。 
我 们 如 设 野 猪 共有 xz 只 ， 题 意 是 要 解 方程 


1 1 

t 7 19439 £74 = 
1 1 1 

| аа 1012—44/ = 


3. 柱子 长 的 十 二 分 之 一 乘 二 十 分 之 一 在 水 中 。 这 上段 长 度 乘 这 


段 长 度 的 二 十 分 之 一 乘 十 六 分 之 三 在 泥 里 ， 柱 子 圳 出 水 面 20 М, 
їй]: 柱子 全 长 多 少 ? (4.60) 0. 240 EK 120. 


我 们 如 设 z 为 柱子 全 长 尺 数 ,那么 题 意 是 要 解 方程 : x 一 去 x 


TX 1 、 3 z: V 、 、 
Е) 一 20。 这 是 四 次 方程 ， 原 著 相 当 于 设 


十 


| sse. 
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Х=х Z, ERRAZ 次 方程 ,再 解 另 一 个 二 次 方程 ， 得 答 数 。 


四 、 二 次 方程 组 
为 解决 长 方形 有 关 度 量 问 题 的 需要 《纲要 》 还 指出 解 二 次 方 
程 组 的 求 根 公式 ， 


ху=а, 


xmi (7 да 

z= (араар) 9 

у= (aa). 
жы; 7 124 求 根 公式 是 

ry=b, 
z=- Vat 22 c— эр), 
у= (Vata Бмс әр). 

具体 算 题 如 ， 


1. 已 给 长 方形 周 长 170, 面积 1 500。 问 : 它 的 宽 和 高 各 是 多 


> [7.130 +) жї. 25, 60, XW 1, 
2. 已 给 长 方形 对 角 线 长 13, 面积 是 60。 求 它 的 宽 稍 高 各 是 多 


少 ? [7.128 PETS 5, 12. 


kat 不 定 分 析 


《网 要 》 以 为 数 众 多 的 算 题 丰富 和 充实 了 阿 耶 波 多 《文集 、 数 
S) 9832—33 节 粉 碎 法 的 应 用 算 题 。 有 两 种 形式 ， | 
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一 、 同 余 式 (组 ) 

1， 某 数 乘 6 加 10, 被 9 BR, 无 余数 ; 某 数 乘 6 减 10, 被 9 BR, 
无 余数 。 问 : 这 二 数 各 是 多 少 ? | 6. 135 Lek, i, Мо, 

2. 树林 中 有 91 REO 苹果 ， 旅 行者 在 其 中 拿 走 17 N, RRF 
均 分 给 79 人 ， 刚 分 完 。 问 。 每 人 得 多 少 ? | 6. 120 LER: 9, 

这 相当 于 要 解 同 余 式 

91х-—17=0 (mod79), 

3， 一 堆 水 果 ， 两 个 两 个 ,三 个 三 个 ， 四 个 四 个 ， 五 个 五 个 平 
均 分 配给 和 人们, 都 余下 一 个 。 问 , 这 堆 水 果 有 多 少 个 ? 
6. 122 les. 61, 


4. 旅行 者 见 路 边 有 好 多 堆 水 果 ， 取 2 堆 平 均 分 给 9 л, 余下 
3 个 。 取 3 堆 平 均 分 给 11 人 , 余下 5 个 。 取 5 堆 平 均 分 给 7 人 , R 


下 4 个 。 问 ， 每 堆 水 果 有 多 少 个 ? | 6. 127 1] 答 数 :537。 


S$， 某 人 带 芒果 回 家 ， 大 儿子 取 其 中 1 个 又 取 走 一 半 ， 二 儿子 
取 余 下 1 个 , 又 取 走 一 半 。 此 人 与 三 儿子 对 半分 余下 的 芒果 , 刚 分 
完 。 问 :他 带 回 家 有 多 少 个 芒果 ? (в. 131 les. 11. 

《纲要 》 很 多 同 余 式 题 以 水 果 入 题 ， 后 世 拟 题 依 样 仿造 。 例 如 
英国 数理 逻辑 学 者 A. N. Whitehead (1861—1947) 曾 拟 题 征 解 ,一 
ек Лоп, Ma: 五 个 水 手 带 了 一 只 儿子 ， 来 到 太平 洋 一 个 荒 
WE, 发现 那 里 有 一 大 堆 椰 子 。 他 们 旅途 劳顿 ,就 躺 下 休息 了 。 不 
ZA, 第 一 个 水 手 醒 了 ,他 把 椰子 平均 分 成 五 堆 , 还 剩 下 一 个 椰子 ， 
他 把 它 扔 给 猴子 吃 了 , 自己 藏 起 一 堆 , RENAE. BR ME 


OM Lydia MEC 
2 每 坟 有 相同 个 数 果 了 于， 下 文 仿 此 ， 
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二 个 水 手 醒 了 ， 他 把 剩 下 来 的 椰子 重新 平均 分 成 五 堆 ， 正 好 又 多 
出 一 个 ， 他 又 扔 给 猴子 吃 了 ， 自 己 藏 起 一 堆 ， 也 重新 入 睡 。 接 着 ， 
第 三 、 四 、 五 个 水 手 都 同样 操作 。 第 二 天 一 早 ， 大 家 都 醒 了 ， 发 
现 剩 下 的 郁 子 已 不 多 ， 水 手 们 心照 不 宣 。 为 示 公 平 ， 把 剩 下 的 再 
等 分 五 堆 ， 各 人 一 堆 。 说 来 奇怪 ， 又 刚好 多 一 只 ， 就 把 它 又 扔 给 
ЛЕС а RRR TF. 你 能 算出 : 原来 那 一 大 堆 椰 子 有 多 少 个 ? Ж 
数 : 15621. 


二 、 不 定 方程 组 
1. 两 块 金 锭 各 重 16,10, 都 不 知 成 色 。 经 过 熔化 , 合金 金 块 


成 色 测定 为 11 瓦 . 问 :这 两 金 绽 原 有 成 色 多 少 ?(6. 188) ic 17, 


1696175 111 
10 7* 16° 10° 

本 题 相当 于 解 不 定 方程 16z 十 10y=11 (16 十 10)，z，y 分别 
AS ENG. 

2. 56 #13572 Н 5 , 2 帕 买 3 RILE, 3 粕 买 4 НАУ, 4 帕 
X5 Н, 5 帕 买 6 неу, ју. 各 种 鸟 买 了 几 只 , 各 花 了 多 少 


WB? | 6. 147 749 Ж. GE. 7, 16, 45, 4, WRX.: 5 


12, 36, 17, 此 题 与 我 国 “ 张 丘 建 算 经 ”(5 世纪 ) 百 鸡 问题 相仿 @， 
3， 甲 有 16 晒 蓝 宝石 ， 乙 有 10 颗 猫 儿 眼 ， 丙 有 8 MAA., w 
果 各 人 都 给 另外 二 人 各 2 颗 , 那么 三 人 财富 相同 。 问 三 种 宝石 各 值 
多 少 ? (6. 165—6. 166) 答 数 ， 8, 20.40, 
如 设 三 种 宝石 各 值 z，y，z 帕 ， 此 题 相当 于 要 解 不 定 方程 组 
12r+2y+2z=2xr+6y+2z=2r+2y+4z, 


Ф Ж CK #6. p. 67 
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答 数 只 是 其 中 一 组 解 。 

4. 三 个 商人 看 见 路 旁 有 一 个 钱包 、 商 人 甲 说 : 如 果 我 得 到 钱 
E, 我 所 有 财富 将 是 你 俩 手头 所 有 总 和 的 2 f. UL: 如 果 我 得 到 
钱包 , 我 所 有 将 是 你 俩 手头 所 有 总 和 的 3 fit. Ui: 如 果 我 得 到 钱 
t, 我 所 有 将 是 你 俩 手头 所 有 总 和 的 5 fi. 数学 家 , 请 告诉 我 ; 三 
商人 手头 各 有 多 少 钱 , 钱包 中 有 多 少 钱 ? (6. 236 一 237) F: 1, 
3, 5; 15. 

本 题 是 含有 四 个 未 知 数 、 三 个 方程 的 方程 组 : 如 设 甲 、 乙 、 丙 
二 人 手头 各 有 钱 数 为 zx，y，z， 钱 包 中 钱 数 为 x， 那 么 题 设 条 件 相 
当 于 说 


ul-y—3 (zx), 

udz-—5 Gd y), 
可 见 原著 管 案 数 只 是 方程 的 一 组 解 ， 与 前 面 所 引 三 题 一 样 ， 原 著 
在 同类 问题 之 前 有 解 题 公 式 。 本 题 之 前 对 于 

| (y+z), 


| (y+z), 


WU 十 y 二 5 (z+), (Cx) 

2 十 zx 一 C 《ZX 十 y)， 
求 根 公式 是 : 
S—2(b+1)(c+1),S—2(c+1)(a+1),S—2(c+1)(a+1),S 

S= (b+1) (c+1) + (c+1) (a 十 1) + (a 十 1) +1), 
四 者 约 去 [最 小 ] SEM, MKEK, у, z, uË. 
这 一 结果 的 获得 ,很 可 能 摩 订 毗 罗 已 具有 如 下 解 方程 能 力 。 从 
方程 组 (x) Hl. 
xtytz+u = (а+1) (у+2) = (+1) (24) 
二 (c 十 1])(z 十 y)， 


于 是 《9 十 1 十 1)《c 十 1) 


х+у+а+и (3 十 < 一 人 十 1)(c 十 1)， 
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jp GtDOTDGTD ~ 
类 似 地 ziytzrdu — Tz)=(a+1)(c+1), 


CHOC Grey) QD ®+1), 
那么 
2(a+ 1) 6 - 1)(c+1) 
r+y+z+-u 
2(a 二 1)(c 十 1) 十 2Ca 十 1) (6 十 1), 记 为 5S。 
这 就 易于 推导 所 求 四 个 未 知 数 ， 
> : у z t и = (S—2(+1)(c+1)) + (S—2(a+1) ° 
(c+1)): (S—2(a+1)(6+1)) : S, 
四 项 各 自 约 去 四 者 最 小 公 倍数 是 其 最 小 正 整数 解 。 本 题 四 项 
值 依次 为 6，18，30，90， 分别 约 去 最 小 公 售 数 6， 正 是 原著 管 数 
为 1，3，5，15。 
《纲要 》 还 把 问题 引入 进一步 复杂 的 方程 组 


lure (y+z), 


(=+ y+zx)=2()b+-1)(c+1)+ 


L, +y=b (z+), 


ute (=+ y), 


并 给 出 求 根 公式 〈 最 小 的 正 整数 解 )。 类 似 地 还 把 未 知 数 从 四 个 增 
加 到 五 个 。 


5， 四 个 商人 看 到 路 旁 有 一 个 钱包 ， 如 果 各 人 依次 取 其 中 十， 
P 这， 计 ， 与 手头 所 有 钱 一 起 将 分 别 是 其 余 三 人 手头 原 有 钱 和 
的 2，3，5，4 倍 。 请 问 : 这 四 人 手头 原 有 钱 多 少 ? 钱包 内 有 多少 
£x? (6.248) $: 356, 585, 445, 624; 14 760, 

另 一 类 互 给 问题 也 成 为 解 不 定 方 程 题 。 如 
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6. 商人 有 五 个 儿子 ,长 子 给 次 子 刚 好 是 次 子 手头 所 有 钱 ， 次 
子 给 三 弟 刚 好 是 三 弟 手头 所 有 钱 ， 四 弟 给 五 弟 刚 好 是 五 弟 手 头 所 
有 钱 。 互 给 的 结果 ， 五 兄弟 财富 相等 。 问 : 原来 各 人 手头 有 多 少 


钱 ? (в. 262 1-| жж. 31, 15, 14, 12, 8. 
如 设 五 人 原来 有 钱 分 别 为 z， у, Zs и, v, 则 题 意 是 要 解 ， 


xr— y-—2y—z-—2z-—u-—2u-—v--u-v. 
7. 六 个 商人 以 年 龄 为 序 , 年 长 的 依次 给 年 纪 次 大 的 财产 三 分 
之 二 。 互 给 结果 ， 六 个 商人 财富 相等 。 问 : 原来 各 人 有 多 少 钱 ? 


[626041]. 答 数 5 187, 3093, 3045, 2 925, 2 625, 1 875, 


上 引 二 题 较 前 面 五 题 难度 又 加 大 ， 问 题 7 如 设 六 商人 原来 

FH RNN х, Ys Zs Us Us tU, 则 题 意 要 解 六 元 不 定 方 程 组 
2 2 2 2 2 
гарри 

-和 和 

对 上 引 二 题 《 纲 要 》 都 仅 指出 最 小 正 整 数 解 求 根 公 式 ， 并 未 
Li PLE — Ж. 

我 国 先秦 时 代 成 书 的 《 九 章 算术 ， 方程 》 五 家 共 井 题 也 是 五 
元 不 定 方 程 组 问题 ， 与 上 二 题 相 似 ， 原 书 答 数 也 仅 给 最 小 正 整 数 
解 。 而 刘 徽 在 公元 263 年 作 注 时 , 精辟 地 指出 :“ 是 故 七 百 二 十 一 
AFR, 七 十 六 为 成 绠 之 长 ， 举 率 以 言 之 .” 这 一 结论 同样 也 适用 
于 六 百年 之 后 摩 启 毗 罗 所 给 方程 组 的 特 解 。 


Ф 以 年 龄 大 小 为 序 . 
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ат л 何 


一 、 勾 股 数 
命题 ЮЕШ. а, b (aD, Ж ДҖа*%—ЫЬ!, 2ab, +b 


分 别 是 直角 三 角形 两 直角 边 及 斜 边 。(7. 90 20 原著 未 指出 a,6 必 
须 同 为 奇数 。 


二 、 直 线形 
有 关 勾 股 比 例 有 很 多 创见 ， 部 分 已 引 在 本 《大 系 》 卷 22， 请 
查阅 ， 在 此 不 重复 . 


、 图 及 其 部 分 
圆周 长 ， 直 和 色 乘 以 M10 是 图 周 长 (7.60), 
圆 面 积 ， 周 长 乘 直 径 的 四 分 之 一 是 圆 的 面积 (7.60). 
.弓形 周 长 : 弦 平 方 与 矢 平方 五 倍 和 的 平方 根 (7.43). 
弓形 面积 弦 矢 和 与 半 矢 乘积 @ (7.43). 

5. ， 球 冠 面积 ， fa (LEER FD 面积 是 半 底 与 半 穿 径 
的 乘积 @ (7.23). 


P % > = | 


Ф 参见 本 《大 系 》 卷 2，pp. 453 一 464 
© 5 OVETUR - 7r p» KEHRHR. 
Q 5 (QUETOR - Zr EO HERAA. 
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第 五 章 (Bakhshali 手稿 》 


1881 年 在 印度 西北 部 边境 玛 顿 (Mardan) 附近 Bakhsholi 地 
J, 发现 桦 树 皮 上 撰写 的 楚 文 数学 文物 ， 作 者 佚名 。1888 FRA 
Hoernle 博士 初步 整理 后 ， 文 物 运 往 英 国 ， 藏 牛津 大 学 Bodlein 图 
书馆 。1927 ÆC. R. Kaye 发 表 《Bakhshali 手稿 》 在 印度 加 尔 各 
答 , 印度 中 央 印 刷 厂 出 版 . 《Bakhshali FR) EBA. 第 一 编 为 
И, Ло 章 101 7, 论 手稿 内 容 、 沿革 等 很 详细 。 第 二 编 手稿 原 
件 全 份 摄影 及 英文 译本 图 版 4. 5. 1 WEE. f Kaye AT: 在 克 什 
米尔 高 原 地 带 桦 树林 植被 茂密 ， 当 地 居民 用 桦 树 皮 覆 盖 屋 项。 直 
至 20 1:2: 20~30 年 代 仍 有 以 桦 树 皮 代替 纸张 者 。Kaye 还 考证 中 
国 造 纸 术 西 传 较 迟 。 阿 拉 伯 世界 今 存 第 一 张 纸 是 866 年 物 , 印度 则 
38 38 13 世纪 才 有 可 考 的 造纸 史 , 今 存 有 1231 年 纸 写本 。 在 此 以 前 
书写 都 在 棕榈 树叶 上 、 桦 树 皮 上 或 铜版 上 。 

手稿 共 75 HF, Bodlein 图 书馆 已 为 编号 。 每 叶 大 小 不 一 , 最 大 
一 叶 长 14. 5 厘米 ， 宽 9 厘米 。 有 的 边缘 破损 ， 有 的 毁坏 严重 ， 编 
号 共 分 11 组 : 

А (13), В (4), С (9), D (7), E (5), F (5) 

С (7), H (3), J 1), K (1), L Q), M (14), 
括号 中 为 叶 数 。 

手稿 本 身 编排 比较 零乱 ,其 上 保存 不 少 印度 早期 数学 文献 。 有 
的 学 者 说 这 是 公元 3 世纪 时 作品 .由 据 Kaye 考证 :“ 无 论 如 何 手稿 


(D Da., vol. 1, p. 61 
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TEON < ыыы: or t= - 
TRITON ] 
| ^p | wu fr "ү AA: 
sêri Wu & 9° у 


ата 44 q+ x 到 et 2 

ahoka E PF FSF t ГТА эй : 

kë о %% RAN uova cT q 
333 || | А53 La Ё. 
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不 迟 于 10 世纪 , 或 者 更 早 一 些 ”. 吕 好 些 题 材 也 出 现在 印度 其 他 数 


学 专 着 中 ， 也 许 这 是 从 古 以 来 全 印 熟 知 的 素材 。 
我 们 分 算术 、 代 数 二 节 辑 录 有 关内 容 。 


&—* Х% 术 
一 、 分 数 
手稿 有 熟练 的 分 数 四 则 运算 记录 (B), Tu 
1. 2+1 PES Iu +1 i. 
先 对 这 五 个 数 通 分 成 为 分 母 是 60 的 分 数 , 然后 相 加 , 得 正确 答 数 : 


437 
60 ° 
і 4934 


loa l 1 1 

135 13-70 ly > ү 4 2 
2. 一 了 十 十 -十 一 -十 一 ,م‎ 
3 1 1 RS 11 1 5 1 

8 2 5 12 ?2 3 


`5 P4 1 807 в, 
经 运算 后 ， 得 240 ° 


二 、 平 方 根 近似 公式 (С)® 
A —a*-rr, 
r 2 
A 


r 9 
?| a+) 


МА =at 


Ф BMS. , p. 123. 我 们 认为 从 手稿 算 题 类 型 及 所 用 计量 单位 与 9 ШЕП RE BE a 
罗 基 本 一 致 ， 可 以 认为 手稿 当 是 与 摩 启 上 哗 罗 《纲要 》 同 时 代 作品 . 


@ Sr., р. 31. 
© 括号 内 大 写字 表示 Bodlein 分 组 号 . 
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例 41=36+5=6 +a, 


5 2 
V41~6 十 襄 一 id. ， 与 真 值 相 对 误差 为 2.23X10-。 
12 


三 、 余 数 的 问题 (F) 

手稿 含 17 个 余数 问题 。 问题 的 模式 是 已 给 余数 Ri, 求 原来 的 
NC EC. 每 经 过 一 个 关卡 , 抽 税 率 为 a;= 税 金 二 过关 金额 (i 二 1, 2， 
…，7n)。 这 些 问 题 的 解法 公式 是 

С=К-- (1—а,) (1 一 az) ++ (1—a,), 

例如 ， | 

1. 一 旅行 者 带 了 一 瓶 酒 ， 含 4 皮 (prastha) 。 一 共 走 了 四 站 ， 
每 经 一 站 ， 他 饮 去 1 KR, 就 灌 进 1 Krk. Ml: 走 完 四 站 后 , RE 
有 多 少 酒 ? 有 多少 水 ? 


EEEE om. xw 


4-1 7.22 41 COK. EO. 
某 旅 行者 过 三 个 关卡 。 每 关卡 分 别 征收 过 关税 是 , 所 带 金 


2. 
额 的 二， 十 ， 言 。 过 第 三 个 关 后 ， 他 共 付 税 24 个 钱币 ， 问 ， BK 


来 带 多 少 钱 ? 

手稿 解法 相当 于 说 ， 如 原来 带 z 个 钱币 ， 那 么 据 题 意 ; 
(0а 
原著 算术 处 理 后 ， 获 答 数 ，40。 


四 、 黄 金成 色 (В) 
XP TH wi, MEN Sf 的 几 块 金 锭 求 熔 成 的 合金 成 色 ， 手稿 相 
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当 于 用 公式 表示 。 所 求 


Лил 十 /ztws 十 "二 fon 
RE = usw dew, 


五 、 收 入 与 支出 (E, F, L) 

手稿 有 一 类 收入 与 支出 题 ， 为 其 他 算术 书 少 见 ， 其 设 题 模式 
有 三 种 : 

1. На, 日 内 收入 el FRR, LEd: 日 内 收入 es Ф. П 
甲 给 乙 共 g 个 钱币 ， 问 : 几 日 后 甲 、 忆 有 相同 财富 CERDO. 

设 上 日 后 两 人 有 相同 财富 ， 据 题 意 


ĉi 2 


原著 作 算 术 处 理 ， 所 求 日 数 解 题 公 式 是 
g+ 2—2 o 
2. — d 日 内 收入 ei， d, 日 内 文 出 es 个 钱币 。 [Н]: 在 多 少时 
间 内 他 有 c 个 钱币 。 
解法 : 所 求 日 数 是 


3. Fd 日 内 给 ci TRR. 2,4, 日 内 给 a; 个 钱币 +, FRE 
d, 日 内 给 a, 个 钱币 ， 问 : 在 多 少 日 内 他 们 总 共 给 多 少 个 钱币 ? 


aj а2 an 
datat tI. 
设 其 和 为 二， Bit P p 内 共 给 ЛШ. X AH 


bq a, anb 
给 < 42 _.. “Q 
н 4р’ d,p' , dp | Af. 
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BL 甲 在 1 寺 日 内 给 2 六 个 钱币 ， 乙 1 二 日 内 给 3 TAR, 


丙 1 士 日 内 给 4 士 个 钱币 。 间 : 三 人 给 多 少 日 才能 有 总 数 500 个 钱 
币 ? 


解法 : 1 HAH% 

1 1 1 

2 一 3= 4> 

(钱币 )，‏ 41ےے 

0 لر 11 +14 
4 3 2 

ron 247 ~» 339 
所 求 日 数 一 500- 120 63 947° 


六 、 行 程 问题 (B) 


程 问题 。 其 基本 类 型 有 三 : 


1. 动 体 甲 以 匀速 vi oEn НА, 动 体 乙 以 匀速 v; 出 发 。 问 : 二 
者 行 同一 距离 要 多 少 日 ?( 从 乙 出 发 时 刻 起 算 )。 


设 时 间 t 日 后 走 了 相同 距离 ， 那 么 
viti Fut == Ust, 
原著 经 算术 处 理 ， 所 求 时 间 解 法 公式 
t=vti (v;—v), 
2. 甲 第 一 日 行 a1, # -HfTai- di, Ж=Н1та,+24, 等 等 。 
乙 第 一 日 行 az， 第 二 日 行 c: 十 dz， 第 三 日 行 c: 十 2d: 等 等 。 他 俩 如 
同时 、 同 地 、 同 向 出 发 ， 间 多 少时 间 后 行 相同 距离 ? 
解法 : 如 设 时 间 : 后， 两 人 行 相 同 距离 ， 那么: 


t.‏ 4 دل SP), [uu‏ ہے 


因此 所 求 :=2 (ai 一 az) + (d—dp +1. 


3. 甲 以 定 速 ov 行走, 乙 第 一 日 行走 a， 第 二 天 a 十 4， 第 三 天 


356 第 五 章 《Bakhshali 手稿 》 


a 十 2d 等 等 。 两 人 同 地 、 同时 、 同 向 出 发 。 Га]. 多 少时 间 后 两 人 行 
相同 距离 ? 
fik. MERE] 后 ， 两 人 行 相同 距离 。 那 么 


vt = ہے‎ а t. 
手稿 作 算 术 处 理 所 求 :=2 (v 一 a) +d+1. 


七 、 混 合 问题 (м) 

手稿 牛 律 Bodlein 图 书馆 编号 M 共 十 四 页 都 是 混合 问题 。 含 
度量 衡 换算 、 比 例 等 内 容 , 可 见 印度 先 民 所 拟 算 术 题 的 多 样 化 。 例 
HH: 

1. 蜗牛 一 日 行 3 yava. H: 它 走 5 育 亚 那 ， 需 要 多 少时 间 ? 

据 Kaye 考证 ， 手 稿 长 度 进 制 为 : 

1 安 =8 yava, 1 pala=6 €, 1 vitasti--2 pala, 

1 哈 斯 和 2 vitasti, 1 H —4 nr, 1 nadi—2 Æ, 

lgavyuti—2 E , 1 E WEB —4 gavyuti, ® 

于 是 1 育 亚 那 二 12 288 yava. 

AE: 所 需 时 间 : 


12 288X5 二 3 一 20 480 Н —56 5,9 


2. # {618 ЙЛ, EARM R EHR. A. 它 得 花 
多 少时 间 全 身 入 洞 ? 
解法 ， 原著 把 问题 看 成 解 比例 式 
1 1 1 1 


БЕЗЕ aea 


@ EREHE? (WE) HEHE, RE (angula)、 哈 斯 Chasta), H 
(danda), FEJE (yoyana) 外 ， 其 余 单 位 有 蜡 . 
@ 一 年 作 360 Hit. 
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FREE = 196-2 4E 4 H 10 in 

з. 一 人 2 日 半 内 挣 10 二 个 钱币 ,他 是 处 诚 的 教徒 , 每 3 LH 
向 祭司 献 13 村 个 钱币 ; 向 Vasudeva 神 每 8 十 日 呈献 12 Sm. 
为 得 到 来 生 幸 福 , 又 向 Brahmana 神 每 3 十 日 呈献 1 二 个 钱币 。 此 


外 他 又 分 别 每 1 -日 时 献计 个 钱币 ， 每 3 二 日 呈献 1 个 钱币 ， 每 5 


日 呈献 2 二 个 钱币 给 其 他 三 个 神明 。 他 自己 每 33 二 日 付 酒 钱 12 + 


个 钱币 。 问 : 他 有 存款 1200 个 钱币 。 照 上 面 收 支 ， 多 少时 间 后 把 


存款 全 部 用 完 ? 
1 


10 
解法 ， 每 日 收入 一 一 一作， 


1 
2% 
3 Фу 13 тоу 4 zł 
раан t p ey 
d g-L 1 ] 4. з 1 5 33 + 
8 2 5 2 2 3 
1 087 
240 " 
421087 62 95 
每 日 亏损 740 一 15 一 240。 


原著 用 三 率 法 得 答 数 3 031 EH =8 4&5 J 139p, 


八 、 数 列 (F) 
手稿 讨论 数列 问题 ， 有 以 下 类 型 . 
1. ai, 2d1, 3a1, **°*,› naj; 

2. ais 2а\, Заз, ***› nan; 


3. Q1» 201» 3 (а. taz), **. Л (aitaz: +" +a) 后 ， m 
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数列 的 结构 比 13 世纪 欧洲 比萨 的 斐 波 那 契 所 定义 的 数列 还 要 复 


T. 


从 上 文 简介 , 已 见 手稿 的 主要 方面 足以 证 明 Kaye 的 鉴定 : 它 
约 是 10 世纪 时 的 文物 是 无 误 的 。 它 的 工作 与 9 tH Z BF EE jnj 5 
《纲要 》 相 仿佛 , 而 更 深入 一 步 。 例 如 下 文 在 适 定 和 不 定 方程 的 解 
法 方面 都 做 得 很 出 色 。 虽 然 像 希腊 Diophantns《 算 术 》、 阿 耶 波多 
(XE ° 数学》 那样 有 相似 类 型 、 相 似 解法 , 但 给 读者 知 其 然 的 同 
时 ， 又 揭示 其 之 所 以 然 。 某 些 解 法 在 数学 教学 上 至 今 其 有 教 益 和 
参考 价值 。 


第 二 节 к ж 


一 、 线 性 方程 组 (4) 

手稿 上 出 现 一 系列 形 如 
Xl 十 TX; 二 Qa1， 
х2; =a, 


(ж) 


Xn 十 Xl 二 a， 
JEM, n 是 奇数 ， 
BRE: 从 a 二 (а-а) 十 (as 一 as) 十 … 十 (а а) + 
2X1. 然后 任意 假设 x1= p. FH: 
а„= (а-а) + (а,—а;) ++ (а-а) +2р, 
HZ BER r= 5-7 Canad 相应 地 从 (x ) 可 以 依次 求 出 zz, zs 
Ut; Xs. RA A DURF 


Tl 十 ,二 13， 
1. Xz 十 ;二 14, 这 里 4 二 13， a, =14, 23 一 15， 原著 。 假设 
x; +z =15, 
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Xs 二 13 一 5 二 8，Xx3 二 14 一 8 二 6。‏ ,5ک 
as 一 :十 xz 一 5 十 6 二 11， 那 么 as 一 as 一 4。‏ 
ТЖ х\=5+-у (аза) 一 5 十 2 一 7，‏ 
[ИҢ х;=6, хз=8.‏ 
Xi 十 Xs 二 16，‏ 
Xs 十 Ts3 二 17，‏ 
,2,—18 $240 .2 
X41 十 Xs 二 19，‏ 
Xs 十 Tl 二 20。‏ 
BUE л=7, FE =9, 23,8. 11—10, 2,—9, FÊ‏ 
TI 十 Ts 二 16 二 ah， 那 么 4, 一 a 二 4， (п=5) 于 是 所 求 nz‏ 


2 (а„—ад 二 7 十 2 二 9. 相应 地 得 zs 一 7，zs 一 10，z 一 8，Zz5 一 


11. 

假设 法 只 见于 解 一 元 一 次 方程 。 从 手稿 可 见 假设 法 也 可 以 用 
为 解 线性 方程 组 ， 但 有 局 限 性 、 仅 限于 含 奇数 个 未 知 数 的 这 类 特 
KEA: 

方程 都 是 二 项 式 ， 系 数 都 是 正 1 

此 外 ， 手 稿 还 记录 类 似 于 阿 耶 波多 《文集 。 数 学 》 第 二 九 节 
类 型 算 题 。 其 远 源 应 自 希腊 Diophantus (FAR). 


二 、 二 次 方程 (E) 

1. 手稿 出 现 解 二 次 方程 题 , 是 出 于 在 等 差 数 列 中 当 首 项 、 总 
和 、 人 公差 已 给 ， 求 项 数 的 需要 。 解 题 公式 与 阿 耶 波多 《文集 。 数 
F) ROTH. 

2. 手稿 还 出 现 二 次 方程 组 
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у (+ y+z) 一 75， 
z 〈Z 十 ?十 xz) =90, 
原著 解法 ， 恒 等 变形 : 


|... 60 _— 75 0ر‎ 
“ zr+y+z'” z+y+z' ° z+y+z° 


于 是 (=+ y+zx)°=225, 
rd-y43-2-15, 
答 数 所 求 r=4, y=5, z=6, 


第 三 节 不 定 分 析 


| (rJd-y4-z) 一 60， 


一 、 一 次 问题 (А) 

RHR PESER, ARERR, KETM (AE) A 
进一步 发 展 。 如 

1， 一 颗 珍 贵 宝 石 ， 它 的 价值 与 甲 所 有 财富 之 半 以 及 乙 、 丙 、 
丁 、 成 四 人 财富 和 等 价 ， 也 与 甲 、 丙 、 丁 、 成 四 人 财产 加 上 乙 财 
富 三 分 之 一 等 价 ; 又 分 别 与 甲 、 乙 、 丁 、 上 戊 财富 、 丙 财富 的 四 分 
之 一 之 和 ， 甲 、 乙 、 丙 、 戊 财富 、 丁 财富 五 分 之 一 之 和 ， 甲 、 乙 、 
再、 丁 财富 、 上 戊 财富 六 分 之 一 之 和 等 价 , B: 五 人 有 多 少 财富 、 宝 
石 价值 是 多 少 ? 

原著 相当 于 先 列 出 方程 组 : 


ааа Баала оа о а а аъ ае а 
паз а аз rebns а ауаз ns. ( *) 

1 2 3 4 5 , 
РЖ ела раз ла лз, 设 为 gq。 那么 х= 24, +> 
3 4 6 
94, =a, aq, sq. RA (x) 任 一 个 方程 都 有 人 
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:goa， 原 著 认识 到 ( * ) 的 解 是 


3 4 5 6 377 
Ti Tz? Ta FTA rr АА-А E 6 c 


REJ 120, 90, 80, 75, 72, 377, EP tis Tzs ха, лу, 
zs 分 别 为 五 人 财富 ，w 为 宝石 所 值 。 

2, 甲 有 7 匹 马 ， 乙 有 9 头 牛 , 丙 有 10 只 骆驼 ,如 果 每 人 给 其 
他 二 人 各 自 的 牲口 一 头 ， 他 们 将 有 相等 财富 。 

原著 设备 人 所 有 的 牲口 每 头 分 别 值 cx: x, z 个 钱币 ， 据 题 
意 立 出 方程 

Sz Fra +z; =7z;+<xz;+zx;—=8z;+ i +t, 

TdÉ42;—627;—72,, X. 原著 认为 应 取 4， 6，7 的 “最 小 公 
倍数 ”168。 本 题 的 “最 小 正 整数 解 ” 是 zi 一 42，z 一 28，z; 一 24. 
显然 事实 上 ， 最 小 正 整 数 解 应 是 21，14，12。 

3. 相当 于 百 鸡 问题 

| 


3z 十 > 十 二 = 一 20, 有 惟一 正 整 数 解 :rz 一 2,y 一 5,z=13。 


二 、 二 次 问题 (к) 
原著 给 出 两 种 类 型 ， 相 当 于 说 


L 求 | OO WERB, на, o IESER. 


原著 有 数值 例 ， 解 
ИШ 
ک7 س‎ 
解法 : 5+7=12, 12-2=6, 6—2=4, 
4-+2=2, 2/—4, 4+7=11, Ж. x 二 11。 显然 这 是 特 解 ,但 
所 示 数 值 解法 却 有 一 般 意义 ， 由 此 可 以 推测 ( * ) 的 一 般 求 根 公 
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AA: 


(98-4) 


2. Ё xy—ar—by—c-0 C* x) ЕЖ, Ж Ра, b, с 
为 已 给 正 整 数 。 

原著 有 数值 例 ， 解 

xy—3r—4y—1-0, 
解法 : (3X4 十 1) 二 1 十 4 二 17，3 十 1 一 4， 这 就 是 说 ， 它 有 解 += 
17，y 二 4。 明 然 是 特 解 ， 不 难 追 迹 其 一 般 解 是 z=a5 十 c 十 5，y== 
a 十 1。 经 后 人 研究 名 ,认为 当时 已 有 如 下 解 题 技巧 : 方程 (x =) 
等 价 于 
(z=—b)(y—a)—ab—c=0, 

WERTE m= y—a, ЖА (ж ж) 的 通 解 是 


MEN 
m 


y=m-+a, 


手稿 特 解 是 取 m 二 1。 


(D ЖЖС. R. Kaye 的 推测 . 
@ Sr., pp. 34, 35. 
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第 文章 жт SS 


Ў {Ml 7 (Bhaskara, 或 译作 明 轨 范 师 , 或 简 译 作 明 ) 1114 年 
EFHRWH (Bijapur), SARR (Mysore) 邦 。 他 长 期 在 印 
度 历 史 文 化 名 城 乌 贾 因 (Олат) 工作 , 此 地 亦 即 我 国史 书记 晋 僧 
法 显 , 唐僧 玄 具 取经 处 乌 芒 。 获 什 迎 罗 在 此 地 任 天 文 台 领 导 多 年 ， 
他 是 12 世纪 印度 最 杰出 的 数学 家 和 天 文学 家 。 他 的 裔 孙 及 门人 继 
承 薪 传 成 为 学 派 ， 绵 延至 15 世纪 。 他 约 在 1184 年 前 后 谢世 。 

在 数学 方面 他 继承 和 发 展 先 斐 的 成 果 , 整 理 和 新 创 许多 工作 ， 
有 两 部 力作 传世 。 其 一 为 《 丽 罗 娃 只 》，Lilavati 是 印度 妇女 常用 
名 ,此 书 之 所 以 以 此 为 名 ,据说 是 为 纪念 其 爱 女 ,全书 计 十 三 章 ， 
£t FA T, 首尾 连贯 分 277 Б. 各 章 依 序 为 : 公设 、 记 数 法 及 运算 
EU, AATE, RERA., FARE., LSA., FA 
方 、 木 材积 、 量 容 、 测 影 、 粉 碎 法 、 排 列 与 组 合 。 其 二 为 《 根 的 
计算 》(Vija-Ganita), 全 书 计 九 章 , 章 下 有 节 , 首尾 连贯 分 216 段 。 
Лау. 正 负数 、 一 次 不 定 方 程 、 二 次 不 定 方程 、 线 性 方程 
组 、 勾 股 定理 、 不 定 方程 应 用 、 二 次 不 定 方 程 应 用 及 结论 ，。 

E (pim aye 3x B iE (Akbar, 1556—1605) Ж 
译 成 波斯 文 (1587 年 )。19 ЖАН. T. Colebrooke #9 XE (图 
版 4. 6. 1 上 为 梵文 本 书 影 , 4. 6. 1 下 为 1587 年 波斯 文 译 本 书 影 ) 于 
1817 年 在 伦敦 出 版 婆 什 迦 罗 两 数学 名 著 的 英文 注释 本 ， 并 易 名 
(PER A RR, 《 根 的 计算 》 为 《代数 》， 就 二 书 主 要 内 
容 看 , 这样 命 名 书 名 是 合适 的 .图 版 4. 3. 1 PRN 5 ҖЕ ЗУ КЕК £ 


(D Sr., pp. 80, 81 
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著 英 文 译注 合 刊 本 翌 页 书 影 。 
本 章 综合 二 书 创 见 ， 分 四 节选 述 。 


第 一 节 计量 及 运算 法 则 


一 、 计 量 制度 

ш ESMEE, ERRAZA, wH CLER 
文 台 领 导 ， 所 着 专著 中 十 分 重视 计量 制度 。 计 量 制度 显然 与 数学 
计算 工作 有 非常 密切 的 联系 ， 有 似 其 前 辈 摩 订 吡 罗 《 纲 要 》 那 样 ， 
有 如 我 国 《孙子 算 经 》 那 样 ， 眷 首先 列 计 量 换算 表 ， 作 为 全 书 运 
算 指 南 .《 栅 》(《 丽 罗 娃 只 》 简 称 、 下 同 ) 第 一 章 公 设 即 计量 制 
度 。 各 种 量 单位 名 称 及 进 制 与 《纲要 》 已 大 异 其 趣 。 

钱币 11.2)® 

1-Ё (сасы) =10 子安 贝 ， 

1 ÆR (pana) =4 È, 

1 ЗЕ (drama) —16 派 那 ， 

1 BR (nishca) =16 RMR. 


长 度 (L1.5—1. 6) 

1 指 ==8 粒 大 麦 宽 度 ， 

1HR-12 指 ， 

1 步 =4 HR, 

1 里 ==2 000 步 后 人 估计 约 是 英制 8 000 m, 
1 亚 育 那 (yayona) —4 H, £93.8 XH, 


Ф (LL1.2)》 是 指引 自 《请 》 第 一 章 第 二 段 ， 下 文 仿 比 . 
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容量 (L1.7—1.8) 
1 立方 = 长 宽 高 都 是 1 肘 尺 的 立方 体 容 积 ， 


d. 
1 droma = 16227 9 


1 adhaca = jdroma , 


1 ргаѕїћа == 二 adhaca , 


1 cudaba = t prastha 。 


重量 (L1.3) 

14] (gunja) =2 粒 大 麦 重 ， 
1 valla=2 А], 

1 haruna = 8valla, 


1 qaduanaca = ?haruna®, 


二 、 整 数 运 算法 则 

1]， 记 数 法 。《 丽 》 用 十 进位 记 数 制 ， 单位 、 十 、 百 、 千 、 万 、 
十 万 、 百 万 、 于 万 、 亿 、 十 亿 、 百 亿 、 千 亿 、 万 亿 、 十 万 亿 、 百 
万 亿 、 王 万 亿 、 亿 亿 至 十 亿 亿 (L2. 10 一 2. 11). 

2， 含 加 、 减 、 乘 、 除 、 平 方 、 开 平方 、 立 方 、 开 立方 在 内 的 
八 则 运算 (L2. 12—2. 28). 

3. 对 0 的 运算 法 则 。 非 0 整数 的 人 则 运算 与 他 的 先辈 无 异 , 前 
人 回避 0 做 除数 的 除法 。《 丽 》 则 有 如 下 论述 ; 

0 的 乘积 是 0, 一 数 乘 以 0 也 是 0, 但 是 一 数 除 以 0， 就 成 为 一 


分 数 , 它 的 分 母 是 0。…… 被 除数 是 3， 8020, REK, зй 


OM: pt ci tapes 
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分 数 以 0 作为 分 母 ， 命 名 为 无 穷 大 量 。(The fraction is termad an 
infinite quantity) 一 量 以 0 作为 除数 , 无 论 加 上 多 少 , 或 是 减 去 多 
少 ， 永 恒 不 变 。 无 穷 大 量 像 是 不 变 的 上 帝 ， 在 世界 生 与 灭 之 间 常 
驻 恒 定 。(In this quantity consisting of that which has cipher for 
the divisor, there is no alteration, though many be inserted or 
extracted; as no change takes place in the infinite and immutable 
GOD, at the period of the destruction or creation of world, 
though numerous orders of beings are absorbed or put forth.) 
(G3. 13—3. 16)9, 


三 、 分 数 运 算法 则 

《十 》 上 共 备 完整 的 分 数 和 运算 法 则 ; 

通 分 (L2. 29—2. 30) 

法 则 分子、 分 母 互 乘 分 母 ， 或 者 分 子 、 分 母 各 乘 一 个 巧妙 
的 数 。 例 如 : 


1. 告诉 我 ,怎样 把 3， 二， 广 化 为 公分 母 , 它们 的 和 是 多 少 ? 


3 1 l 4 3 5 œ 23 
1' 5' 3' 15° 15° jg ОПЕ, 
2. БЕХ, НАЖ, Харт 


5， 站 的 分 母 有 公 因 数 7, RAL, t, RIF, 分 母 


ияи, SUL. Dr. MEH, SRE, 
细 分 分 母 (L2. 36— 2. 37) 
法 则 分子 相 乘 、 分 母 相 乘 ， 结 果 是 分 数 细 分 的 齐 式 。 


例 一 人 给 乞丐 突 拉 姆 一 半 的 三 分 之 二 的 四 分 之 三 的 五 分 之 


O (G.3.13—3.16) 是 指引 自 《 根 式 计 算 》 第 三 章 第 一 三 至 第 一 六 段 ， 
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一 的 十 六 分 之 一 的 四 分 之 一 。 Md мезет ? 


2 3 1 1 
解法 : lxixixixlxl r ， 化 成 齐 式 庆 ss， 约 简 


成 为 -250。 答 数 ，1 个 子安 贝 。 
TRAMA (1.2. 36 一 2. 43) 
1. 加 减法 ”具有 公分 母 分 数 的 和 差 。 
2， 乘 法 ”分子 相 乘 ， 除 以 分 母 相 乘 ， 其 商 是 结果 。 


3， 除 法 “除数 的 分 子 、 分 母 互 换 位 置 ， 余 下 的 步 又 同 乘法 ， 
例 告诉 我 ，5 除 以 2 3 是 多 少 ? RU EED 


ы 1l 5. = 一 一 = 一 一 
解法 : 5 二 2 =з Xas 


4， 开 平方 ”对 分 子 、 分 母 各 自 开 平方 。 
5， 开 立方 ”对 分 子 、 分 母 各 自 开 立方 。 


n, RAZA 

婆 什 和 迎 罗 专著 中 已 有 完整 的 平方 根 式 运算 法 则 及 其 数值 例 。 

加 减法 ”二 平方 根 中 被 开 方 数 的 和 称 为 大 根 ， 它 们 的 乘积 平 
方 根 的 二 倍 称 为 小 根 。 大 根 、 小 根 的 和 差分 别 是 所 求 二 平方 根 和 
差 的 平方 。 

我 们 如 设 已 给 二 平方 根 为 Va ，~M 5 ， 二 者 和 差 运 算 ， 原著 
相当 于 说 : 


1. Уа +N b =V ahb+2<x/ab; 
à. Ма У b =V a4-b—2-/ab (G. 1.29), 


Уж 已 给 平方 根 中 大 的 除 以 小 的 ,其 商 加 或 减 1 后 , 以 和 差 
的 平方 滋 以 小 平方 根 的 被 开 方 数 ， 这 乘积 分 别 是 所 求 二 平方 根 和 
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差 的 平方 。 
这 相当 于 说 
L VIVE er) 


2. Ма — b = la| fe ， 其 中 4a>>b (G. 1.30), 


@ 朋友 ， 你 精通 平方 根 运算 ， 请 告诉 我 V8, V2 二 者 
和 、 差 是 多 少 ? 

按照 法 则 ,大 根 8 十 2=10, Д%82-/2х8=8, 大 根 、 小 根 的 
和 、 差 是 18，2。 管 数 V 8 +V 2 =-/18, V8 一 V2 二 M2，。 

按照 第 三 〇 段 法 则 


Vs +z = ( [241] =e. 


М8 —^/ 2 = 18-1) -z (G. 1.31), 
乘法 ”从 原著 所 举例 可 总 结 为 
二 项 相 乘 : 
(Ма E b) (Nc M d) =Мас +N ad A ^/ bc 4- ^ bd , 
二 项 以 上 相 乘 : SEX. ЕНЕ ЛЕ. REKKEFHFR 
二 项 式 ， 再 相 乘 ， 这 就 节省 了 手续 ， 例 如 : 
(/25--^/ 3) G/25+./ 3 十 Vi2) 
(V25 十 V 3) (V25+ (V 3 十 V12)) 
(V25+V 3) (0/25 3/27) 
625 十 M675 十 M75 十 M81 
(V625+MV81) + С/675-Е^/75) 


| 


| 


l 
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二 34 十 M2 400—34--20 MV 3 (G. 1.32). 
除法 ”原著 把 除法 看 做 乘法 的 逆 运 算 。 先 把 除数 合并 为 二 项 
式 ， 然 后 做 除法 。 例 如 
(V 9 十 V450 十 WV75 十 V54) + G2 M 8-8) 
— (34-15 V 2 +5 м3 +3/6)—(G@/ 2 +47 802-A/ 3) 
= (3+3 vV 6 +154 2 +543) + (G2 4/3) 
—5-FA/3 (G. 1.33), 
开平 方 
原著 把 根 式 的 开平 方 看 成 是 根 式 和 差 的 逆 运 算 。 相 当 于 说 ,已 


atv d, KV a+ b, 


假设 Ма+мМ b — x X у, 
那么 人 十 y 士 2 A xy x4- yd 4zy=a+- b, 


rd-y»-a, 
. | 


例 R V5 二 M24,， 这 里 a=5, 5=24, ЖЖ 
z 一 这 十 V25 一 24 一 3， y 一 5 一 3 一 2， 


即 ^ 5 十 V24 一 3 十 /2 „ (G. 1.39—1. 40) 
第 二 节 A K 


一 、 假 设法 
《 丽 》 说 明 解 算术 问题 的 单 假设 法 , 是 从 埃及 莱 因 得 纸 草 以 来 
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最 完整 的 描述 。 

按照 题 意 任 意 假 设 一 数 ， 乘 、 除 、 加 或 减 某 些 数 ， 得 到 一 个 
结果 。 以 题 中 已 给 结果 乘 以 假设 的 那个 数 ， 除 以 得 到 的 结果 ， 商 
就 是 所 求 的 答 数 。 这 就 是 假设 法 。 

原著 相当 于 说 , 对 于 题 给 方程 ar=b, 任意 假设 x—2n.í8 


bx, 


SR arn-bh. ЙАНА ar=b 的 解 应 是 z= ° 


原著 还 补充 说 假设 随便 什么 数 都 可 以 ， 答 数 却 都 一 样 。 假 
设 是 1 也 可 以 。 

Dj 一 群 蜜蜂 ， 其 中 五 分 之 一 在 Cadamba 花 从 中， 三 分 之 一 
在 Silindhri 花丛 中 ， 二 者 差 的 3 倍 飞翔 在 Cutaja 花 从 中 。 余 下 一 
只 躲 在 素 馨 花 中 ， 请 告诉 我 ， 这 群 塞 蜂 有 多 少 只 ? 

解法 : 假设 是 30 只 ， 五 分 之 一 是 6， 三 分 之 一 是 10， 差 是 4， 
3 倍 是 12， 余 数 应 是 2; 题 中 已 给 结果 是 1， 乘 以 假设 数 30， 除 以 
得 到 的 结果 (余数 2) FEN: 15 (L3. 50 一 3. 54), 


=. ЖЕЖ 

МЕА ИО ERK. ЕН £ (ЖЖ. MF) 第 二 八 节令 
述 非 常 简洁 ， 也 无 算 例 。《 丽 》 中 表达 很 完整 .观察 一 值 为 已 给 ， 
使 除数 成 为 乘 数 , 乘 数 成 为 除数 , 乘 方 成 为 开 方 , 开 方 为 乘 方 。 变 
负数 为 正 数 ， 正 数 为 负数 。 

例 眼神 明眸 的 姑娘 , 如 果 你 知道 正确 的 还 原 法 。 求 一 数 。 此 


数 乘 以 3， 加 乘积 的 二 ， 除 以 7。 减 去 商 的 二 ， 乘 方 。 减 去 52， 开 
方 ， 加 上 8， 除 以 10， 得 2。 

解法 : 按 法 则 运算 。2， 乘 以 10， 减 去 8， 乘 方 。 加 上 52， 开 
方 ， RUIE., 乘 以 ?， RUIS, 又 除 以 3。 KH: 28 (L3. 47 
—L3. 49), 
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三 、 余 数 问 题 
我 们 已 在 本 《大 系 》 第 二 卷 第 四 编 第 二 章 引 述 。 


四 、 比 例 

西方 称 比例 解法 为 二 率 法 。 阿 耶 波 多 《文集 、 数 学 》 第 二 六 
节 首 先 提出 三 率 法 ， 点 明 主 项 、 要 求 项 、 实 这 三 种 率 及 其 与 所 求 
项 的 关系 , 密 罕 不足 三 十 字 。 至 9 bz BETTER, (AE) XA 
题 有 进一步 研究 : XE. EEO. АШИ Е. HEA 
3 个 世纪 之 后 ， 比 例 知识 至 婆 什 迦 罗 煤 然 大 备 ， 解 题 算式 规范 化 ， 
对 后 世 阿 拉 伯 国家 和 欧洲 影响 很 大 。《 丽 》 对 各 种 比例 给 出 定义 、 
周到 的 算法 和 大 量 籽 有 特色 的 应 用 算 题 。 

正比 例 

三 率 法 中 的 三 率 与 中 算 《 九 章 算术 粟米 》 今 有 术 中 的 所 有 
率 、 所 求 率 、 所 有 数 同 义 , 一 一 对 应 。 四 个 成 比例 的 量 a, b,c, z: 
a: b=c: х, FR x-—bc—a 可 列表 作对 照 。 


bc/a 


| 所 有 数 X 所 求 率 


与 要 来 
项 对 应 
的 实 


实 X 要 求 项 + 主 
项 


《 丽 》 第 三 章 、 第 四 章 列 专 节 讨论 各 种 比例 问题 。 其 中 对 正比 
例 说 : 首 项 与 末 项 ,也 就 是 主 项 与 要 求 项 , 必须 是 同类 、 同 单位 ， 
实 是 异类 的 项 ， 记 在 二 者 之 间 。 实 乘 以 要 求 项 ， 除 以 主 项 ， 就 得 
到 要 求 项 所 对 应 的 实 。 

这 是 说 , 解 正 比例 问题 , 印度 数学 习惯 是 把 三 率 排 成 一 横行 ， 
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主 项 在 左 、 要 求 项 在 右 、 实 居中 ， 主 项 一 一 实 一 要 求 项 ， 
所 求 数 一 实 X 要 求 项 十 主 项 
例如 ”1 如果 有 米 1 Z Yr, 值 2 突 拉 姆 。 请 告诉 我 ，70 W 
那 可 以 买 多 少 米 ? 
按照 印度 习惯 ， 比 例 式 中 三 个 率 应 排 成 一 横行 ， 
2 突 拉 姆 一 一 1 + Fr — 70 派 那 ， 
主 项 、 要 求 项 应 化 成 相同 单位 ， 
16x 2 派 那 一 一 总 立方 -一 70 W, 
所 求 买 米 数 
9 315 


六 X70 二 32 一 178 立 方 


— 2 立方 7droma 1 adhaca 2 prastha®, 
2. 如果 104 尼 希 加 能 买 63 pala 樟脑 , 问 : 买 12 上 pala 樟脑 
要 多 少 钱 ? 
63 pala@ 一 一 104 尼 希 加 一 一 12 + pala, MRA 


104X12 وم‎ = 152 je. 2m A 


—20 尼 希 加 3 突 拉 姆 8 派 那 3 卡 11 EFEN, 
(L3.70—3. 73). 
反比 例 
如 果 要 求 项 增加 时 ， 实 减少 ;要求 项 减少 ， 实 反而 增多 ， 就 


O 简单 的 比例 问题 , 由 于 当时 计量 制度 不 是 十 进 制 , 大 大 增加 了 运算 工作 量 . K 
过 来 也 促进 了 计算 技术 的 发 展 . 
© pala 为 重量 单位 ， 在 《 丽 》 首 章 衡 制 表 残缺 未 载 此 单位 名 称 . 
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用 反 三 率 法 解 题 (1.3. 74), 
反 三 率 法 解 题 把 三 率 法 运算 颠倒 过 来 。 


(L3. 70) 
这 是 说 ， 解 反比 例 问 题 时 ， 三 个 率 仍 排 成 一 横行 ， 
而 å 主 项 一 一 实 一 一 要 求 项 ， 
所 求 数 二 实 X 主 项 十 要 求 项 。 
原著 接着 说 


有 生命 的 商品 ， 以 年 龄 计 值 时 ; 黄金 重量 与 试金石 成 色 比 较 
时 ; 粮食 以 桶 容 多 少 计 桶 数 时 都 要 用 反 三 率 法 (L3. 35)。 原 著 的 
例 : 

1. 女奴 16 518932 ERIN, 20 岁 女 奴 值 多 少 ? 

解法 : 16——32—— 20, 


所 求 值 是 ， 32X16--20—25 2 ( 尼 希 加 )。 


2. 十 号 试金石 标定 价值 尼 希 加 金 块 含 金 1 gadyanaca IF]: 
由 十 五 号 试金石 标定 同 值 金 块 含 金 多 少 ? 

解法 ，10 一 一 1 一 一 15， 
所 求 值 是 1х10+15=2 (gadyanaca ) 。 

3. 用 容量 为 7 adhaca 的 桶 量 一 堆 谷 物 为 100 桶 。 问 : 用 容量 
为 5 adhaca 的 桶 来 量 这 堆 谷 物 ， 有 多 少 桶 。 

解法 :7 一 一 100 一 一 5， 
所 求 桶 数 是 100xX 725—140, 

复 比 例 

《 丽 》 扩 充 二 率 法 到 五 率 法 、 七 率 法 直至 十 一 率 法 。 原 著 说 ; 
五 、 七 、 九 或 更 多 率 的 法 则 。 变 换 实 的 位 置 ， 多 率 列 乘积 除 以 少 
率 列 乘积 ， 它 们 的 商 就 是 所 求 数 (L3. 79) 。 原 著 举例 多 则 ， 变 化 


Ф 试金石 标号 与 同 值 金 块 对 黄金 含量 成 反比 . 
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多 样 ， 可 见 印度 数学 家 解 题 的 熟练 技能 与 技巧 。 例 如 ， 
1. 如 果 100 个 钱币 1 个 月 得 利息 5 个 钱币 。 间 ， 16 个 钱币 1 
年 的 利息 是 多 少 ? 


原著 排列 算式 为 
(i) (ii) (iii) 
1 12 1 12 ‚ 
2Х16Х5_3 
100 16|—]100 16 一 人文 100 795 (钱币 ) (L 3. 80) 。 
5 5 


从 G) 到 GD, 5 从 左 列 移 到 右 行 ， 即 “变换 实 的 位 置 >。 从 
Gi) 到 (十 )， 分 母 含 二 率 ， 分 子 含 三 率 ， 即 法 则 所 说 “多 率 列 乘 
积 除 以 少 率 列 .” 理 由 是 显然 的 。 


2. 如 果 100 个 钱币 1 3 月 的 利息 是 5 二 个 钱币 。 问 ; 62 14 
钱币 3 二 月 的 利息 是 多 少 ? 


(1) (ii) 

4 16 4 16 

3 5 3 3 

100 125| _ |100 125| . 

1 2 1 2 

26 26 

5 5 
(iii) (iv) (у) (vi) 
4 16 4 16 1 4 ] 1 
9 3 5 3 5 3 1 3 
100 125 _|100 125 4 5 1 1 
2 1 2 1 2 1| | 1 
5 2 26 26 13 
5 1 1 5 1 
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(vii) E (Ж) (L 3.81), 

KAA O 到 GD 仍 是 “变换 实 的 位 置 ?。 从 《ii) 到 (vii) 
变换 分 子 分 母 位 置 ， 然 后 层 层 约 简 ， 变 分 数 为 整数 ， 使 原来 的 五 
率 变换 成 十 一 率 ， 而 各 率 中 出 现 很 多 单位 。 到 第 (vii) Gb “LR 
列 乘 积 除 以 少 率 列 就 简化 为 “二 率 乘 积 除 以 一 率 ”。 

3. 8 条 3 肘 尺 宽 8 肘 尺 长 优质 花 绸 头巾 , 1100 ERM. BA, 


赶快 告诉 我 如果 你 精 于 计算 : 同样 质地 的 头巾 ,过 肘 尺 宽 、3 TN 


尺 长 值 多 少 个 尼 希 加 ? 
3 1 
3 z| Ë | 
sg 了 |8 7 Z3 J36813x2X8X2xX8—768, 
2 2 Д>ҖЕЗЗЕЁЖ11х17х1х100=700. 
8 1 8 1 
100 100 


答 数 ，768 BRID 一 14 突 拉 姆 9 派 那 1 卡 6 之 子安 贝 
(L 3. 82), 

4. 30 块 珍贵 木 块 ， 各 高 12 指 、 宽 16 指 、 长 14 指 , 共 值 100 
尼 逢 加。 朋友 ， 请 告诉 我 。 如 果木 块 高 、 宽 、 长 各 少 4 指 。 问 : 14 


块 这 种 木 块 值 多 少 ? 
12 8 12 8 1 1 1 1 
16 12 16 12 2 1 1 1 
14 10|—|14 1l0|—|1 1 l> 1 
30 14 30 14 3 1 1 


100 100 100 90], 


答 数 , i6 万 突 拉 姆 CL 1. 83). 
5. EK BUE MCA 1 育 亚 那 远 处 , 需 车 租 8 突 拉 姆 。 那 
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么 运 第 二 批 木 块 到 6 育 亚 那 外 地 ， 需 要 多 少 车 租 ? 


12 8 1 1 1 1 
16 12 2 1 1 1 

14 10| || 1| |11 в 

30 14 3 1 1 1 

1 6 1 6 1 1 

8 8 8 
4:82 r8. CL 1. 80 运算 过 程 中 随时 约 简 , 算法 敏捷 ， 

不 失 为 优美 解 。 

连 比 例 


《 丽 》 还 有 连 比 例 问 题 ， 称 为 互 换 (barter) 有 例 云 : 如 果 300 
个 芒果 值 1 突 拉 姆 ,30 个 成 熟 的 石榴 值 1 RAB. 朋友, ЖЖ: 10 


个 芷 果 可 以 换 多 少 个 石榴 。 
16 1 16 1 16 1 
"a w 30| 一 |300 30| 一 |1 1l. 
10 10 1 


А. 16 个 石榴 (L 1.85), 
用 欧洲 后 来 整理 成 的 连 比例 解法 ， 本 题 相 当 于 解 
30 HFH 1 派 那 


16 派 那 300 芒果 

10 芒果 + 个 石榴 
L-30X16X10 ,, 
1X 300 ° 


这 是 印 算 连 比例 首 例 。 
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分 配 比 例 

印 算 至 婆 什 迎 罗 ， 对 分 配 比 例 解 题 法 则 益 臻 成熟， 对 加 权 分 
配 的 处 理 合 加 完善 。《 丽 》 第 四 章 有 专 节 阐 述 , 相当 于 说 : 有 了 个 
钱币 要 买单 价 为 ai ВТ. KE A bi 重量 单位 的 i 种 商品 分 配方 
Ey 


各 种 商品 重量 分 别 为 


Su 
各 种 商品 所 花 钱 数 分 别 为 m (—1, 2, 3, =n). 
《 丽 》 设 例 以 为 应 


1. 3 a 米 值 1 突 拉 姆 ，8 mana EREI 突 拉 姆 。 现 在 


有 钱 13 卡 买 米 和 腰果 ， 使 重量 成 2 与 1 之 比 。 商 人 ， 我 们 立刻 要 
HERT., MRR, ЖАВИ Г, BEX, ERBES? 
本 题解 法 : Rb, =, a,=2, a=], 于 是 


t 


39 
aibi aibi = cc. 
13x75 2 13 3X g l 
那么 13 卡 能 买 米 一 - L ERER. 前 者 为 一 6 突 拉 姆 ,后 
56 56 


#099008. 分 别 折 成 10 卡 13 TT 及 2 卡 6 FERT Jr 
amus, ШЕ тапа, KER тапа, 
2， 樟 脑 1 pala (8 2 尼 希 加 ， 梅 檀 1 pala (82-3008, UF 


© 为 重量 单位 ,《 丽 》 第 一 章 衡 制 残缺 ， 未 列 此 单位 . 
© 本 题 结 构 与 《 九 章 算 术 。 均 输 》 第 6 题 相像 ， 见 本 《大 系 》 卷 2，p.。 89 
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pala 值 < 突 拉 姆 。 精 明 的 商人 ,告诉 我 ,有 1 个 尼 希 加 按照 1 : 16 


: 8 比值 (重量) 去 买 这 三 种 香料 ， 各 能 买 多 少 ? 
ЖЖ: — ЕНЕ ЫЫ. 


f CRIM) 


Ж (pala) 


3. 94 个 尼 希 加 借 与 人 , 分 三 段 计 息 、 月 利率 分 别 为 5% , 396, 
4%， 依 次 借 7, 10, 5 个 月 , 使 它们 生 相 同 利息 。 告诉 我 , 数学 家 ， 
各 段 应 借 多 少 钱 ? OS. 91)® 


五 、 数 列 

《 丽 》 在 第 五 章 论述 等 差 数 列 时 , 对 五 个 参数 a1, ans п, d, S, 
之 间 的 互 算 公式 作出 完整 叙述 @.。 在 等 比 数列 方面 也 有 很 好 工作 ， 
例如 : 

1. 在 等 比 数列 计算 中 经 常 要 出 现 的 x 竹 算 法 提出 独到 见解 。 
原著 说 :“ 如 次 数 为 奇数 ， 就 减 去 1， 并 记 ““ 相 乘 ， 。 如 次 数 为 偶 ， 
就 折 半 ， 并 记 “ 自 乘 ， 照 此 直至 次 数 用 完 ， 至 1 止 。 然 后 逆序 以 
公 比 相 乘 ， 又 做 自 乘 运算 ”(L5. 128) 

Er-—2, n=30 为 例 ， 法 则 是 说 ; 

30 CERO 折 半 为 15 (奇数 )， 就 减 1 成 为 14 (偶数 ) 又 折 半 ， 
өөн 直至 1 为 止 。 分别 按 法 则 记 上 相 乘 或 自 乘 。 然 后首 序 (从 下 而 
HL) 运算 ， 直 至 n 二 30。 这 种 算法 已 具备 程序 设计 的 思想 。 


D 本 《+ 大 系 》 卷 2，p，433. 
© 本 《大 系 》 卷 5，p. 421, 422 
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30《〈 偶 ) jie “AFR” сар 76822—1 073 741 824 cm 


» esce (((22 х 2(2 × 2)? x 2)? 

15 CAO ЖІ “HÆ 16 звао зо TOR CO DP xc xc 

2 一 16 384 esen 2 2 2 

7 〈 奇 ) М1 “ШЖ” 2 2 2 
6 С) 折 半 “Hg” 82—64 ee HH (2 х2) 
3 CA 1 FHF AX2—8 ас, сс; жаза вс oco nao d 

1 (ê) DTE IDOL, 


相当 于 说 : 290 — (2557 ((20? X 2)! = ((22? X 2)! X 27! — (((2°х 
2)! x2)! X2). 

2. “做 自 乘 运算 ， 把 结果 减 1， 以 余数 除 以 公 比 减 1， 乘 以 初 
项 ， 这 就 是 所 求 等 比 数列 的 和 。”(L5. 128) 这 是 印 算 首次 提出 的 
已 知 初 项 (а), AE G), DP (mn)， 求 数列 和 的 公式 

S= ("—1) + (r—1), 

@ 某 人 初 日 布施 一 双子 安 中 ， 他 许愿 以 后 每 日 加 倍 布施 。 
|. 一 个 月 内 他 布施 总 值 多 少 ? 

列 式 : 初 项 2， 公 比 2， 项 数 30. 

Ж. 2147 483 648 3101, Bp 104 857 2970119 突 拉 姆 9 UK 
那 2 卡 6 子安 贝 (1.5. 129)。 
原著 按 当 时 印 制 、 把 数 以 亿 计 的 子安 贝 折算 为 尼 希 加 等 大 单位 , 计 
пі. 
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PEF A # 


一 、 多 项 式 运 算 

《 根 的 计算 》 第 一 章 在 前述 有 理 数 运算 法 则 之 后 , 列 专 节 论 含 
未 知 数 的 多 项 式 运 算法 则 ， 已 有 说 明 怎 样 表示 未 知 数 ， 有 具有 用 语 
言 表 达 的 代数 学 特色 。 

用 黑 、 监 、 黄 、 红 以 及 其 他 颜色 。 有 选择 地 来 代替 各 种 不 同 
mni (G1. 17), 

加 减法 

在 所 有 标记 的 量 中 , 两 个 或 多 个 同类 量 可 以 作 加 、 减 运算 , 原 
EXP 

1. HE. Bé. 1 个 正 未 知 量 以 及 1 个 常数 ;两 个 正 未 知 量 
以 及 8 个 负 和 常数 四 二 者 的 和 是 多 少 9 加 改变 第 一 组 含量 的 符号 后 
做 加 法 ， 和 是 多 少 ? 图 第 二 组 含量 都 改变 符号 ,它们 的 和 是 多 少 ? 
如 果 我 们 用 表示 未 知 数 ， 原 著 的 算式 相当 于 说 : 

(D G--D + (2x—8) =3z—7, 

@ (—xr:—10 + QGr—8) =х—9, 

@ G-FD + (—2z+8) =—r+9, 

2， 上 上 例 中 两 组 含量 都 改变 符号 ， 它 们 的 和 是 多 少 ? 

《一 并 一 1) + (25418) 一 一 3z 十 ?7 (С1. 18), 

3. 3 个 正 未 知 量 平方 与 3 个 常量 ， 加 上 两 个 负 未 知 数 ， 和 是 
多 少 ? 

3T: 十 3 十 (一 27) 一 3z2 一 2z 十 3 (G1.17—1.19), 

4. 两 个 正 未 知 量 减 去 6 个 负 的 未 知 量 与 8 个 负 常 数 。 问 : 余 
数 是 多 少 ? 

2xr— (—6r—8) 一 8z 十 8 (G1. 20), 
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来 法 

常数 与 颜色 相 乘 ， 它 的 积 是 颜色 。 当 两 个 、 三 个 或 更 多 个 颜 
色相 乘 ， 乘 积 是 这 个 量 的 平方 、 立 方 或 多 次 笑 。 

多 项 式 相 乘 时 ， 把 被 乘 式 各 项 分 别 放置 在 乘 数 各 项 之 下 ， 互 
乘 这 些 项 。 按 加 减法 则 合并 同类 项 。 例 : 

1，(5z 一 1)(3z 十 2) =15z°+7z—2; 

2. (一 5z 十 1)(3z 十 2) =—15х*—7х-+2; 


3. (Gr—1)(—3x—2) 一 一 15zx 一 7x 十 29; 
4. (一 5z 十 1)( 一 3z 一 2) 一 15zx2 十 7z 一 2@(G1. 21 一 1. 23), 


颜色 以 及 常数 乘 以 除 式 ， 所 得 乘积 ， 按 位 置 排 列 。 从 被 除 式 
减 去 相应 项 ， 使 相 平 衡 。 这 些 颜色 以 及 常数 就 是 所 求 的 商 。 例 : 
1. EREI 中 乘积 15z: 十 7z 十 2 作为 被 除 式 ，3z 十 2 作为 
除 式 ， 做 除法 运算 ， 其 商 就 是 原 例 中 的 被 乘 式 5z 一 1。 
2. 乘法 例 2 中 乘积 一 15z2? 一 7z 十 2 作为 被 除 式 ,3z 十 2 作为 除 
做 除法 运算 ， 其 商 就 是 原 例 中 的 被 乘 式 一 5z 十 1 (G1. 24). 
平方 四 
朋友 ， 告 诉 我 : 4 个 未 知 数 减 去 6， 这 个 式 子 的 平方 是 多 少 ? 
原著 相当 于 说 ，(4z 一 6): 王 16z2 一 48z 十 36 (G1. 25)。 
开平 方 
把 未 知 数 的 平方 项 开 方 ,余数 减 去 这 方 根 的 2 倍 , 如 果 还 有 余 
求 常数 的 平方 根 ， 余 数 按 同 法 处 理 。 
Bj 16z/—48xr4-36—4r—6 或 一 4z 十 6 (G1.26), 
效 什 迎 罗 由 于 对 多 项 式 运算 已 很 熟练 ， 在 解 方程 方面 也 有 很 


X 


bl 


= 


® 应 是 一 15z2 一 13z 十 2. 
® 应 是 一 15z2 一 13z 一 2, 原 著 有 误 . 
© ”原著 无 法 则 ， 很 可 能 因 这 就 是 乘法 ， 无 须 另 立法 则 . 
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多 成 果 ， 但 是 比较 前 人 婆罗 摩 稚 多 、 摩 订 紫 罗 并 无 创新 的 地 方 ， 
Жет 不 定 分 析 


一 、 一 次 不 定 方程 

婆 什 迎 罗 在 《 丽 》 第 一 所 章 详 论 一 次 不 定 方程 解法 ， 并 提出 
具体 算 例 。 他 用 辊 转 相 除 ， 相 当 于 连 分 数理 论 解 这 类 问题 。 他 发 
展 了 阿 耶 波多 《文集 ， 数 学》 第 三 二 至 三 三 节 的 粉碎 法 理论 ， 他 
的 粉碎 法 有 以 下 解 题 过 程 。 

Z (p S $8: “首先 作为 研究 粉碎 法 的 准备 : 被 除数 、 除 数 、 
加 数 都 应 被 某 一 数 约 简 。 如 果 这 个 数 能 约 尽 被 除数 与 除数 ， 但 不 
能 约 尽 加 数 ， 则 问题 有 误 ， 即 问题 无 解 .”(L.， 12. 248), 

我 们 设 一 次 不 定 方 程 N==axz 十 Ri 二 by 十 R;, 这 等 价 于 ax 十 c 二 
фу, с= К, К,, В 

у= (ж) 

这 里 原著 称 : a—— В, b— ВЕК, 0——— ШОК GA А>), 
КЖК GH RI 二 R,)，z 一 一 所 求 数 ，y 一 一 所 求 商 。 

Æ (ж) АШ a=ad, b=bd, d= (a, b); 如 果 c 一 cid， 


BUB. WE CO 化 为 y 一 全 所 -后 再 进行 运算 。 若 dtc， 
RI o ER. 

“然后 被 除数 、 除 数 互 除 。 最 后 一 个 余数 是 二 者 的 公约 数 。 二 
者 除 以 这 个 公约 数 ， 就 成 为 既 约 。 既 约 的 被 除数 、 除 数 互 除 ， 直 
至 被 除数 下 的 余数 是 1。 所 得 商 数 、 从 上 而 下 地 排列 , 加 数 记 在 下 
H, PERTE.” 

“最 后 第 二 数 乘 紧 接 上 面 一 数 , 加 最 下 面 一 数 。 然 后 甩 去 最 下 
面 一 数 。 继 续 自 下 而 上 地 作 这 种 运算 ， 直 至 余下 的 一 对 数 。” 
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“最 上 面 一 数 累 减轻 约 被 除数 ,其 余数 是 所 求 商 。 另 一 数 累 减 
既 约 除数 ， 其 余数 是 所 求 习 数 ”(L12. 249 一 12. 150). 
本 段 有 三 层 意思 ， 其 一 ， a» b VESETHES , 


b) a (Q, 35 r,=0, ra= (a, b) 就 取 
—bqi à b 
rn) b (q; a=, а= тә 
ng _ 这 与 欧 几 里 得 算法 同 义 ， 也 与 《 九 
章 。 方 田 》 更 相 减损 术 等 价 。 
OD туз» (а, 其 二 ， 如 (а, б) =1 ЖӘНЕ, 
一 六 -1g， 到 7, 二 1。 把 商 自 上 而 下 地 排列 , EKE 
r, 出 6;， 法 则 是 说 ， 
商 b, 
gi bı = qb» + bs 
q2 b= бз + b, 
qi бф == дет TL bi+2 
Q^ b,= cq, + 0 = cg, 


c 
0 


其 三 ， WIR — 5, — bt, y—b;—at, t 为 任意 自然 数 。 

“ 当 商 数 个 数 是 偶数 时 , 运算 正确 。 如 果 是 奇数 时 , 商 及 所 求 
数 必须 从 对 应 的 除数 或 被 除数 中 减 去 ， 其 余数 才 是 真正 的 商 及 所 
求 数 .”(L12. 252). 

本 段 指出 z 有 偶 有 奇 ， 上 段 法 则 当 ” 是 偶数 时 正确 ; ЇЇ?» 是 
奇数 时 ， 则 (x ) 式 的 通 解 应 是 : 
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r=bt—b;, y-at—a,. 
这 里 选 《 丽 》 中 二 例 说 明 :， 
1， 数 学 家 ， 快 告诉 我 : 221 乘 以 什么 数 ， 加 上 65， 把 和 除 以 
195， 刚 好 除 尽 (L12. 253). 
原著 按照 上 面 解 题 步骤 
G) 本 题 相当 于 要 解 不 定 方程 
221z 十 65 一 195y， 
这 里 a= 二 221, b=195, c=65, d= (221, 195) 一 13165。 方 程 有 
ESE. БЕНИН ЕШ ККД Л. ИЗИ 
的 不 定 方程 
177z 十 5 一 15y。 
Gi) 对 17，15 X ҢҢ ЎЕР Н 
15) 17 (2 
Ens A 
2)15(7 


14 
1 


这 里 gj 二 2， qs 二 7， п=2 QE 排列 成 竖 式 ， 按 法则 求 出 5,， б» 


商 bi 
1 35X14-5240 (b) 
7 5X7+0=35 (bj) 


Gi) ВОВ =, — 5t — 35 — 1526, 所 求 商 y= 二 一 at 二 40 一 17t。 
Er, уяа ЛЕ, 原著 取 t=2， 于 是 z=5， y=6, 
2. 如果 你 精通 粉碎 法 。 请 告诉 我 : 什么 样 的 数 乘 以 100， 加 
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上 或 减 去 90。 和 或 差 能 被 63 整除 ? (L12. 245) 

本 题 相 当 于 解 ”100z 士 90=63y。(* *) 原著 先 对 a 二 100， 
b—63 作 驾 转 相 除法 , 得 到 一 系列 gj==1, gq; 二 1, gs 二 1 ,9q4 二 2, q= 
2, gs 二 1; re 二 1]。 于 是 排出 算式 以 c 一 90 排 在 re 二 1 之 后 ,然后 按 
1.12. 251 段 步骤 随 乘 随 加 : 


Fi bi 

1 1X1 5304-900—2 430 (b) 
1 1X9004-630—1 530 (bz) 
1 1X 6304-270- 900 

2 2X 2704- 90— 630 

2 2X 904-90— 270 

1 1X90- 90 

90 90 


于 是 所 求 + 二 bs 一 bt 二 1 530— 63t, y—b,—at—2 430— 100t. JE 
著 取 :二 24， 以 获得 最 小 正 整 数 解 z=18，y 二 30。% 
原著 还 巧妙 地 指出 ,“ 减 去 90 的 问题 ”就 是 解 :“ 什 么 样 的 数 
乘 以 63,， 加 上 90 FR, 和 能 被 100 整除 等 价 .” 原 著 就 利用 原 有 算法 
结果 ， 认 为 “ 减 去 90 的 问题 ”>， 它 的 最 小 正 整数 解 是 
r—63—18—45, у=100— 30-70, 


D 这 是 方程 (x x) 取 十 号 的 解 . 
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e fF AM FF ТЕ LET YE EE FE IE EYI: 一 般 说 ze，y 如 果 是 
ar 十 < 一 多 的 解 ， 那 么 2 一 rz，a 一 也 是 ax 一 c= 二 by 的 解 。 

综合 观察 自 公 元 5 世纪 以 来 以 数学 家 阿 耶 波多 , RNR, EFT 
UP XP E (x) 的 解法 的 理解 同 中 有 异 。 三 氏 同 样 是 对 系数 a， 
b 作 轧 转 相 除 入 手 ， 以 取得 一 系列 商 〈(gq;) 和 余数 Cr). ЛЕ 
Tn BIA RIF]: 阿 耶 波多 n 可 以 随便 取 ， {Hn 是 奇数 或 是 偶数 ， 算 
法 有 别 . 和 秦 九 韶 大 衔 求 一 术 规定 必须 ~,=1, Bn 是 奇数 , Ж {ШШ 
罗 法 则 规定 也 必须 x, 二 1， 而 n 是 奇 、 偶 并 无 限制 ， 但 在 算法 次 序 
上 适 与 秦 术 相反 ， 为 比较 方便 我 们 把 大 衍 求 一 术 列 成 竖 式 2， 


Fi ji 
91 Јо= 0, j=l 
92 ري = 2ز‎ = qji + јо 
Qi q: qiJi-1 T н#— 
Qs—1 Jai = qa-1j2—2 + f—s 
Qa 思 一 gnj 1 十 7 


当 是 奇数 时 (+) WREE хл=—су„ (mod b). 
如 以 方程 803z 十 173 王 299y S P), I EIE GP EL RE Уу, 
韶 大 生 求 一 术 分 别 解 题 ， 其 算法 运算 对 比如 下 。 


O 见 本 编 第 二 章 第 三 二 至 三 三 节 脚 注 Q@. 
© 见 本 《大 系 》 第 五 卷 第 四 编 有 关 章节 . 
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算法 ЖЕ {Яп m E ЛКК R 


Ji 


a 


qi 一 2| b=2X45 6724-31 313—122 657 万 一 1 
q:—1 | b=1X31 313 十 14 359 一 45 672 j—4:—1 
q;—2| 6 一 2X14 3594-2 595—31 313 jh=2X1+1=3 


d4 一 5 | b=5X2 595+1 384=14 359 Ju=5X3+1=16 


qs=1 | bs=1X1 384+1 211=2 595 Js 二 1X16 十 3 二 19 


qs—1]| bs=1X1 211+173=1 384 Je=1X19+16=35 


qr—7| 5;—7X1734-021 211 717 一 7X35 十 19 一 264 
¿=173 


0 


算法 相 异 ， 二 者 答 数 却 异 途 同 归 ， 

iE (HH) L12.249—12.250, 12. 252， 法 则 , n=7 为 奇数 。 因 
此 方程 的 解 是 x==6bs 一 bt 二 45 672—299, y=b,—at=122 657— 
803t， 其 最 小 正 整数 解 : z= 王 75，y 一 202。 

КАТ Ж, n-—1. n 又 是 奇数 ， 那 么 所 求 方程 的 解 
是 x 圭一 cj, (mod b), 等 价 于 x 二 299m 一 173X264, 其 最 小 正 整 数 
f. Hüm—153, x—75, 

上 引 数值 例 ， 两 法 殊途同归 ， 并 非 偶 然 。 一 般 说 ， 两 术 是 等 
价 的 ， 证 明 如 下 : 

我 们 如 设 L12. 248 中 的 不 定 方程 

ax-dc-—by, 
c= —1, а, b RMR, *4r,=1, n Же, EZ ET DE 
粉碎 法 与 大 衍 求 一 术 条 件 一 致 ， 据 L12. 249，12. 250 法 则 列 成 下 
REAC, 然后 倒序 列 成 竖 式 加 ,再 把 大 衍 求 一 术 列 成 竖 式 @; fE 
出 比较 。 
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56—0, J = 0 
b —1, n=l, 
b,—q,, Ј2=92› 


b,=q,-ib; Hb =n- +1, J3=qsJ2 T ј =qsq:+ 1, 

b; —q442-ibi-1 Fi-2, Ji =i; d ji- , 

b,— qb, +2, , Jn™ Qnja-A + ja- ° 
我 们 来 证 明 b,= jao 
先 证 :. 对 于 “2 委 / 委 ”都 有 

A F Ji-1bn—15 ( w x + ) 
数学 归纳 法 1—2, 
Ф„==@2б„—-1\-Е®„-—2= job. 1 jib, 5 已 验证 此 式 成 立 。 再 证 如 果 

I=¿ 时 成 立 ， 那 么 1=i 十 1 也 成 立 。 这 是 因为 
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b, = Jb cua T Ji— ibn-i 
= ji С о+ «оба: d bci) jd: 
== Gigi T Jia? Oni F Jib. ii 
= jab i fiba-i-i o 
(x x ¥) 已 证 为 真 。 
特别 是 当 /=n RF, 
b, 一 1.01 -+ Jn—1b0 = Ja , 证 毕 o 


二 、 二 次 不 定 方 程 

婆 什 迦 罗 继 婆 罗 摩 笈多 之 后 ， 在 《 根 的 计算 》 一 书 中 对 二 次 
不 定 方 程 作 进 一 步 工作 。 我 们 依照 第 三 章 方式 把 他 的 成 果 以 命题 
形式 表示 。 

命题 

1. ЖЖП Nz + K = у? 的 方程 中 选取 两 组 特 解 (a，B) 与 
(1, m) 使 

М? +K = В?, 
N (1)2+т2— №=т?, 

从 婆罗 摩 租 多 命题 ] Fl, от +8, Na+ Bm 是 Nx? 十 KK (т? — 

N) =y 的 根 ， 也 就 是 说 
(mij ente 


Na+ fm 
二 em |, 
可 以 选择 m, 使 于 元 全 为 足够 小 的 整数 K,。 记 整数 а FP, 


KN, в, МБВ" ,于 是 按照 同样 手续 获得 另 一 同类 型 的 
新 方程 。 这 种 手续 可 以 一 直 进 行 下 去 ， 以 获得 
М (а)*+К;= (B) , 


© 已 证 明 当 a 是 整数 ， К,, A 也 是 整数 . 
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о, Ki, B; 都 是 整数 (G. 174) 。 
2. 命题 1 中 的 运算 经 过 有 限 次 后 ， 方 程 Nz: 十 开 王 光一 定 可 
以 变形 为 
Na 十 上 一 02， 
其 中 4a, b 是 整数 ,而 t= 土 ]， 土 2,， 土 4 (G. 175) 。 
姿 什 迎 罗 所 提出 的 这 两 个 命题 当时 未 及 证 明 ,20 世纪 30 年 代 
FJ В. Datta 才 给 出 推导 。。 
借助 于 命题 1、 命题 2 可 以 方便 地 解 方程 
М? +К = у?. 
ИЕ З= 1 у, ЕНЕНЕ а1, 8—2;a' —4, p = 
7, 1 331: y XE BEL. 
af +a 8—15, 
Маа + BP —26, 
也 是 Nz: 十 天 一 六 的 一 组 解 。 类 似 地 可 以 获得 更 多 、 无 穷 无 尽 的 
Ж. 
又 如 6122+-1= y, (жу 
选取 а=1, 8—8, K—3, BẸ 
61 (0D +3= (8», 


据 命题 1 解 题 程 序 
_amtp m4-8 g =N m-6 
m K T 3 Ак — 3 " 
B= m+Na 8m+61 
1 K mi 3 , 


ИЛМЕ m=7, a =5, K——4, В, = 39, 
这 是 说 ”61 (5)2—4= (39), ЕНРИКЕА 的 条 件 ， 
那么 所 求 方 程 (x) 的 解 是 


@ Da., vol. 2, p. 180. 
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zo 一 六 (5)(39)(39? 十 3)(392 二 1) 一 226 153 980, 


Уо = C39* -- 2) 2 94-3) (892+-1)—1 —] 766 319 049, 


文献 记载 1657 年 2 Н Р. де Fermat Е. de Bessy 要 求解 
HA. L. 欧 拉 于 1732 年 才 解 出 ,J.I.C.Lagrang 也 得 到 同一 答 数 。 
当然 西方 人 都 用 连 分 数 解 ， 计 算 工 作 量 很 大 ， 不 知 印 算 早 已 有 此 
捷 法 ， 因 为 《 根 的 计算 》 的 英文 译本 是 1817 年 出 版 的 .? 


第 五 节 排 я 


《 丽 》 第 十 三 章 论述 排列 有 关 问 题 , 是 组 合 数学 发 展 史 最 早 文 


一 、 全 相 异 元 硅 全 排列 

法 则 从 1 开始 , 公差 为 1, 末 项 为 数字 个 数 的 算术 数列 连 乘 
积 是 LMR] 数字 的 排列 数 。 乘 积 除 以 数字 个 数 ， 乘 以 数字 的 和 。 
又 把 结果 重复 记 在 各 数位 上 ， 相 加 。 其 和 是 所 有 排列 各 数 的 和 。 
(L13. 267), 

AEM, RENE (Mn: 2<n<9) BHF, 设 为 a, b,c, 
`. Eo EEA EBX. 

其 一 ， 用 这 些 数 字 构 成 不 同 的 数 ， 全 排列 数 为 n1。 


5 l ! 
其 二 ， 所 有 这 些 数 的 和 是 一 (a--b-Fc4d--- +g) • 111*1, 


?个 数字 n 个 ] 
原著 举 出 例题 . 
1. 数字 2 与 8 有 多 少 种 排列 ? 


(D Sr., p- 114. 
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2. 3, 9, 8 有 多 少 种 排列 ? 

3. 从 2 到 9 八 个 数 又 有 多 少 种 排列 ? 

请 快 告 诉 我 ， 这 些 数 的 和 各 是 多 少 ? (L13. 268) 

解法 : 

1. п=2 从 1 到 数字 个 数 的 乘积 是 2, 因此 排列 数 是 2。 这 一 乘 
积 乘 数字 的 和 110， 除 以 数字 个 数 2， 得 10， 重 复 记 在 各 数位 上 


"I 


得 110， 这 是 [ЖЖ] 各 数 的 和 。 

2. п=3, H3, 9, 8, 

算术 数列 ，1，2，3 СЕТ 乘积 是 6， 此 为 排列 数 。 这 一 乘积 
乘 以 数字 之 和 20， 是 120。 除 以 数字 个 数 3,， 得 40， 重 复 记 在 各 数 


位 上 ， 相 加 
Ë | 
40 
40 
得 4 440 是 所 求 和 。 
3. n—8, 91182, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
从 1 开始 ， 公 差 是 1 的 算术 数列 1，2，3，4，5，6，7，8， 其 
连 乘积 是 40 320。 以 此 连 乘积 乘 数 字 之 和 44， 是 1 774 080， 除 以 
数字 个 数 8, 结果 是 221 760, 这 一 商 重复 记 在 各 数位 上 , Hm, 其 
和 是 2 463 999 935 360。 


4. HERA TRF, RFR: Ж, 4. v. WX. HA 
К, —Xik. BMA. ARN. WE. 5. ШЕПН EI RRHEN. 


O 原著 这 一 记 法 相当 于 (2 十 8) X11. 
Q ma FEED 311, 


394 第 六 章 ЖН 


毗 思 奴 神 有 四 只 手 , 各 手 所 持 法 器 : Ж, Ж, ЁЛЕ, AR., Dil: 
它们 有 和 多少 种 排列 ? 

Ar. FR UETRIESETE 10! =3 628 800 种 排列 ， 毗 思 奴 神 法 器 
有 4! =24 种 排列 。 


二 、 非 全 相 异 元 素 全 排列 

《 丽 》 还 指出 : 如 前 法 求 排列 。 但 是 要 分 别 除 以 相同 数字 个 数 
的 排列 。 就 是 所 求 LEZ] 排列 。 所 有 排列 各 数 的 和 求法 如 前 。 
(1,13. 270) 

这 是 说 , ”个 数字 中 如 有 ~， s*，… 个 相同 ,那么 这 些 数 字 构 成 


的 不 同 数 有 二 2 个 ， 所 有 这 些 数 的 和 求法 同上 段 。 

(ВН) Ml: 1. 2，2，1，1 的 排列 有 多 少 ? 数学 家 ， 如 果 你 
精通 排列 法 则 ， 请 快 告诉 我 ， 又 所 有 排列 各 数 的 和 是 多 少 ? 也 请 
告诉 我 ，2. 4, 8, 5, 5, 5 相应 的 问题 (结果 )。(L13. 271) 

解法 

1. п=4, 用 上 面 L13. 267 方法 , 四 个 数字 有 24 种 排列 。 两 个 
数位 都 放 上 相同 数字 : 2, 2, 它 的 排列 是 2。 其 次 其 余 两 数位 都 放 
E1, 1, 它 的 排列 数 是 2， 总 数 是 4。24 除 以 4， 所 排列 的 不 同 数 
有 6 个 : 2211, 2121, 2112, 1212, 1221, 1122 这 些 数 照 上 
面 法 则 求 和 ， 得 9 999. 

2. n=6, 6 个 数字 有 120 种 排列 ， 除 以 3 的 排列 6， 得 20 种 情况 。 
它们 是 48 555, 84 555, 54 855, 58 455, 55 485, 55 845, 55 548, 
55 584, 45 855, 45 585, 45 558, 85 455, 85 545, 85 554, 54 585, 
58 545, 55 458, 55 854, 54 558, 58 554。 它 们 的 总 和 是 1 199 988 
(L13. 272), 
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=. HEN 

(#9) ЕН 5—6 “ЖАА” MEO 

问题 : 如 果 某 数 的 位 数 以 及 数字 之 和 已 确定 ， 从 数字 之 和 减 
1 开始 作 递 降 数 列 ， 直 至 位 数 小 1 为 止 。 除 以 1， 又 除 以 1 十 1， 又 
际 以 1 十 2, FF. 法 则 为 真 ， 只 限于 数字 的 和 小 于 位 数 加 9。 数 学 
如 大 海洋 ， 浩 瀚 无 涯 ， 为 避免 宛 长 ， 只 述 其 略 。(L13. 274). 

例 五 位 数 数字 之 和 是 13， 问 有 多 少 种 不 同 排列 ? 如果 你 知 
道 ， 请 告知 结果 

这 里 , 数字 的 和 减 1 是 12, 从 此 开始 作 递 降 数 列 直 至 位 数 5 小 


1， 除 以 1，1 十 1，1 十 2 等 等 5, PE 12, 2. 它们 的 乘积 是 


11580. 495。 答 数 是 495 种 排列 。(L13. 275) 

后 人 对 本 题 作 了 详尽 无 余 的 验证 : 

中 和 是 13 的 五 位 数 不 可 能 由 全 蜡 数字 构成 。 

加 有 两 个 相同 数字 ,63 211, 54 211, 53 221, 43 321 各 有 60 
Ff, ¥ 240 种 排列 。 

人 有 两 个 、 两 个 相同 数字 : 72 211, 53 311, 44 221, 44 311, 
各 有 30 种 ， 共 有 120 种 排列 。 

有 三 个 相同 数字 、 

82111, 73 111, 64 111, 43 222, 61 222， 各 有 20 种 ， 共 有 
100 种 排列 。 
@@ 有 三 个 、 两 个 相同 数字 : 
55 111, 22 333， 各 有 10 种 ， 共 20 种 排列 。 
@ 有 四 个 相同 数字 ; 
91 111, 32 222, 13 333 各 有 5 种 ， 共 15 种 排列 。 


(D Sr., p.83. 
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CD 五 个 数字 全 同 ， 显 然 也 不 存在 。 

综合 山 一 叱 ， 已 验证 共有 475 种 排列 。 

一 般 说 ,《 丽 》 的 计算 法 则 也 是 正确 的 。 后 人 对 之 给 出 以 下 命 
题 ， 并 作证 明 。 


已 给 ”个 数字 ax， i=l, 2, °“, п (1<n<9), id azs, 且 


5<z? 十 9 时 ， 则 这 = 个 数字 构成 的 不 同 排列 数 为 : P=( 1). 


第 六 节 几何 GE&) 


一 、 直 角 三 角形 

印 算 上 自古 以 来 对 勾 股 定理 有 深入 认识 ， 至 小 什 和 迦 罗 专 著 而 大 备 。 

4 Nu X 

ЖИА 已 给 一 数 ， 其 平方 除 以 另 一 已 给 数 。 加 、 减 后 一 已 给 
数 ， 依 次 得 和 、 差 。 那么 给 数 、 和 、 差 之 半分 别 是 直角 三 角形 的 
^j GNO. 9E, RE CAD. (L6. 140) 


这 是 说 ， 如 先 设 数 为 m2， 另 设 数 为 x， Ж Алт, + 


e 
2 


Ln) , 
n 

1 
2 


m? 
h 
n 


法 则 ” 先 任 设 一 边 长 如 为 m, 另 设 边 长 为 n, 则 nm， 
一 加。 为 勾 股 数 。 

£j. Ж. 3k ie Z 

1. ЕЖА. Ж, RJ. sZ. 

ЮРА. АЕ УЕН ТЕ. FE, RER 


是 勾 股 数 。 Gn) 


2mn* 
”712 一 


2тп 
n?—] 


(D Sr., pp. 83~85. 
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E ffi #6879. A] (1.6.147). 
Riika, b, c 4r INA. 股 、 ЁС, 本 段 法 则 是 说 ， Eb, 


+a, 则 所 求 =| es) +2, 而 a 一 | -全 一 6j +2 
c+a, ‘= lla 2, а= +a —- 2. 


原著 有 折 竹 应 用 题 出 (图 版 4. 6. 2 为 原著 书 影 ) 适 与 我 《 九 章 
算术 ， 勾 股 》 第 13 题 相 类 @@。 印 度 学 者 T，A. 5. Amma 博士 设 
Fil kiki wa 
чї ачаб агачта 
ди | IANI а ич: | 
Эа TREAT qo ете 
KIT RAL Чеч Wa" Gu Il 2o Il 


[ *at8:—weeifzaís: 33. да: s<. oni emf: qo, ta. ] 


ят RRNA {ANT засад 
eren TFT чап NA 1 WAE Aot fegi- 
зай чєп wereatafeqa:* ME: gantenge- 
sew Rira: жї: | CHAN wa turn 
se nifefrarrerse aR | UF wa 
16. 5ani 256, чета Vafan xps" 
Wü feri? 32, «ed pi 8. 
ewe че: 40, ааба? 24 цай? x» 
єє awen ev? 20, 12, (fre: 3) 


дага аїаб: 32, (6. mà жой: 20, 12 ıi {чон 


qai Меада Pray аа cmq тч fen are 
apta Prae TCR RAR aqfium— 


图 版 4. 6. 2 


Ф 本 《大 系 》 卷 2,p. 476 
© 本 《大 系 》 卷 2，p，106. 
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48 Ж} F АЈС ДНО Wa B T Be PT EE 1 m 就 是 直角 三 角 
形 的 股 ， 男 一 数 n 就 是 勾 弦 和 ， 于 是 得 : m! =b = — а? = (с — 


a) (cta), 从 cac 7, RREFEN EO, 


2. CARE. ZJ, RE, sZ. 

勾 的 平方 除 以 股 纺 差 ， 商 减 去 差 ， 商 加 上 差 。 二 者 之 盖 、 和 
各 折 半 ， 分 别 是 股 、 弦 (1.6.151), 

这 是 说 ， 已 给 zx，c 一 5， 则 所 求 


^ сь) 二 2， 而 Б |--с) +2, 
原著 有 和 荷花 在 池 中 应 用 题 @ (图 版 4. 6. 3 为 原著 书 影 ) 适 与 


《 九 章 算术 。 AR) B6 题 相 类 @。 


€ = 


[ пе: — Aerate %/%. чаг: 
t sq чате vuv, ү Bf: | 
кайа ferens ww ruje. ] 


图 版 4. 6. 3 


(D Am., p. 137. 
© $ (KR) #2, р. 471. 
© Ж (KF) %2, p. 105. 
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з. 弱 平 方 的 二 售 减 去 勾 股 和 平方 , 将 差 开 方 、 勾 股 和 减 去 平 
方 根 ， 又 加 上 平方 根 。 各 自 折 半 ， 分 别 是 勾 与 股 (L6. 156). 

这 是 说 ， 已 知 ，c，a 十 5， 则 所 求 勾 、 股 分 别 是 ， 

ath ae Ga BY g2 (LD tath 


与 《 九 章 算 术 。 勾 股 》 第 11 DOLCE: “RAKEM HRZF, S 
弦 目 乘 ， 倍 之 为 两 弦 震 以 减 之 。 其 余 开 方 除 之 ， 为 勾 股 差 ， 加 差 
TR, MEZ, AR. KEF, MEZ, АЈ” FAX. 


二 、 和 斜 三 角形 

《 丽 》 在 斜 三 角形 研究 中 对 两 边 在 第 三 边 上 的 射影 取得 成 绩 ， 
借以 方便 地 计算 三 角形 的 高 及 其 面积 ,《 丽 》 建 立法 则 : 

1. 三 角形 射影 法 则 ”在 三 角形 中 二 边 之 和 乘 以 二 边 之 差 , 除 
以 其 底 。 底 减 去 商 ， 底 加 上 商 ， 折 半 。 这 是 二 边 在 底 上 的 射影 。 
(L6. 164) 


这 是 说 ， 对 斜 三 角形 4BC KERE | 
ne 
ol (+ DO), quus n NE 

2， 边 长 及 其 在 底 上 射影 各 自 平 方差 的 图 4.6.1 
平方 根 是 底 上 的 高 。 半 底 乘 高 是 三 角形 的 正确 面积 。(L6. 165) 

这 是 说 , AZ ØE ABC 底 上 的 高 h 二 V5: 一 gq 二 Vai 一 pp, Т 
的 面积 人 一 六 cp。 综合 命题 163，164 所 得 ， 以 三 角形 三 边 表示 的 
面积 公式 与 秦 九 韶 三 斜 求 积 公式 正 同 @。 

3. 三 角形 高 平方 的 4 售 除 以 二 边 平方 差 以 及 二 射影 差 平 方 之 


2 Ж (ЖЕ) #5, рр. 245~247. 
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差 。 商 加 上 1。 二 射影 之 差 乘 以 和 的 平方 根 , 乘积 加 上 或 减 去 二 边 
差 ， 和 差 之 半分 别 是 二 边 长 。(L11. 238) 

这 是 三 角形 射影 法 则 的 逆 问 题 , 在 图 4. 6.1 中 相当 于 说 ,已 给 
a—b, p—q, Bh, BoKa, o. ibd 


1 2 
EE 
其 中 a=a— b, B=p—q. 
| even , 


原著 举例 "一 13，p 一 19，/ 一 12。 答 数 , pol. = 45, b= 


29 91 
2» a=", (L11. 239). 


4. 如 果 一 边 超过 或 等 于 另 两 边 之 和 ,这 种 二 D 
角形 不 可 作 (L6. 161). В | 
本 段 命题 与 欧 几 里 得 《原本 》 命 题 1. 20 b 
“三 角形 中 任意 二 边 和 大 于 第 三 边 ” 等 价 。 DS c 
P 
— d : | 
三 、 相 似 三 角形 


《 丽 》 运 用 相似 三 角形 对 应 边 成 比例 这 FF“ 


一 性 质 ， 解 决 许 多 度量 、 测 量 问题 。 
1. 法 则 两 直立 的 竹竿 高 的 乘积 除 以 它们 的 和 ， 所 得 商 就 是 
紧 系 顶端 及 另 一 竹竿 的 根部 两 绳索 交点 的 高 。 二 竹竿 高 乘 以 两 者 
间距 离 ， 除 以 二 者 高 之 和 ， 分 别 是 二 段 绳 索 的 射影 。(L6， 159) 
图 4. 6. 2 中 如 4 ,CD 为 直立 地 面 二 竹 笔 , 分 别 高 a,5。 绳索 为 


AD,CB, 交 于 E。 法 则 是 说 ,E 点 高 度 h= BE, DE 在 地 面 


OD 原著 无 推导 。 我 们 知道 法 则 的 成 立 是 有 条 件 的 . 
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上 的 射影 分 别 是 “= S 00.0 

法 则 之 后 《 贾 》 还 举 了 相距 10。 各 高 15，10 WE, IAN 
求 得 整数 解 : h=6, р=6, q—4 (L6. 160). 

本 法 则 的 结果 数据 彼此 对 称 ， 体 现 了 数学 之 美 ， 对 法 则 的 推 
导 是 中 学 有 关 教 材 很 有 意义 的 一 个 习题 。 

2. 《 丽 》 用 相似 三 角形 对 应 边 成 比例 这 一 性 质证 明 阿 耶 波多 
《文集 。 数 学 》 第 一 六 节 表 影 问题 与 中 算 三 国 刘 徽 用 出 人 相 补 原理 
得 同一 结果 @， 图 版 4. 6. 4 为 原著 书 影 。(L11. 246) 


TR re теч agire, mar mert- 

CAPIT ч «ед, atm | 

чата яа ат aqara 

Qs ч fig чё saagi urarfirat HR Sq 1 auo Il 


AB**42. ерз 9. SF +52 
peste DP 176 АЗ» 176 


(aa: 33) 


图 版 4. 6. 4 


Ф в уаз. 
© Ж (К) 985 #, рр. 424—425. 
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四 、 四 边 形 

《 丽 》 在 婆罗 摩 策 多 《体系 》 基 础 上 对 四 边 形 研究 也 取得 新 的 
成 果 。 他 指出 : 

法 则 

1. 四 边 形 四 边 长 的 和 折 半 。 分 别 减 去 各 边 长 ， 四 个 差 连 乘 积 
开 方 、 作 为 四 边 形 面积 是 不 准确 的 , 但 对 于 三 角形 是 正确 的 。(L6. 
181) 

7 世纪 时 婆罗 摩 租 多 在 指出 这 一 法 则 时 ， 并 未 指出 在 什么 条 
件 下 法 则 是 正确 的 。 婆 什 迎 罗 则 为 举 出 反例 ; 他 先 引 入 : 

2. 已 给 四 边 形 四 边 及 一 条 对 角 线 。 在 已 给 对 角 线 各 有 一 个 二 
角形 ， 对 角 线 是 二 者 公共 底 。 先 求 各 自 的 高 ， 在 已 给 对 角 线 上 蜡 
侧 两 边 射影 差 的 平方 加 上 两 高 和 的 平方 。 这 个 和 的 平方 根 就 是 所 
求 第 二 条 对 角 线 的 长 。(L6.181，6. 182)。 


这 是 说 ,已 给 四 边 a, b, c,d 及 一 A d р 
条 对 角 线 f (图 4. 6.3), 求 另 一 条 对 角 线 s 
gE &. 法 则 是 说 ， a 
g =BD=./BG:+L DG Z c 
= (СЕСЕ) + (РЕ+ЕС)?, 


HPCE, CF 分 别 是 边 c<=CD, b—CB 在 
对 角 线 f= 二 4AC 上 的 射影 , TE DE, EG 分 
别 是 人 ACD， 人 入 ABC В. 
《 丽 》 举 例 : а=66, b=75, c=40, 图 4. 6.3 

d 二 51， 而 f= 二 77。 借 助 于 已 给 法 则 。 先 求 出 ,射影 CE=45,，CF 
二 32; 高 BF 一 60，DFE 一 22。 射 影 差 是 13， 高 的 和 是 84， 得 所 求 
第 二 条 对 角 线 BD=g—=85. 

、 借助 于 这 一 法 则 他 提出 法 则 1 反例 : 取 四 边 形 a=39, 0 一 60， 
c=42, d=25, 使 a, d SX 82€ BD—g—56 作 三 角形 , 然后 又 以 
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BD, а, b 作 另 一 三 角形 ,按照 法 则 计算 第 二 对 角 线 4C= 太 一 63。 
如 果 使 <, d 与 对 角 线 BD 二 32, А. АС==76 A 这 说 明 四 边 边 长 


虽然 相同 ， 可 以 有 不 相同 的 对 角 线 。 形 状 相 异 ， 就 不 能 用 同一 公 
式 求 它们 的 面积 。(L6. 187) 


五 、 圆 及 其 部 分 

Li 

法 则 

1. BA HERU 3927, 10 1250, 其 商 与 圆周 近似 。 或 是 乘 
以 22， 除 以 7， 这 是 近似 贺 周 ， 取 作 实 际 应 用 。(L6. 201) 

这 里 提出 两 种 圆周 率 近 似 值 ， 与 我 国 数学 文献 记载 相同 。 

其 一 ,《 九 章 。 方 田 》 刘 币 注 圆 田 术 说 ;“ 全 径 二 尺 ， 与 周 数 
通 相 约 ， 径 得 一 干 二 百 五 十 ， 周 得 三 干 九 百 二 十 七 。” 

其 二 ,《 隋 书 。 律 历 志 》:“ 宋 末 ,， 南 徐州 从 事 史 祖 冲 之 更 开 窗 
Ж, BR., 圆 径 一 百 一 十 三 ， 圆 周三 百 五 十 五 。 约 率 : Hf. 
周二 十 工 。” | 

2. 四 分 之 一 直径 乘 以 圆周 是 圆 面 积 。(L6. 203) 

5 JE 

法 则 

1. SS REMM, ZME, 直径 减 去 此 乘积 的 平方 根 , 折 半 ， 
MER, 

2， 直 径 减 矢 ， 乘 以 矢 ， 此 乘积 的 平方 根 二 倍 是 弦 。 

з. 半 绽 平方 除 以 矢 ， 商 加 上 矢 ， 就 是 圆 的 直径 。(L6. 204~ 
6. 207) 

《 丽 》 对 弓形 的 度量 关系 ， 比 阿 耶 波多 《文集 。 数 学 》 已 有 更 
完整 的 认识 ， 这 里 含 三 个 命 古 : 

在 图 4. 6.4 t, ##а=2-/(Р—Ь) b, 
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Kb=D—./(D+a) (D—a), — 
R=% +, i 
4b 
B| AiE РЫЖЫК 
多 边 形 边 长 ; 103 923, 84 853, 70 534, D 
60 000,52 055, 45 922, 41 031, 乘 以 圆 的 直径 ， 4.6.4 


乘积 除 以 120 000。 其 商 依次 是 圆 内 接 正 三 角形 
至 正 九 边 形 的 边 长 。(L6. 209 一 6. 211) 

这 是 印 算 中 首 见 有 关 正 多 边 形 边 长 文献 ， 我 们 列表 说 明 与 真 
值 的 比较 . 24. 6. 1 Fa, 是 直径 为 1 的 圆 内 接 正 n 边 形 边 长 , 可 能 
《 丽 》 受 到 希腊 亚历山大 城 海伦 有 关 工 作 的 影响 .名 


HN 0. 866025 Ú 


1. 求 近似 弦 长 的 简便 法 则 СЗО K, 把 乘积 记 在 
一 边 ,圆周 长 平方 的 二 乘 以 5， 减 去 所 记 乘 积 。 又 以 所 记 乘积 除 以 


差 ， 商 乘 以 直径 的 4 倍 ， 结 果 是 M] KK. (L6.213) 
法 则 是 说 ， 在 单位 圆 内 弧 c FIK (图 4. 6. 5) 


比较 本 卷 第 三 编 第 三 章 第 四 节 ， 一 、 图 形 面积 . 
2 弧 及 其 余 弧 所 对 圆心 角 之 和 是 平角 、 
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sin ہو‎ e E — 0< [0, x] 
—C*—Cc 
4 
5 __ 16)90 
0) = yng" (ж) 


其 中 C 为 圆周 长 ,ec 为 c WRI: c 一 一 
c。 例 如 c 所 对 圆周 角 2=30"， 它 对 的 弦 长 图 4.6.5 


sin 0, RAAR, d. fE [0, z] 区 间 公式 所 取得 的 正弦 近似 
值 。 每 间隔 10"， 我 们 对 照 真 值 ， 列 表 如 下 : 


TT 
f (0) |o |o. 1752510. EE 0. 6418310. P О. 86486|0. 939030. 98461| 1 
ex [eere pr ener ee 


相对 
| 0.3 0.15 


如 在 同一 直角 坐标 系 中 作出 公式 OO 左右 两 端 各 自 曲 线 。 可 
以 观察 到 二 者 上 下 波动 , 相差 甚 微 , 我 们 作 示意 图 (图 4. 6.6), 前 
者 用 实 线 ， 后 者 用 虚线 表示 。 
又 用 泰勒 级 数 展开 ， 
e ө? 


. g 0" 
|sin 0— f (0) | xz “一 3 十 加 一 让 一 0) 十 果 一 人 ， 


可 知 其 相对 误差 界 
sin 0— f (0) 
dum fe < 
= 7510- (Clea +1)—lgA+1)+1, 


其 中 ai 2 f O 从 左 起 第 一 个 非 零 数字 ， 


(1- Z Z e) (513 — 4x8 +4) 


16 (x—0) 


05 (bx'— 4704 46°) 


+ 9! X16 (x—0) ' 


А=|,_ 


406 AE ЖЖ? 


因此 ff (0) 至 少 有 [一 lg 2 (а,+1) 一 lg А+1] MEARKE, 
1.0 


0.8 
0.6 
0.4 


0.2 


20° 40” 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180° 
图 4.6.6 
2. 法 则 — BUJAMIESTYJ EL. ER5, ЕУЕН А f, 


贺 周 长 平方 的 二 减 去 这 个 商 。 贺 周 长 折 半 ， 减 去 差 的 平方 根 ， 就 


是 [sZ] 所 对 弧 CK]. (L 6.215) 
这 是 从 已 知 弦 长 a БНН c 的 近似 公式 


c 
c= AJ 4 ica+4D5 (图 4. 6.7)。 易 于 


验证 这 是 从 公式 (* ) 推 导 得 来 ,说 明 中 世纪 印度 
数学 家 对 回 代 以 及 二 次 方程 知识 极为 熟练 。 但 公 
式 没 有 化 简 , 又 忽略 其 共 轿 弧 , 其 正确 答案 应 是 : 


CC _ . 5a 图 4.6.7 
< 一 2 士 ? 1 a+4D° 


Ф HAR. C. Gupta, Bhaskaca's Approximation to Sine (Birla Institute of 
Technology, Ranchi, 1967) RSRK., ^EIBEIESEZE XE EA BE". ONLINE E BESE 
X) 研究 成 果 . 
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第 七 节 几何 CERA) 


《 丽 》 全 书 九 章 中 有 四 章 牵 涉 立 体 问题 ， 从 土方 、 材 积 、 量 容 
等 讨论 有 关内 容 。 


一 、 长 方 台 

法 则 “底面 积 与 顶 面积 的 和 加 上 项 与 底 
长 的 和 、 与 顶 与 底 宽 的 和 , 二 者 的 乘积 , 除 以 
6。 商 就 是 平均 面积 , 乘 以 深 就 是 所 求 士 方 体 ， 
积 。(L7. 221) 

这 是 长 方 台 体积 公式 、 

— (ab--cd-- (a+c) (b+d)) CB 4. 6. 8). 

这 与 ( 九 章 。 商 功 ) 刍 童 术 等 价 : 

Hi TV — ^ ( (2c 十 ad 十 (22 十 c)0) 。 

二 、 量 容 

1. 法 则 粗粮 粮 堆 的 高 是 底 峡 周 长 的 一 ; 大 米 堆 的 高 是 底 加 
周 长 的 七 ， 细 粮 粮 堆 的 高 是 底 周 长 的 二 。 坪 底 周 长 的 平方 乘 以 高 
是 粮 维 容量 的 立方 尺 数 。(L10. 233) 

此 术 与 《 九 章 。 商 功 》 委 粟 术 同 义 。 但 当时 题 中 同时 给 出 周 
长 及 粮 堆 高 。 程 大 位 《算法 繁 要 》(1592) 卷 2 说,“ 古 法 和 次 以 量 高 
而 算 。 今 立法 不 用 其 高 … 只 以 下 周 十 而 取 一 为 高 .” 因 此 程 说 与 印 
算 粗粮 题 法 则 同 义 。 

2. 当 粮 食 依 雯 堆放 ,或 依 墙 内 角 、 外 和 角 堆 放 ， 其 体积 是 把 周 


长 分 别 乘 以 2，4 或 1 王 计 算 。 其 结果 又 除 以 所 乘 数 。(L10. 235) 
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这 是 说 , 依 墙 堆放 的 粮 堆 容 量 V = 

侍 (2C1)? 二 2, 而 依 墙 内角、 外 角 堆 放 的 
粮 堆 容量 分 别 是 (图 4. 6. 9) 
V—2c Cp, 


v-E[4c]' +4, (图 4. 6. 9) 

X5 (Лё. MD) FRKE, Жн X. TEX 
位 《算法 繁 要 》 卷 2 也 有 倚 壁 外 角 堆 米 题 。 图 版 4. 6. 5 EM FS 
原著 插图 书 影 。 

оме st ] viven vit 


(чач: qa) 


fadt: esa їшїп naiean «Ри qub mem 
йө «fxfüprrafhufa weer rene а ч яе ging чїч m? 
Tet жп RONAKÎ RON тей fave: ww ss frfeansinaer 
Heimer тйк mri чт Resin cintenmi 
giene qfi чн а ЧЫ reer аец ач ow mus qq 
quud quee ti agia чї: wif чаш 
Ardiei More UR evara frreremt “ff fra 
fuer giie wagers a< Prgin fere i mea айра 
Reser Ч: wml жайа) чаңы nr wa eeu 
жеп HHT асац чайып APT u 43е u 


图 版 4. 6. 5 
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三 、 球 

ЖИ ”四 分 之 一 直径 乘 以 圆周 长 是 圆 面积 。 此 值 再 乘 以 4, 是 
妹 表 面积 。 此 值 乘 以 直径 除 以 6， 是 准确 的 球体 积 。(L6. 203) 

法 则 中 说 球 表面 积 是 其 大 圆 面积 的 4 倍 , 正 确 。 体 积 公 式 也 正 
确 不 误 。 印 算 对 球 量 度 的 认识 超越 中 算 。 
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概 说 


在 数学 史 研 究 中 , 有 阿拉 伯 数 学 。 专题 , 所 谓 阿拉 伯 数 学 , 是 
指 中 世纪 居住 在 中 亚 、 北 非 以 及 西班牙 等 地 ， 信 仰 伊斯兰 教 的 各 
族人 民 以 阿拉 但 文 为 主要 文 种 写成 的 数学 专著 所 代表 的 数学 。 早 
期 的 阿拉 人 数学 ， 以 译 述 希 腊 、 印 度数 学 典籍 为 主 ， 后 来 有 自己 
独特 的 创作 。 

在 长 达 八 个 多 世纪 中 ， 这 片 辽 益 土 地 上 的 民族 ， 虽 然 信 仰 相 
则 ， 但 政治 环境 入 有 变迁 。( 地 图 见 图 版 5. 0.1). 


FT ë EM 


阿拉 伯 半 岛 气候 干旱 、 林 木 稀 少 ， 大 部 分 草原 适宜 游牧 ， 不 
宜 农 耕 。 公元 6 世纪 与 7 世纪 之 交 , 半岛 西北 部 红海 沿岸 是 东西 方 
交通 的 咽 哈 ， 经 济 发 达 。 麦 加 贵族 穆罕默德 在 610 年 创立 伊斯兰 
教 ， 教 务 兴 辟 。 后 政教 合 一 ， 统 一 全 半岛 ， 国 王 自 称 了 哈里发。 经 
两 个 世纪 ， 数 代 哈 里 发 癌 外 征战 扩张 ，8 址 纪 时 形成 阿拉 伯 帝 国 ， 


(D D., p. 4 
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阿拉 伯 数 学 史 示 意图 
《图 中 阴影 区 域 为 阿拉 人 帝国 疆域 ) 


d 


图 版 5.0.1 

版 图 东 起 印度 河 ， 西 迄 大 西洋 。 埃及、 两 河流 域 、 伊 朗 、 伊 拉克 、 
中 亚都 是 帝国 领土 ， 国 都 巴格达 。 

阿拉 伯 帝 国 重 视 科 学 技术 和 文学 艺术 。 巴 格 达 宫殿 壮丽 ， 清 
АКА, 设立 有 图 书馆 、 天 文 台 和 学 校 。 巴 格 达 是 当时 的 文化 
交流 中 心 ; 印度 数学 、 中 国 数学 ， 以 及 中 国 的 四 大 发 明 都 经 此 西 
传 。 另 一 方面 ,由 于 政府 提倡 ,希腊 的 古典 著作 被 译 成 阿拉 伯 文 。 
从 此 古代 文献 得 以 保存 , 并 由 此 传播 到 东方 . 《代数 》 的 作者 花 拉 
子 米 就 是 当时 哈里 发 统治 下 的 中 亚 学 者 。 

帝国 至 9 世纪 后 期 日 渐 误 徽 ，1055 年 塞 尔 柱 突厥 帝国 攻陷 巴 
格 达 后 ， 哈 里 发 仍 被 承认 是 宗教 领袖 。 两 个 世纪 后 的 1288 Е, AE 
古 伊 儿 汗 国 旭 烈 死 占领 巴格达 ， 杀 死 哈 里 发 穆 斯 塔 军 ， 阿 拉 伯 帝 
хт. ЕЕЕ КУЕН, ае. 
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ЁЎ ЕЙ 


1E 24 FIRE TE ES CES R m, теза Лр Е (874— 
999) 推翻 阿拉 伯 帝 国 在 中 亚 的 统治 , 占领 布 哈 拉 。 ES) ERI ИЛ 
的 版 图 北 迄 威海 ， 南 临 印度 河上 游 ， 东 至 阿 姆 河 ， 西 达 里 海 ， 成 
为 当时 中 亚 最 大 的 国家 ， 首 都 布 哈 拉 。 

10 世纪 时 ， 萨 曼 王 朝 经 济 文化 都 很 发 达 , 布 哈 拉 和 其 他 城市 
(如 撤 马 尔 罕 等 ) 还 是 东西 各 国 很 活路 的 贸易 集散 地 。 BEE EM 
术 昌 如， 学 者 专著 都 用 阿拉 伯 文 、 波 斯 文 写 作 。 布 哈 拉 王家 图 书 
馆藏 有 各 类 手 抄 本 图 书 。 著 名 学 者 Avicenna (HF FA) 是 阿拉 
伯 医 学 、 哲 学 学 术 权 威 ， 在 数学 方面 也 享有 盛誉 。al-Biruni 学 识 
渊博 ， 曾 提出 地 球 绕 太 阳 旋 转 的 假设 。 


£ & 2 2 # 4% Щ 


公元 10 世纪 与 11 世纪 之 交 , 塞 尔 柱 突 刁 人 从 中 亚 北部 迁 到 锡 
尔 河 下 游 ， 接 受 伊斯兰 教 教义 。11 世纪 上 半 叶 移居 呼 罗 珊 ， 臣 属 
T fnt ES). 1037 年 推翻 向 色 尼 政权 后 ， 很 快 占领 波斯 大 部 分 领 
土 。1055 年 攻陷 巴格达 ， 扎 使 哈里 发 授予 苏丹 称号 后 ， 建 立 塞 尔 
柱 突厥 帝国 。 后 继续 征战 , 至 11 世纪 下 半 叶 拜占庭 小 亚细亚 也 被 
RK RH. FF ERR ME KIER. MERE, FHA 
KELEHE. ШЕЮ. DEEZ A. FEF 12 世纪 初 解体 。 

塞 尔 柱 帝国 文化 发 达 ， 奖 励 学 术 。 首 相 是 波斯 人 ， 采 取 了 很 
多 发 展 科 学 技术 和 艺术 的 措施 。 在 巴格达 等 地 设立 学 院 ， 其 中 某 
些 细则 被 以 后 欧洲 大 学 采用 。 杰出 的 哲学 家 、 诗 人 、 天 文学 家 、 数 
学 家 Omar Khayyam 就 是 首相 当年 的 门客 。 
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伊 儿 汗 国 


元 世祖 成 过 思 汗 的 孙子 、 723753613 世纪 上 半 叶 向 西南 亚 进 
Ж, 1258 年 攻陷 巴格达 后 ， 在 波斯 、 阿 语 汗 、 两 河流 域 和 中 亚 部 
分 地 区 建立 了 伊 儿 汗 国 (1258 一 1388) ， 国 都 大 不 列 支 。 它 以 伊朗 
为 中 心 , 与 中 国 、 拜 占 庭 、 意 大 利 热那亚 、 威 尼斯 有 文化 往来 。 文 
化 继承 伊斯兰 传统 ， 文 学 比较 发 达 。 


UU A 


同化 于 突 左 族 的 蒙古 族 幢 子 帖 木 儿 在 1370 年 推翻 撤 马尔 军 
的 统治 者 , 自称 苏丹 。 在 位 30 年 间 南 征 北 战 , 领 有 波斯 、 阿 富 汗 、 
中 亚 ， 南 至 印度 德里 ， 西 至 土耳其 境 ， 建 立 帖 木 儿 帝 国 。 

帝国 奉 伊 斯 兰 教 ， 承 波斯 传统 ， 帖 木 儿 自己 也 以 伊斯兰 教 的 
保护 者 自居 。 帝 国 首 都 为 撤 马 尔 军 ， 是 全 国 经 济 文化 中 心 ， 建 筑 
丽 都 ， 宫 廷 延 聘 学 者 名 流 ， 文学、 艺术 而 外 ， 数 学 、 天 文学 也 很 
发 达 。 帖 木 儿 的 孙子 无 鲁 伯 (Ulug Beg) 是 天 文学 家 ， 建 立 名 重 
一 时 的 天 文 台 。 他 的 专著 后 在 欧洲 翻译 出 版 。 数 学 家 阿尔 。 卡 西 
(al-Kashi) 就 在 他 的 天 文 台 工 作 。 

帖 木 儿 帝 国 和 中 国明 朝 , 埃及 、 西 班 牙 都 有 使 节 往 来 , 文化 
ЖИЛ Ж. 西班牙 使 节 克 拉 维 约 归 国 后 写 《 东 使 记 》， 所 述 即 帖 木 
儿 帝 国 繁荣 景象 。 

鉴于 本 编 论述 对 象 政 治 历史 背景 复杂 ， 我 们 就 以 萨 曼 王 朝 覆 
亡 之 年 为 界 把 阿拉 伯 数 学 分 为 前 期 和 后 期 ,又 以 数学 家 生年 为 序 ， 
依次 介绍 。 


(D 《明史 》 称 帖 木 儿 帝国 为 撤 马 罕 国 . 
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# 拉 + Жж ( al-Khowarizmi 
Mohammed ibn Миза, 约 783 一 约 850 (图 
5.1.1)) 生 于 乌 效 别克 境内 的 阿 姆 河 下 游 
花 拉 子 模 城 。 早年 在 家 乡 就 学 , 后 外 出 深 
E, 最 终 成 为 知名 学 者 . 他 受聘 到 巴格达 н г 
创办 阿拉 伯 最 高 学 府 一 -智慧 官 , 相当 于 — y 
希腊 的 亚历山大 学 术 中 心 . 花 拉 子 米 博古 А E . 
通 今 ， 在 天 文 、 数 学 、 地 理 、 历 史 方面 俱 y el 
ARE, 有 两 部 数学 名 著 :《 代 数 》 和 男 一 | 
部 仅 存 拉丁 文 译本 ( 残 本 )《 印 度 计 算术 》。 HH FR 
图 版 5.1. 1 为 《代数 》 阿 拉 伯 文 本 封面 书 8511 
影 ， 图 版 5. 1. 2 为 部 分 内 容 书 影 。 我 们 根据 F. Rosen (algebra)? 
(PEH 1343 年 拉丁 文 抄 本 ) 英文 译本 分 析 部 分 有 代表 性 的 内 容 。 


一 、 算 术 

记 数 法 

全 书 六 十 进 制 和 十 进 制 并 用 。《 代 数 》 是 西亚 、 中 亚 和 欧洲 国 
家 十 进 制 记 数 法 的 源泉 。 这 种 记 数 法 西 传 后 ,十进制 取代 了 很 不 


(D F. Rosen, Algebra of Mohammed ben Musa, London, 1831 
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نمرج الي احد الراب АЙ АЛ‏ رسفت في La‏ 
.` باب ену mpd‏ كيف تدرب الاشياء وهي 
jdn ум‏ ہم LE‏ کانت مغرو ار کاں Mn‏ مدد ارکاں 
Nus 2 d o2 len —‏ مس 25 ر کیلب к=‏ 
Да ДЕТТЕР ТТ‏ انه ل 
بد لکل eo d das‏ فی عدد م Ud‏ ضایف احد المددیں «а‏ 
ER UNTEN‏ فاذأ كانت Қа з оу‏ احاد ار 
oil les pisce‏ نا .ہد م ضرا اربع مرات 二 ol‏ 
onn‏ رالمقرں نی oU Дый‏ العلرد ole‏ 19-7 ٭ 
e ux Tu‏ التي مع Ji‏ زايدة sasan‏ اشرب 
uy‏ زايد Ul‏ ٭ VS‏ کاں Vas Л, uy Vesel‏ 


IN 


الذي هو نصف Mac‏ بني خط اج وهو 6D‏ ودو cU Jer‏ 
الل ٭ D‏ علي خط جح الذي هر لمك AN‏ 
¿D‏ 5 سبع э,‏ خط رج ویکیں جذر مال АЎ‏ مں 
x‏ الال الا eos;‏ عليه واحدا ر urne‏ مار Cf‏ مئل 
عشرة اجار OP Ds,‏ ودل ما اردنا ә u)‏ 

j 


3 > 


راما RU‏ اجذار Za,‏ سن العدد يعدل ملا daat V‏ 
aka Jui‏ مربعا هرل АЛ‏ معاري 7s QUA‏ ردر 
Q=‏ ن هذا de‏ كله مجم Л АШ‏ والربعة ы!‏ 
X, bb G‏ سطے ربع فان احد ШЫ)‏ ف راحد pie‏ 
قطنا سس бы‏ إن سطع ون علدا احد «Ай‏ الذي 
Шашу‏ هي عدد ااجذار ردي مدل رد gei‏ لا 
D3 deu‏ هر IA Lo‏ علي мш дыл‏ قلع 
ءج الزي هر RU‏ اجذار uias‏ علي е До‏ ثم جملا 
ya W. ule as‏ سطع br‏ ما گان من فرب نمف 


图 版 5.1.2 


417 


阿拉 伯 


外 篇 ”第 五 纺 


صدر الكتاب US‏ مدورة 
ЬШ‏ سبعة أذرع وعيط 
ہا oU!‏ وعشرون Ob‏ 
vu Л һб o‏ 
bd ia 4‏ وهو لاله vs‏ 
ull д шш‏ حيط بها وهو أحد عشر 0000 ,00 Ша‏ 
وهو اكيرما فان أببت рй‏ القطر وهو سبعة فى مله EET‏ 
وأر بين فاتقص مہا e cri, qa‏ 
aa Js‏ ,25% 
ды,‏ وهو уо PEL C‏ 
os‏ قال ыл Al bm suo‏ 
“b,j, p sl HERI е‏ عشرة 
р‏ ورآسه ذراعان ols‏ 
tex,‏ ينا آن كل tom dil ob ЛА л,‏ 
مو دہ ھی [sa‏ صار Lh л élia‏ حی Sh‏ 
G j,‏ ن لا رآس d‏ فا أن هذه المشزة من الطول كله كقدر الاين 
гүз ы‏ نمف hne ДЇ‏ كانذلك كذلك فالمشرة نصف الطزل 


© УЗА 


نصف شىء قيكون i‏ آشباء إلا نمف مال وهو og Ve сей! „К‏ 
صا عل جنب الربعة ШЫЛ „КУЫ.‏ بو أن تضرب ХИС‏ خير чё‏ 
وهر العمود فى نصف شىء فيكون أربعة У‏ نصف مال Mp‏ 255 
Per 4м 4]‏ اللات с\й‏ وهر 
ый;‏ تعدل PI TP GE‏ 
„С;‏ 280 العظمى فالشىء الوأحد من 
ذل أربمة el‏ وار بعة oe]‏ فراع 
وو کل جاب سن eia, Cou M‏ 


{ - 
А0) е 55 Де У Шо Мала ә; 
DINE REI PRO 
ijs في‎ „ей d ий وللت الذي هر للك تكير‎ ael 
que وثاك رداك تير با زدنا عليه‎ дә А0 وهر‎ 
فلم‎ дй) уй ETE TNT 
oyd, تبر‎ СЙ) و ثل‎ uli ر تعر‎ АЗ بئي‎ 
* صررته‎ shay y a 


图 版 5.1.3 
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方便 的 希腊 字母 记 数 法 和 笔 重 的 罗马 字母 记 数 法 。 

假设 法 

全 书 对 算术 问题 用 双 假 设法 解 , 与 埃及 、 印 度 单 假设 法 有 别 ， 
而 与 中 算盘 不 足 术 一 致 ， 是 阿拉 伯 数 学 以 及 欧洲 中 世纪 作为 常用 
解法 的 起 步 。 这 里 实录 一 题 及 其 解法 。 原 著 说 : 

“一 数 ， 碱 去 它 的 三 分 之 一 和 四 分 之 一 ， 所 得 差 是 8, 问 : 此 
数 得 多 少 ?” 

“fg. 设 它 是 12, 结果 应 是 5,， 比 8 F3. 设 它 是 24, 结果 应 是 
10， 比 8 多 2。 所 以 答 数 应 是 


3X24+2X12_ ol » 
3 十 2 5 ° 


H RIO 

《代数 》 在 标题 为 “商业 算术 ”一 节 中 有 比较 完整 的 比例 问题 、 
理论 及 其 解法 。 原 著 说 : 

“10 比 6， 等 于 多 少 比 4?” 

“这 里 ,10 是 商品 含量 ,6 是 价格 , 多少 是 未 知 数 ( 量 ), 4 是 
它 对 应 的 价格 。” 

“你 知道 , 所 有 商业 活动 如 买卖 、 互 易 等 等 总 牵涉 到 双方 四 个 
Ж: 商品 含量 (а, 单位 长 度 、 容 量 或 重量 ) 的 价格 O, 单价 ), Ri 
品 总 量 《4)， 所 值 价格 《8B)。 商 品 总 量 与 所 值 成 正比 ,商品 单价 
与 商品 总 量 成 反比 。?@@ 

“这 四 个 量 中 三 个 总 是 已 知 的 , 另 一 个 为 未 知 。 求 这 个 未 知 数 
的 关键 是 : 在 已 给 三 数 中 有 两 个 互 成 反比 ， 把 它们 相 乘 RAR 
以 第 三 个 数 , 所 得 商 就 是 所 求 未 知 数 ， 它 又 与 除数 成 反比 ”后 文 


(D kh., pp. 68—70. 
© 这 是 说 4 与 8B 成 正比 ,6 与 4 REH. 也 就 是 说 a 与 5 REH, 而 4 55 B S 
比 . 
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又 举 了 许多 例题 ， 如 原著 载 有 例题 ， 
1. 已 知 10 比 6, H: 多 少 比 4? 这 里 10 是 商品 含量 ，6 是 单 
价 …… 单 价 商品 含量 与 总 量 所 值 成 反比 。 这 两 数 相 乘 (10X4) BR 


以 第 三 个 数 〈6) ， 所 得 商 久 就 是 所 求 数 ， 它 与 单价 6 成 反比 。 


2. 已 知 10 比 8， 问 : 买 商品 4， 值 多 少 ? 单价 8 与 商品 总 量 
4 成 反比 ,二 者 相 乘 (8х4) 乘积 是 32， 除 以 第 三 个 数 (单价 商品 


重量 10), 商 是 3 去 ,这 是 所 求 总 值 , 它 与 除数 成 反比 。 用 这 种 广 


法 ， 所 有 商业 计算 问题 都 能 获 解 。 
3. 工人 1 个 月 得 工资 10 个 钱币 ， 问 :他 6 日 能 得 到 多 少 工资 ? 


你 知道 , 6 日 是 1 月 的 <, 这 一 段 时 间 的 工资 数 与 1 个 月 时 间 
成 正比 。 你 计算 1 个 月 30 日 作为 (单价 ) 商品 含量 ,10 个 钱币 作 
为 单价 , 6 日 作为 商品 总 数 。 这 段 时 间 内 工资 作为 所 值钱 币 数 , Ж 
么 单价 10 与 商品 总 值 6 成 反比 ， 相 乘 得 60， 除 以 第 三 个 数 30， 所 
得 商 2， 就 是 所 求 数 。 

4. 小 麦 每 斗 值 10 个 钱币 ,大麦 值 8 个 钱币 。 问 : 4 斗 大 麦 可 


以 换 多 少 小 麦 ? 解法 相当 于 说 10 : 8=4: z, z=3 i Gb), 


=. RX 

复原 与 对 消 

代数 ， 英 语 为 algebra。 其 余 语 种 从 发 音 看 都 大 同 小 异 ， 均 源 
自 花 拉 子 米 专著 《代数 》 (al-jabr walmuqubala) 的 第 一 字音 译 。 
后 来 拉丁 文 译本 译 为 Lutus Algebrae Almucgra-balaeque. Е. 
Rosen 英 译 本 缩写 书 名 为 Algebra，M. Kline 在 《古今 数学 思想 》 
中 说 :在 代数 学 方面 阿拉 伯 人 的 第 一 个 贡献 是 提供 了 这 门 学 科 的 
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什么 是 algebra? 什么 是 mnqabala? D. E. Smith 在 其 两 卷 本 
《数学 史 》 中 人 举例 说 :@ 

“方程 一 边 的 负 号 移 到 另 一边 是 加 ,一 边 的 正 号 移 到 另 一 边 是 
减 。 这 就 是 algebra (复原 )。 同类 项 合并 或 相 消 , 这 就 是 muqabala 
(对 消 )。” 

例如 , bzx 十 2g 二 x 十 bx 一 q。 复原 是 指 bx 十 2g 十 g 二 zx? 十 bx; 对 
消 是 指 ”3g==x*:。 他 还 引述 12 世纪 时 流行 于 波斯 〈 今 伊朗 ) 阿拉 
ЇН ЖЕЕ СЕ) PEE. 

“Cancel minus ferms and then 

Restore to make your algebra， 

Combine your homogeneous terms 

and this is called muqabala. ” 

(HERI, 给 予 复原 , 这 就 是 algebra。 同类 项 合并 , 这 就 是 
muqabala ) 。 

二 次 方程 求 根 公 式 的 几何 推导 @ 

我 们 知道 ， 二 次 方程 azr?: 十 pr 十 c=0 正 系数 的 表达 式 有 三 种 
类 型 ах +brz=c, az +c=bxr, axr =bxr+ce (Ора, b, c>0), 
《代数 》 一 开始 就 详尽 无 遗 地 讨论 它们 的 解法 (图 版 5. 1. 2 为 原著 
$E. 

1. ax^ 十 bz 一 c。 他 先 讨 论 “ 根 的 平方 与 根 的 和 等 于 一 数 ”。 他 
举例 : 

2 十 10z 一 39。 

解法 是 


© K. Ж—}#. p. 192 
@ Sm. vol. 2, р. 388 
® Kh., pp. 8—14 
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_ Í p 10 _ 
х= E 4-39 273. 


他 解释 说 :“ 把 正方 形 AB 看 成 根 的 平方 〈z?) ， 四 个 小 长 方形 C， 
G, K, T 分 别 看 成 一 X10z=-->z。 为 了 次 成 大 的 正方 形 D， 就 


在 四 个 角 各 自 加 上 | 2} 。 这 就 得 到 大 正方 形 DH — ERNE AB-- 


2 
长 方形 (C+G+K+T) ES — x?--10x4-25-—394-25— 64 
( 5.1.2). 


图 5.1.2 
于 是 所 求 z 二 V64 一 2X 之 ==3。” 


书 中 还 给 出 了 第 二 种 解释 (图 5. 1. 3): 把 正方 形 4B 看 成 根 的 
平方 (2°), 把 10 个 根 (102) 分 成 二 等 份 , MENÉ BS, BH, E 
们 各 目 有 5z。 留 下 左下 角 正 方形 的 面积 是 25。 于 是 考虑 大 正方 形 
SH 的 面积 是 z? 十 2X5z 十 25 一 39 十 25 一 64。 于 是 所 求 


=£) _10_ ,0 
х= E 4-39 273^ 


虽然 他 举 的 例子 都 是 数字 系数 ， 但 不 失 一 般 性 。 只 要 把 方程 
变形 为 


(D Kh., pp. 15—16 


422 第 一 章 前 期 


b C 
a 7-0=—, 
a а 


对 两 种 解释 作 同 样 几 何 图 形 ， 就 可 得 到 求 根 公式 : 


b\? c b 
(5) 6—0. 
2. az2? 十 c 一 pr。 对 于 这 种 类 型 的 方程 M. LK 
他 用 文字 叙述 为 :“ 根 的 平方 与 一 数 的 和 НГ о | 
等 于 根 ”。 他 也 举 一 例 ， 
Z2 十 21 一 10z。 
然后 作出 几何 解释 (图 5. 1. 4) 。 怎样 解 这 “ 
个 方程 ? 以 10 X z 分别 为 边 作 长 方形 9 图 5.1.4 
HD. RCH PAG, 取 线 段 GT， 作 正方 形 MT。 再 取 R 使 HR= 
Ср=х, ЖА, 使 4C@ 王 RCG。 由 此 可 知 HG= MK =5. K? 
HABN =10xr— z? =21= ŒR Æ MLRGTN, 
从 以 上 计算 ， 他 断言 方程 有 二 根 。 
其 一 ， 他 先 从 
ІК? —MK'—SBRJE MLRGTN 
—MK'— K FE HABN 


— 10) — 
-| 2 21. 


这 是 说 ， LK=N |£) —21=2. 于 是 所 求 
„= [19] 1s, 


上 面 几何 解释 对 于 这 类 二 次 方程 的 解法 不 失 一 般 性 ， 当 变形 为 
zz 十 和 一 全 z 之 后 ， 都 可 如 法 得 


Ф 其 中 CH=10, CD=x. 
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还 有 第 二 个 根 ,5 十 2 一 7。 他 另 作 几何 解 
释 ( 图 5. 1. 5)。 从 正方 形 RCSP 考虑 ,把 
它 的 一 边 长 (7) 看 成 方程 的 男 一 根 。 他 
验证 

正方 形 RCSP 十 长 方形 HABN = 7? х 
7+21=10X7, 

所 以 7 是 方程 的 另 一 根 中 。 一 般 地 ， 


b "BE 

= 2+ (4| SENEM 3 
一 根 。 | 
3. az 一 pz 十 <c<。 对 于 这 一 类 型 的 方 
程 他 用 文字 叙述 为 :“ 根 与 一 数 的 和 等 于 
根 的 平方 。” 对 此 ， 他 也 通过 例子 说 明 : - 
Zz2 一 3z 十 4。 在 图 5.1.6 +, HAB 为 所 求 
根 x。 作 正方 形 AD, 在 边 4C ЕҢ HC— 
3. 于 是 长 方形 五 D=3z, КУБАР == 
4, XBUHC 的 中 点 G， FIFE AG, HG 
上 作 正 方形 ， 计 算 

kg uo |) 

ÆRE AMLTKH = 长 方形 AR=4, 
于 是 正方 形 AG- |3) +4, сс, 那么 


图 5.1.6 


(D Kh., pp. 17—18 
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А __ _3 [3 4-312140 
所 求 z=GC+AG=y + E 十 4 一 > 十 7 一 4。 


一 般 地 ,对 于 这 类 型 二 次 方程 ,只 要 变形 为 =r, 
可 得 到 它 的 求 根 公式 ， 


utu +2, 

我 们 知道 二 次 方程 ax'-cbrdc—0 因 系 数 符号 不 同 , 应 有 
四 种 类 型 ， 除 了 <，2，c>0 以 外 ， 花 拉 子 米 已 详尽 无 遗 地 讨论 了 
其 余 三 种 。 为 避免 负 系 数 ， 事 前 通过 “复原 ”( 移 项 ) 都 变形 为 正 
系数 ， 而 且 提 出 了 求 根 方法 。 

在 此 基础 上 , 花 拉 子 米 配 置 了 大 量 算 题 , 约 占 全 书 五 分 之 三 。 
其 解法 都 用 文字 说 明 , 极 易 改 为 现代 符号 记 出 。 这 些 计算 题 分 三 部 
分 : “六 个 问题 "“ 其 他 问题 "和 “遗产 问题 ” ,我们 全 录 第 一 部 分 ,其 
他 问题 和 遗产 问题 分 别 录 7 题 和 5 EL ,并 重新 编号 .从 解法 可 获知 ， 
他 对 代数 恒 等 变 换 的 熟练 技巧 ,其 中 某 些 优美 解法 ,至 今 仍 有 借鉴 
意义 。 所 辑录 的 18 例 中 大 部 分 是 解 二 次 方程 ,三 种 类 型 齐全 。 有 的 
是 一 次 方程 (组 ) 问 题 , 有 的 纯 是 算术 问题 。 值 得 我 们 注意 的 是 ,在 
《代数 》 中 还 出 现 了 字母 系数 方程 及 其 解法 和 管 案 。 

《代数 ?以 大 量 篇 幅 记录 遗产 问题 .对 于 当时 当地 的 人 际 关系 、 
风俗 习惯 与 阿拉 伯 法 律 ， 我们 虽 不 能 完全 理解 ， 但 毕竟 这 是 阿拉 
伯 数 字 的 源泉 之 一 ， 应 引起 我 们 的 关注 。 

中 世纪 阿拉 伯 世 界 所 运用 的 数 系 似 应 限于 非 负 有 理 数 ， 但 在 
所 引用 的 例子 中 却 出 现 了 不 用 负数 便 不 能 解释 的 布 列 方程 过 程 ， 
如 “六 个 问题 ”的 第 6 题 。 此 外 ， 还 出 现 了 无 理 数 。 如 “其 他 问 
题 ” 的 第 5 题 。 


(D Kh., pp. 19—21 


外 篇 “第 五 编 ”阿拉 但 425 


六 个 问题 

1. 把 10 PAH. EMR, 又 二 者 之 一 自 乘 等 于 二 者 乘积 
的 4 倍 。 问 : 这 两 份 各 自 是 多 少 ? 

原著 设 其 中 一 份 是 zx， 据 题 意 建立 方程 

д?==4т (10—z), 

化 为 S2 = 40x, r!—8r, x—8. 
答 数 : r-8, 10—r=2, 

2. 110700917. CHEE HR, 510083. 10 自 乘 


等 于 其 中 一 部 分 自 乘 的 2 HS REF Я 84 ARG 2-8,8. 


这 两 份 各 是 多 少 ? 
解法 相当 于 说 ， 设 其 中 一 份 是 >， 据 题 意 建立 方程 


10: 一 2 ve 或 10: 一 6 " (10— x), 


二 者 都 有 解 r—6, 
3. 把 10 分 成 两 份 。 其 中 一 份 除 以 另 一 份 ， 得 商 4。 问 , 这 两 
份 各 是 多 少 ? 
解法 相当 于 说 ， 解 
19—2 —4, 10—r—Ar, 
所 求 Z 一 2。 


4. 一 物 所 值 价格 的 坟 加 上 1 个 金币 与 这 价格 的 十 加 上 1 + 


币 的 乘积 是 20。 问 ， 此 物价 格 是 多 少 ? 
原著 据 题 意 建立 方程 


1 IP E 
| "CLAN 42+1 = 20, 


(D Kh., рр. 35-40 
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经 变换 为 xz? 十 7z 一 228， 由 求 根 公式 解 得 


_ [49 E 
r= 4 L 228 2 12, 


5. 把 10 分 成 两 份 。 各 自 自 乘 后 相 加 , 它们 的 和 是 58。 问 : 这 
两 份 各 是 多 少 ? 
据 题 意 建立 方程 2+ (10 一 xz)?=58， 原 著作 变换 
2х*—20х-+100=58, z2—10z+50=29, 
z2 十 21 一 10z。 由 求 根 公式 解 得 
r=5+./25—21=5+2=7 或 3。 
6. 某 数 除去 它 的 三 分 之 一 , 又 四 分 之 一 , 又 除去 4 个 金币 , ж 
的 平方 等 于 此 数 与 12 的 和 。 求 此 数 。 


2 
|= l«-la-4] 二 ZX 十 12。 


原著 用 文字 说 明 变 换 和 解 方程 过 程 ， 相 当 于 说 


2—4). 
192—4 二 Xz 十 12， 


25 24—44 
1447 十 4 一 4 9 2» 


2 1, 24 
+ +23 25 24 95T? 


其 他 问题 | 

1. 一 物 所 值 价 格 平方 减 去 价格 ， 开 平方 后 ， 加 上 价格 ， 等 于 
2 金币 。 问 :此 物 值 多 少 ? 

解法 ; 相当 于 说 , 建立 方程 zz 一 rz 十 z 一 2,， zz 一 一 2 一 


(D Kh., pp. 41—67. 
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zZ2—z=44+z*—4x, zZ2+3z==4-F-z2, 3r=4, z=1 i. 
2. 根 的 平方 减 去 3 个 根 ， 差 的 平方 等 于 根 的 平方 。 问 : 根 是 
多 少 ? 
SE. (2—30)? =r, z2—3zr=<x, z=?2=4zx, r—4, 


3. 把 10 分 成 两 份 , 使 第 一 部 分 除 以 第 二 部 分 , 又 使 第 二 部 分 
除 以 第 一 部 分 。 已 知 两 商 的 和 是 2 。 问 :这 两 份 各 是 多 少 ? 


10—т £ al 
1 


1004-227 —20x—2 1200—2)—21 Z r2 12 
100+4 r= 22, 
224-2? = 102, 

z 一 5 士 /25 一 4 一 5 士 1 一 4 或 6。 

4. 把 10 分 成 两 份 ,把 二 者 的 平方 与 二 者 的 差 加 在 一 起 ,得 54。 

问 ， 这 两 份 各 是 多 少 ， f 
解法 (10 一 zx)? 十 xz? 十 (10 一 x) 一 x 二 54， 
100—20++ 2z22+-10—2zxz=54, 
110—22®х-++2х*=54, 
х*+28=11хт, 
r—7 840, 
5. 把 10 分 成 两 份 , 其 中 一 份 的 自 乘 等 于 另 一 份 的 10 倍 。 问 
这 两 份 各 是 多 少 ? 
Ж. (10—2)'—10z, 
z*4-100— 30x, 


D 7 非 原 题 的 答 数 . 
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ЖЖ  х=15—^/125. 
6， 某 数 的 二 加 上 3 个 金币 ， 从 这 个 数 减 去 这 个 和 ， 差 的 平方 


等 于 这 个 数 。 问 : 某 数 是 多 少 ? 


解法 : [z= 2+3) | =r, 
2 l 111 
ZX +20 4 —]11 "ED 
所 求 zx 一 9 或 2 十。 
7. BEKK SANE EGET SE. 各 自 付 款 数 之 差 与 两 种 粮食 斗 
数 之 差 等 于 付款 数 的 和 。 问 : 大麦 每 斗 单价 是 多 少 ? 
原著 解法 相当 于 说 ， 设 大 麦 每 斗 单 价 是 >， 小 麦 单价 是 xrz， X 
设 大 麦 、 小 麦 分 别 买 了 n，m 斗 ， 据 题 意 建立 方程 


mrz=+nz= (хх) +m—n, 


m —n 


所 求 数 Tair 


遗产 问题 0 
1. 老人 有 四 个 儿子 , MARE: 每 个 儿子 所 得 相等 ， 友人 得 


同样 一 份 、 再 加 一 个 金币 外 ， 还 要 给 他 全 部 财产 的 记 、 除 去 儿子 


所 得 一 份 差 的 二 。 间 : 五 个 人 各 分 得 多 少 ? 
解法 1 相当 于 说 , 设 此 人 有 财产 为 a 个 金币 , 友人 得 x， 每 


个 儿子 得 > 个 金币 。 据 题 意 
ШИ 


Hes] n 


O Kh., рр. 86—133. 本 段 问题 如 对 照 第 二 章 第 二 节 有 关内 容 是 饶 有 兴趣 的 . 
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变换 为 Darla-y-l|i4-,|-1-4. 
解 得 每 个 儿子 得 


友人 得 Z 一 572 十 57。 


429 


2. 一 人 临终 遗嘱 财产 分 配方 案 ; 六 个 儿子 所 得 相等 , 友人 之 
一 得 儿子 同样 一 份 外 ， 还 得 到 全 部 财产 的 四 分 之 一 与 每 个 儿子 所 
得 之 差 的 五 分 之 一 : 另 一 友人 得 到 儿子 同样 多 的 一 份 之 外 ， 减 去 
全 部 财产 的 三 分 之 一 与 每 个 儿子 与 前 面 友人 所 得 之 和 之 差 的 四 分 


之 一 。 间 : 八 个 人 各 得 多 少 ? 


解法 : 设 每 个 儿子 分 得 vo， 友 人 之 一 得 +*， 另 一 友人 得 y。 原 
著 把 全 部 遗产 记 为 1， 于 是 问题 相当 于 要 解 三 元 线性 方程 组 ， 


1-—ж- у= 60, 
— ца | 
т au 4 Vi, 


1 


y=v-}|4— (+v) |, 


I 38 КЕШЕ 3 
پنےا‎ | 1 zo —6v, 
或 ا23‎ 1-2-0) = бо, 
a peipei 
这 就 是 2+2[+4[1-ь)„]—вь 
因此 251) 14-3 ]v, 


Ф 注意 其 中 有 若干 技巧 性 变换 . 
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8,5 

3 十 15 十 1 一 33v， 
_— 49 _ 49 
12х33 396° 

10 6 
Z 一 0 十 396， у=0— 396° 

3， 老 妇 临 终 要 把 遗产 分 给 丈夫 、 一 子 及 三 女 。 遵照 法 律 , X 
夫 得 七。 夫 取 之 余 ， 即 遗产 的 十 ， 分 成 五 份 ， 其 中 二 份子 子 ， 三 
份 平均 分 配给 三 女 。 问 :五 人 各 得 多 少 ? 

解法 : 把 遗产 分 成 20 份 , 五 人 依次 按 5: 6:3:3:3 比 例 分 
配 。 

жй. LR, ЛЕ, SOLL. 

4. ЖАКЕ ЕШ ЕЛЕ Ж, 一 子 、 三 女 及 友人 。 ЖЩ. 
友人 得 财产 的 六 及 天。 其 余 分 成 四 份 ， 丈 夫 得 一 份 。 再 其 余 又 分 
成 五 份 ， 二 份 予 子 ， 女儿 各 得 一 份 。 问 :五 人 各 得 多 少 ? 

解法 ， то 《友人 得 遗产 数 ) 。 


15 41 15,41 .,,, E E : 
—s56 56 56 : 56—19: 41, 20 (154-41) =20X56=1 120, 这 
就 是 说 ,友人 得 遗产 其 中 的 300, 直系 亲属 得 820; 3205, F246, 


女儿 每 人 分 得 123。 
答 数 : KREG, UFR, KLE, KARD. 

5. 一 人 有 二 子 二 女 , MAME THR: 三 友人 甲 、 乙 、 丙 也 
分 享 遗产 。 其 中 甲 所 得 是 女儿 所 分 财产 减 去 遗产 的 -与 女儿 所 得 
差 的 二 的 差 。 乙 所 得 是 女儿 所 分 财产 三 去 遗产 的 十 与 女儿 及 甲 所 


得 差 的 广 的 差 。 丙 所 得 是 财产 的 十。 三 友人 分 后 余下 的 财产 的 证， 


[^ 
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二 分 别 等 分 给 每 个 子女 。 问 :七 人 各 分 得 多 少 ? 
解法 : 设 女儿 每 人 分 得 w， 友人 甲 、 乙 分 别 分 得 z，y, BEB 
可 建立 方程 组 


但 原著 没有 直接 解 方程 组 ， 而 是 借助 于 另 一 个 条 件 : 二 子 二 


1 一 土 一 z 一 y 一 6o。 


12 
再 进行 恒 等 变 换 ， 
Z-l4l1-.1 | ے1‎ =v, 


3 12/313 
T44 1+1] 1.) -v| —6v, 
和 于- 

L4 E [ge 1X1, 138, 


455 
友人 甲 得 + 一 二 ,友人 乙 得 y 一 十 ,每 个 儿子 得 十 ,每 个 女儿 


得 言 。 这 是 一 道 趣 味 人 性 算 题 ， 看 似 复杂 ， 结 果 非常 简单 ， 且 解法 
简便 ， 应 是 优美 解 。 
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=. Af 
《代数 》 中 记载 了 不 少 有 关 图 形 的 问题 ， 原 著 都 用 文字 说 明 ， 
为 便于 阅读 ， 我 们 改 用 现代 数学 语言 或 公式 表达 ， 对 原著 叙述 次 
序 也 已 作 适 当 调 整 。 
三 角形 
原著 对 三 角形 性 质 有 很 多 探讨 。 
1， 面 积 名 。 明 确 指 出 三 角形 的 面积 等 于 高 与 半 底 的 乘积 。 
用 边 长 表述 的 面积 公式 ， 原 著 也 有 详尽 无 遗 的 论述 。 例 如 
直角 三 角形 : 二 直角 边 乘 积 之 半 。 
锐角 三 角形 :以 边 长 13,14,15 为 例 ， В 
其 探讨 过程 是 代数 、 几 何方 程 并 举 ， 对 
AABC, 原著 先 求 高 h。 i DC=<x, MH 15 
f ABDC 得 (图 5.1.7 及 图 版 5.1.3 左 
E) h 一 M169 一 xi。 又 从 直角 入 BDA4 得 
h 二 M225 一 (14 一 +)*?。 于 是 169 一 xz: 二 4 14 р 
29-282 — z’, 140—28x, r—5,h—12, 5.1.7 


= xX I4X 12 84, 


钝 角 三 角形 : 以 边 长 6，5，9 为 例 。 原 著 说 ， 如 以 短 边 为 底 ， 
恰 线 将 物 出 底 边 ， 以 长 边 为 诬 ， 可 用 锐角 三 角形 方法 获 解 。 

化 拉 子 米 虽 然 只 举 数 值 例 ， 但 他 的 求 积 推导 适用 于 一 般 三 角 
形 ， 与 希腊 Heron 公式 及 其 推导 等 价 ， 而 远 为 简便 。 

2. AREH. 原著 明确 指出 直角 三 角形 边 长 间 关 系 的 勾 股 定 
理 。 但 其 推导 仅 及 等 腰 直 角 三 角形 ， 其 推导 全 过 程 如 下 ; 


C 


@ Kh., pp. 70—85 
加 Kh., pp. 70—85. 详 见 沈 康 身 ,《 九 章 算术 》 导 读 ， 湖北 教育 出 版 社 ，1997， 
рр. 112—113. 
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# ABDC 为 正方 形 ， 等 分 4C T H, B T A 
AB FT (图 5.1.8), 分 别 作 边 的 平行 线 
HR,TG, 已 分 正方 形 为 四 等 分 ;连结 HT， R 
RT, RG, GH, 原 正 方形 被 等 分 为 八 个 直 
fi ZE. BAH, AT 为 边 的 正方 形 含 有 
2 直角 三 角形 ， 而 以 TH 为 边 的 正方 形 含 D G С 
有 4 个 直角 三 角形 。 因 此 

АН?-+АТ?=ТНї® 

з. 等 腰 三 角形 内 接 正 方形 。 已 知 等 采信 ABC 内 接 正方 形 
DEGF， 腰 长 10， 底 为 12。 求 正方 形 边 长 。 原 著 取 

和信 EDCWABHC， 又 设 正方 形 边 长 为 xz， 于 是 建立 方程 


BH : HC=8 : 6=ED : DC==<= : [6-2] | 


图 5.1.8 


В 


解 得 zx 一 4 TED 为 所 求 边 长 。 而 


AF=DC=3 2. 又 EC 二 6。 (图 5.1.9 及 


图 版 5.1.3 右 上 。) 

四 边 形 

原著 论述 五 种 四 边 形 的 面积 求法 : 
正方 形 〈 等 边 等 角 ); 长 方形 (等 角 不 等 
边 )、 菱 形 〈 等 边 不 等 角 )、 平 行 四 边 形 “〈 长 宽 不 等 ， 不 等 角 ， 而 
相对 长 、 相 对 宽 相 等 ) 和 一 般 四 边 形 (不 等 角 不 等 边 )。 

1. 正方 形 。 原 著 说 ,， 它 的 面积 等 于 边 长 自 乘 ; 面积 随 着 边 长 
加 长 或 缩短 而 增 减 。 例 如 ， 边 长 为 1，2，3， 面 积 为 1，4，9; 边 


Кж, i. WERL. G. 
2. 长 方形 的 面积 是 底 与 高 的 乘积 ， 


3， 凌 形 的 面积 是 对 角 线 之 一 与 另 一 对 角 线 半 长 的 乘积 。 
4. 平行 四 边 形 可 划分 为 长 方形 、 三 角形 ， 然 后 求 面积 和 。 
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5. 一 般 四 边 形 面积 以 对 角 线 划分 为 两 三 角形 , 分 别 计 算 面积 
再 求 和 。 

B 

1、 周 长 。 有 三 种 表达 方式 (D NEE) 


(1) C=3 Ip (图 版 5. 1. 3 左下 ); 


(2) C=~v 10D; 


_ 62 832 
(3) C= 20 000P* 


2， 面 积 。 有 两 种 表达 方式 
22 |, 
1x4 D^ | 
1 1]. 
(2) A= 1 一 了 一 >X7 D', 
立体 
1， 方 馆 、 圆 锥 的 体积 都 取 底 与 高 乘积 的 了 
2， 方 台 。 以 底 边 长 4， 顶 边 长 2， 高 为 10 
为 例 。 由 于 四 侧 棱 共 点 ， 所 以 可 把 方 台 体 积 作 
为 二 方 锥 体积 之 差 。 原 著 先 求 (图 5. 1. 10 及 图 
版 5.1.3 右 下 ) h, Jh: h—h :10—4:218 |h 
h=20, FART ER Y h— 一 hi RÛ 20, 10 的 
方 锥 体积 为 106 2, 13 2 Г ажа 4 


图 5.1. 10 
] 图 5 


为 106 2—13 379383. 


这 一 解法 虽 为 数值 例 ， 但 有 一 般 意 义 。 


(1) A= 


O HRH, WU л 22, 
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第 二 节 前 期 其 他 数学 家 


一 、Thabit ibn Qurra 

T. ibn Qurra (#J826—901) 生 于 两 河流 域 Harron (+ Jš + 
耳 其 )。 从 事 宗 教 活 动 和 金融 事业 , 后 被 聘 , 在 当时 阿拉 伯 首 都 巴 
格 达 进 行 科学 研究 ， 在 数学 、 天 文学 方面 俱 有 突出 贡献 。 他 整理 
和 翻译 欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 、Ptoleny 等 学 者 的 希腊 文 数学 经 典 ， 
并 作出 有 创见 的 注释 ， 在 数论 、 人 代数、 几何 和 三 角 学 方面 都 有 业 
绩 。 可 惜 的 是 他 上 自己 无 系统 专著 传世 。 我 们 只 能 辑录 散 见 于 各 种 
学 术 著 作 中 素 为 人 们 称道 的 材料 ， 虽 凤毛麟角 ， 却 弥 足 珍贵 。 

数论 

1852 #EF. Woapcke (1826—1864, f 
E) 发 表 Qurra 数学 手稿 , 其 中 含 对 相亲 A 
数 的 精 淇 研究 ， 总 结 了 相亲 数 的 构造 公 
式 : 

Ж a—3X2'—1, b=3X2"”—1, g 
c—9x27^7—1, ща, b, c 都 是 素数 时 7 
C22), Wil 2ab, 2'c 是 一 对 相亲 数 .9 

代数 

Qurra 在 花 拉 子 米 对 二 次 方程 求 根 公式 基础 上 又 作出 一 般 推导 ,多 

1. zx: 十 px 二 9。 他 作 正 方形 4BDG, 使 边 长 为 x, 又 在 其 右 侧 
作 长 方形 BHED, fixi HIT. р, 又 在 BH 上 取 中 点 W。 则 
观察 图 5.1.11 Al EFE AW — x* +2 长 方形 BWVD 十 正方 形 
DVST= 正 方形 AS. 


图 5.1. 11 


(D F. Cajorie, History of Mathematics, p. 104, 1919. 
Q Ber. p. 104—107. 
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这 就 是 ”正方 形 AW =q+ | 2| f 


那么 所 求 z=AW-—Bw=,.Ja+[ 2] — £, 


2. x 十 gq 一 px。 他 作 正 方形 ABDG， 
使 边 长 为 xz， 又 在 4B FEKREME, (E 
АЕ = р (5.1.12), 又 取 AE 的 中 点 W。 


则 正方 形 AW =| 2.) =E FH, m 
正方 形 ND= 正 方形 FH — BR É 
NDMFHQO -[£] —4. 


因此 ND= (2| -«. 


Ifi х= АВ = AW +WB= AW +ND= 2 + P e. 

几何 

1， 匈 股 定理 的 推广 @。 在 八 4BC 的 底 边 BC EB B',C', 使 
ДАВ! B= ZAC'C= / А(5. 1.13, ZE ЧА 是 钝 角 , 右 图 中 4 是 
锐角 .)T. de Qurra 提出 命题 482 十 4C2 一 BC(CBB' 十 CC > ,Š 


| 
VANS 
B C H C' HZ C 


图 5.1.13 


D 4&RJUÉNDMFHQ- КЖ BEKD— KHE GDRL— px— r =q. 
© E., pp. 183—184 239—240 
© JAAABCOAC!' BA BHI AB : BC—BB' : АВ 等 等 . 
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34 ZA 是 直角 时 (图 5. 1. 14), 本 命题 А 
就 成 为 勾 股 定理 。 

2. 勾 股 定理 的 图 证 法 。 图 5.1.15 中 ， 
RtAABC 面积 与 RtABB'C' 面 积 合同 。 p 


BC» С 
正方 形 ABB' D = АВ? = H Tr 33 JÉ, 
ACC'B'D+ AABC+ A BB' C= [l] RFE 图 5.1. 14 
АСС! BD + AB' DC"4- AADC” = E Jr № В 


ACDC” + EF É B'C' EC"— AC? + B'C' = í 

АС?-ЕВС?, A N 
3. 三 等 分 任意 角 。Qurra 用 有 刻度 的 x В 

直 尺 和 圆规 解决 三 等 分 角 问 题 。 他 说 作法 M 


采 自 阿 基 米 德 遗书 。 C" DE C" 
作法 :图 5.1.16 +, ZAOB 为 已 给 角 。 图 5 1.15 
MOA=r 为 半径 , O 为 圆心 , 作 半 圆 交 4O 
的 延长 线 于 C 点 。 用 有 刻度 的 直 尺 作 直 V 
R, HL, 交 半 贺 于 R, 并 使 PR 一 ， < 
r, N ¿RLA=- АОВ. ۶ C О 
理由 是 显然 的 。 图 5.1.16 
—. Abu Kamil 


A. Kamil (2#J850—2J 930) 有 专著 传世 . 一 为 《算法 珍本 》， 
有 英文 译本 ， 另 一 为 《 论 五 边 形 和 十 边 形 》， 他 受 花 拉 子 米 影响 ， 
其 专著 又 影响 了 13 世纪 比萨 的 斐 波 那 契 。 

《算法 珍本 》 讨 论 不 定 方 程 的 正 整数 解 ， 我 们 录 四 题 呈 : 


®© Y., pp. 222—223 
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x+y+z=100, 
| 
ЖЖ: 消去 z， 得 


—т—у=100—5х— -X 
100—cr y 100—5x 20" 


19 
Rog 4c. 
i$ х-=19, 则 y— 80, 2=1, 仅 一 正 整 数 解 。 
| 
2. z J o. 
3 + 2 十 2z 一 100。 


经 恒 等 变换 ， 他 获得 
10z 十 9y 一 600。 
方程 的 正 整数 解 只 有 6 个: z==6, 15, 24, 33, 42, 51 及 其 相应 
ye z HB. 
NM 


之 | 之 一 
3z 十 76 十 3 一 100。 
经 恒 等 变换 ， 他 获得 z 一 25 十 -eny。 他 断言 ，z ЕВИ, 


必须 > 一 160>100， 因 此 方程 无 〈 正 整数 ) Ж. 
4， 在 kamil 的 专著 中 还 有 五 元 不 定 方程 组 
| 


2z 十 了 十 了 十 二 十 v 一 100。 
他 从 二 方程 做 减法 起 步 ， 得 
2— + ے٣,‎ 


而 z 十 ?十 z 十 zx 一 六 ?十 号 z 十 -ax<<100。 
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他 建立 二 整数 解 系列 。 


其 一 ， у=1› 3, 5, >" z=3, 6, 9, + «72; 6, 10, s., 
yX59, zx.54, и<50 共 得 1 443 f, 
其 二 ， у=2, 4，6，… z=3, 6, 9, +. u=4, 8, 12, °° 


J58, 2551, и<52, #191 233 Ж. 
本 题 总 计 得 2 676 Ж. 


=. Abul Wefa 

A. Wefa (940—998) ETS 8t B] ZR BEF FB (Chorassan)。 
4376959 年 后 ,他 定居 巴格达 ， 直 至 逝世 ， 是 中 世纪 天 文学 权威 ， 
曾 参 与 巴格达 天 文 台 的 观测 和 研究 工作 ,在 数学 上 也 颇 多 创新 ,如 
代数 中 的 解 高 次 方程 以 及 三 角 学 方面 ,在 几何 方面 ,他 的 贡献 尤 
为 突出 ， 有 专著 《手工 业者 用 几何 》 传 才 。 下 面 我 们 辑录 他 在 几 
何方 面 的 部 分 工作 。 

BEI ЖИ ЖЕН 

1. АВАВ 端点 4 (ЕЕН. 

如 图 5.1.17, 在 4B 上 截取 AC, TIUA, C 为 心 作 弧 交 于 
D, JEKCD ZE, 使 DE 一 DC。 则 BAE NH fC 

E 


E 
H 
: y D B 
! T 
: 7 
C B 
图 5.1.17 图 5.1.18 


@ Ber. рр. 53—54 
© 1-4, 6 MES Ber., pp. 92—96. 
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2， 把 线段 AB 任意 等 分 。 

ШЇ 5. 1.18, AX AB 两 端点 4, B ЕВ АЕ, ВЈ. ^) 
别 截 取 相 等 线段 A=HE=BT 二 TZ。 连 结 HZ，ET, XAB + 
G, D, 二 者 为 4B 三 等 分 点 。 ME, Z 外 侧 继续 截取 相等 线段 , Ж 
行 类 似 操 作 , 可 获 致 AB 上 的 4，5，…， n д. БАНТ ER 
与 АВ 交点 为 二 等 分 点 。 

3， 二 等 分 已 给 角 BAG, 

ЕЗД BG (图 5.1.19), 分 别 以 B, G 为 心 以 同 半径 作 弧 , KF 
D, WAD 为 所 求 角 的 平分 线 。 


图 5. 1. 19 


4， 在 圆 内 作 内 接 正 方形 .9 

如 图 5. 1. 20,S 为 圆心 , 作 直 径 交 圆 于 4， 
G, ЦИ. МА, СУТЕК ИТЕ, Е, 
T, Н. #EZ, TH, X HÍETI, K. IT, ZK G 
XFM. KSM, 交 贺 于 D, B, WIADGB 为 
所 求 正 方形 。 

5. 在 正方 形 内 作 内 接 正三 角形 @。 

如 图 5.1.21，ABCD 为 已 给 正方 形 。 以 对 角 线 交点 瓦 为 心 作 


图 5.1.21 


© 1~4 作 图 题 原著 有 证 明 ， 因 简 ， 略 去 .又 第 3 题 即 欧 几 里 得 《原本 》1. 9 
@ Y., р. 264 
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EFEK HEN. UD hb, UEA 为 半径 作 弧 ， 分 别 交 图 于 C， 
F. 连 线 FB, GB PAIK AD, DC FH, K, W| A.KHB 为 所 求 正 
三 角形 。 

证 明 : 从 作法 知 , Z DBF= 人 DBG=30°, 义 GF | DB, / FGB 
= ZGFB=60°, M HK //GF, 

6、 作 正 五 边 形 @ 

经 过 定 半 径 AD 一 端 作 AE | AD. 
以 D ib, AD 为 半径 作 圆 CH; 
5.1.22). }ЕАЕ=АРрР„ ЖАР 的 中 点 2Z， 
EEZ, RRHZ=AD, WZH 的 中 点 
T.TETI | HZ, ЖАР 的 延长 线 于 7, 以 
7 为 心 ,4D 为 半径 作 弧 交 贺 于 M, 工 , Ж 图 5.1.22 
ML 是 所 求 正 五 边 形 的 一 边 。 引 直径 40O, Æt MO, LO, 分 别 作 
它们 的 中 垂 线 交 圆 于 NN，P。 则 LMNOP 为 所 求 正 五 边 形 。 

原著 有 详 证 : BILD, LA, LI, ATIZ, AAEZ 合同 (公有 
f Z, 有 一 直角 边 长 相等 的 直角 三 角形 ) 从 ZT? 二 EZ 一 E44? 十 AZ? 
二 DA 十 4Z:， 导 出 | 

DA! ZI! — AZ! -- (214 АХ) (21-— AZ)=ID * IA, 
于 是 4 点 是 ID 上 的 中 外 比 点 。 从 《原本 》 卷 13 命题 9 获知 :如 
Ж DA 是 圆 内 接 正 六 边 形 一 边 边 长 ， 则 74 是 同 圆 正 十 边 形 边 长 。 
又 从 作 图 知 

ALIAOADIL (由 于 有 公 角 角 7, HIA: AD—AD : ID= 
IA: AL= LD : ID), 
m GALLI-—LD,BILALIA 也 是 等 腰 三 角形 ;那么 14 二 AL, 也 就 
是 说 AL 也 是 同 圆 正 十 边 形 的 边 ,而 ML 则 是 所 求 正 五 边 形 的 边 。 

从 上 引 六 题 可 知 Abul Wefa 作品 丰富 多 彩 , 而 且 逻 辑 性 强 : 后 


(D Bet. s рр. 947-95. 
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面 的 作 图 以 前 面 的 作 图 法 为 根据 ， 

二 角 和 着 正弦 定理 的 推导 0 

Abul Wefa 提出 命题 : 当 二 角 的 正弦 、 余 弦 值 为 已 给 , 那么 二 
A GIO 和 差 的 正弦 等 于 各 自 相应 正弦 、 余 弦 滋 积 的 和 差 。 


原著 作出 证 明 , 在 图 5.1. 23 中 ，48，BC 为 已 给 圆 O 为 单位 
圆 。 各 弧 正 弦 、 余 弱 也 为 已 给 。 作 BT LAO, ВН1ОС, 连结 HT， 
延长 BT, BH 分 别 交 圆 于 Z, р. 连结 ZD, BA ABHTO/ABDZ, 


Э DE=2TH, WT TH —sin (АВ-ЕВС)®, 又 由 于 B， Т, О, Н 
共 圆 , 因此 BHN= ZBOT, /BTN—ZBOH , VEBN L TH , Wi 


sin (АВ, BC) -TH-TN--NH, 

其 中 TN-—TBcosZ ВТМ =T Bcos / ВОН = T Bcos BC — 
sin ABcos BC, 
m NH = BHcos/ BHN —BHcos/ ВОТ = BHcos AB-—sin BC ° 


cos AB。 命 题 已 证 。 
C D 


图 5.1.23 图 5.1.24 


他 又 用 同样 方法 借助 于 图 5. 1. 24 证 明了 


(0 Вет. рр. 136—138 
® 一 角 的 正弦 等 于 它 的 倍 角 通 弦 之 半 . 
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sin (AB— BC) —sin ABcos BC —sin BCcos AB. 

Bp PE? 

剪 拼 三 个 合同 的 正方 形 ， 使 成 另 一 等 积 正方 形 。 

作法 : 如 图 5.1. 25， 先 把 其 中 两 个 正方 形 沿 对 角 线 等 分 为 二 
(图 (1))。 把 五 块 排列 成 风车 状 〈 图 (2))。 连 结 相 应 顶点 (如 
AD). iit —25 4188 , 把 四 个 正方 形 分 成 八 块 , 出 入 相 补 。 从 八 ABE 
С ЛРЕС АСЕР 为 所 求 的 正方 形 (图 (3))。 


(2) 


图 5.1. 25 
拼 剪 图 形 是 出 入 相 补 原理 的 应 用 ， 是 后 世 数 学 界 喜 闻 乐 见 的 
WRR, Abul Wefa 这 一 命题 应 是 开山 之 作 。 
Aboul Wefa 的 定 半 径 几 何 作 图 , 也 是 一 项 开创 性 工作 。 他 的 
二 角 和 差 正弦 定理 证 法 在 今天 中 学 三 角 课 堂 教学 中 作为 补充 教 
材 ， 是 很 适当 的 。 


(D Y. p. 265 
© S$. ， 第 4 章 第 二 节 ， 二 、 剪 拼 
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第 一 节 10 至 13 世纪 的 数学 家 


—. al-Karaji (X. al-Karkhi) 

al-Karaji (10 世纪 与 11 世纪 之 交 ) 早 期 在 首都 巴格达 活动 ,并 
著 书 立 说 。 后 来 去 外 地 做 土木 工程 管理 工作 。 在 前 期 数学 家 花 拉 
子 米 ,al-Kamil 基础 上 他 又 取得 了 进步 。 他 的 代数 专著 书 名 为 《Al- 
Fakhri}, 

代数 问题 

我 们 辑录 二 题 ， 原 著 相 当 于 说 。2 

1. 求 一 数 ， 它 与 3 十 V5 的 乘积 是 1， 

解法 相当 于 说 ， 立 方程 x (3 十 5 ) 二 1。 作 恒 等 变 换 ， 

3х-++х^/ 5 =1, 3z+./5z2=1, M 5z!—1—3x. 
两 边 平 方 ， 整 理 得 4z? 一 6z 十 1 一 0。 


B _ 
mU E = 0,2 
2. JEHA 
а? + y2= x°, 
х= у?, 
ху= 10. 
®© О. p. 27, pp. 160—162 
- -vs зм. 
@ 当时 他 不 知 有 理化 运算 z= 一 一 一 3 一 5 _ 
UT aus 9-8 4 
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10 100 
Ж у=, کے‎ 2—7, 
100 10 000 
于 是 rtp = 1 7 
x*4-100z*—10 000-0, 
他 取 x 二 一 50 十 V12 500， 并 得 


答 数 z-—NN 4/12 500—509, 
Ip = KW iu; 
wH, НАЕ ИАА, 

十 2 十 3 十 … 十 到 一 | 1л a+ | 


2 
, 


HEREY. U 2лг== (+D 为 边 作 正 方形 (图 5. 2. 1)， 而 


Ж RUE B,C.D,D, 4C, 4B, -17n ° > (а-+Е1) -+n ° 7 (n—1) =š, 


因此 所 求 2r 一 1 十 之 RUE B,C,D,D, C B, 


1 2 
一 正方 形 4B,C.D, 一 | Ta aD], 


—. Ibn al-Haytham (У % Alhazcn) 

I. al-Haytham (965—1039) 生 于 今 伊 拉克 Basra ， 卒 于 开罗 。 
在 哈里 发 al-Kokim 治 下 工作 。 精 于 工程 和 光学 ,后 者 有 专著 ,1572 
年 被 译 成 拉丁 文本 传世 。 

Ibn al-Haytham 现象 

从 光学 问题 他 引进 : 在 同 平面 内 过 圆 外 二 点 作 二 直线 交 圆 周 


Ф Y. p. 216 认为 这 是 A，Kamil 的 工作 
@ HG., vol. pp. 109—110 
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图 5.2.1 
于 一 点 ， 使 此 二 直线 与 法 线 成 等 角 。 问 题 导 致 一 个 四 次 方程 ， 他 
背 助 于 双 曲 线 与 圆 的 交点 得 解 . 岂 
АЯ» ЕВА 


BIR E ВАТ ВАЗ. 以 24r* 及 x 十 1 为 边 长 作 
长 方形 〈 图 5. 2. 2) ， 从 图 易 知 ， 


Р 
(2 十 1) Dr- Drt D Dr, (x) 


1 r=1 


@ E., p. 175 
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"AE E+y 2+, 1 


KT 十 E+y Cty I 


16 + £4, Ctal 


图 5. 2.2 
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从 此 可 以 获得 一 系列 递 推 公 式 : 已 知 自然 数 和 公式 就 可 以 推出 其 
平方 和 公式 ， 从 平方 和 公式 就 可 以 推出 立方 和 公式 。 如 此 循序 操 
作 ， 直 至 ”次 自然 数 寡 和 公式 .9 
我 们 以 p==4 为 例 , A p=3 时 , 竹 和 公式 为 已 知名 , 代入 公式 
(ж), 得 
РЬ 


(n+1) r 一 >, +» >; 


p=1 r=1 


=1 5 30 ° 
n 1 1 1 
= 2+1) n 十 2 (n+1) الم‎ 
М 5 Et be DEPT 


tf BITE AR KEMARAU Ж ЖЛЕ АЈА, Fr FR 
Bur OK (ESSE HX ph Jy AERAR r: JÉ, [B] EB СХЕ) 体积 。 
al 一 Haytham 则 提出 另 一 个 问题 : 求 抛物 线 弓 形 绕 其 底 回转 体 体 
积 .@ 

用 现代 数学 语言 表述 如 下 : 

如 已 给 抛物 线 xz= 二 ky (5. 2.3), BC, (а, b), С.С, =ь 


、 b 
{Ел 等 分 。 1 P 为 半径 是 BiCi、 高 为 Cr-~1C: 一 A 一 六 的 圆柱 和 ‚ © 为 
半径 是 B;_1Ci;_1、 高 为 h 的 圆柱 和 ， 那 么 二 者 体积 分 别 是 ， 
© С.Н. Edward, Historical Development of the Calculus，NY.1979. 张 鸿 林 中 
译本 《 微 积 分 发 展 史 》，1987，pp. 113—115 


© 从 上 一 段 ，al-Karaji 的 工作 
©. © Y., рр. 278—280 以 及 上 引 Edward《 微 积分 发 展 史 》p。113 一 115 
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P= Уа (n —i)2,® 
i=l 
n--1 


Q= 22 квз (и2—:2)?, 


ИЕА 
> (n? —42)? = mo» _ 5 ^ 
8 s 1,4 l 
715% 2” 30” 
#—1 
__ _ 8 1 a dl Qe 
> (nf ) 一 152 qn — gon 
设 所 求 立 体 体 积 为 ,Haytham AA eV —Q, 342 无 限 增 大 
时 ， = ла, 


=. al-Biruni (又 名 Abu Rayhan Biruni) ® 

al-Biruni (973—1050) 生 于 威海 南岸 花 拉 子 模 ， 与 花 拉 子 米 
同乡 , 卒 于 今 阿 富 汗 境内 加 效 尼 . 随 Ghazna Mahmud 王 访问 印度 , 用 
Ptoleny 方法 以 经 纬度 测定 城市 位 置 。 在 印 期 间 他 还 学 习 印 度 的 科学 技 
术 ， 特 别 是 在 数学 方面 的 成 果 。 他 的 传世 测量 创见 有 二 。 

1. 测 山 高 。 借助 于 有 刻度 的 方 板 作 间 接 测量 。 如 图 5. 2.4, EZ 
为 所 测 山 高 。 方 板 A4BGD 一 边 4B 有 等 分 刻度 ,使 方 板 顶 点 G 与 
地 面 接触 , 方 板 垂直 于 地 面 。 ЮР 点 转动 方 板 , AD 点 前 视 山 顶 ， 


D BEFr-—ky),a-kb, Xa- t. 因此 B;C; = АС; — A;B; =a — A;B: = Ы? — 
k Gh)? 一 kn?h? — ki?h? = kh? (п? — 12). MA BCG 为 半径 以 为 高 的 圆柱 体积 = 
xh (kh (n?—1?))?, 

@ 从 上 式 两 端 分 别 加 上 nt 就 得 此 结果 . 

@ Ber., рр. 141~143 
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视线 DE XAB 于 T, 读 出 4T 值 .由 于 AD/ EG, ZADT= Z DEG, 
Rt 八 ADTWRt 人 人 GED， 于 是 TA : AD—DG : GE, 得 


_AD. DG 
AT ° 


Mm ZEGZ+ Z ОСН = ZEGZ+ ZGEZ=90°, Еж Z DGH = 
GEZ, Jm NADGHO^/GEZ, BGE: EZ=DG: GH, 


得 所 求 pz GE CE, 
其 中 GE 已 为 定 值 ，DG 为 方 板 一 边 长 ，GH 也 易 度量 。 


GE 


图 5. 2.4 图 5. 2.5 

2， 测 地 球 周 长 。 借 助 于 有 刻度 的 圆 盘 作 间接 测量 。 如 图 5. 2.5, 
BIK SHER, KL 为 半径 ，EL 为 山高 ， ABGD 为 一 可 绕 圆心 E 转动 
的 有 等 分 刻度 的 圆 盘 。 先 使 圆 盘 垂 直 于 地 面 ，BD 在 水 平 位 置 。 转动 
圆 盘 ， 前 视 地 平 线 互 7 。 记 下 俯 角 一 三 ED 一 BEZ 一 co。 

对 AEZO 运用 正弦 定理 ， 即 

EL: LO-sinz EOL : sin OEL-sin a : sin (90°—а), 
RK'BEL, a NER, 因此 ZO 可 以 求 出 。 从 几何 知识 可 知 TO 王 LO， 
而 

EO—-^/EL'X-LO! , ЕТ=ЕО+ОТ. 
ТЕЛЕТК 中 再 一 次 运用 正弦 定理 ， 得 
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ET : KT =sin a: sin (90°—а), 
其 中 ET 已 为 定 值 ， 因 知 所 求 地 球 半 径 是 
_ ET e sin (90°— a) 
sin a 
Biruni 按照 这 理论 在 印度 Nendana 附近 山上 (山高 EL== 652; 
3, 180R) 测算 地 球 半径 开元 =12 803 337; 2, 9 НЛ. f XH 


x—3 ra 算出 地 球 周 长 80 478 118; 30, 39 肘 尺 。 这 一 数据 取 360 


等 分 ,折算 为 55;53,15 哩 (经 线 每 度 长 ) , 与 当时 测量 师 al-Mamun 
大 地 测量 所 得 经 线 每 度 长 56 哩 非常 接近 。 因此 Biruni 的 间接 测量 
比 得 上 在 沙漠 中 长 途 践 涉 两 个 测量 队 的 工作 。 

Biruni 测 地 球 周 长 的 创见 足以 与 古 希 腊 Erathosthenes 成 果 
HER., AA 


KI 


JJ, Avicenna (X. £ Ibn Sina) 
Avicenna? (980—1037) 生 于 塔 吉 
克 布 哈 拉 (Bukhara), 58 998 
Hamadan, Æ} M TIR K F B № EE 
学 、 天 文 、 音 乐 和 数学 工作 ， 系 多 产 作 
家 ， 名 著 《 哲 学 、 科 学 大 全 》 是 当时 的 
百科 全 书 , 其 《 医 典 》 直 至 17 世纪 仍 是 
西方 国家 的 医学 经 典 。 他 在 几何 学 方面 | 
的 工作 尤为 突出 , 被 公认 为 是 欧 几 里 得 yp 
《原本 ) 的 最 好 评注 者 之 一 ,他 研究 如 何 v 
证 明 《 原 本 》 卷 1 公设 5。 他 提出 过 整数 论 同 余 命题 ， 相 当 于 说 : 


O 六 十 进 制 ， 记 法 说 明 见 第 二 编 概 说 ， 巴 比 伦 记 数 法 
Q 本 《大 系 》 卷 2，pp. 482—483 
© MERA 
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ШЖ z==1 (mod 9) 或 x 三 8 (mod 9)， 那 么 
z=] (mod 9) , % 


A.. Abul Jud 

Abu? Jud (生活 在 10 世纪 与 11 世纪 之 交 ) 最 先 研究 用 抛物 线 
和 等 边 双 曲线 的 交点 来 解 三 次 方程 。 他 提出 综合 几何 、 代 数 方法 
求 正 十 八 边 形 的 边 长 ， 运 思 奇 巧 .@ 

. 如 图 5.2.7, ZAHB=20, ИН ~Y 

Жї, АН 为 单位 半径 作 弧 AB, ЖЖ Ji 2^ 
Б АВ-==х, Еа. ЕАК | ВН, ATA. 
Ж /КАС= ZBAR- Û х20°=10, ^ ^ € 


2 图 5.2.7 
AC ZBH FC. ЕСр= х, ЖАН 于 


D. fEDG—x X BH FG. {ЕСТ | AH. 
ВС АВ 


AABACOAAHB, 457 ag: f 
BC-—z*, (ж) 
AJAAARHOXAGTH, AGTH ЖЖ хт, XA (x). 
48 ӨТ |, 2]. و ر ا‎ 
AH GH 4 2 
这 就 是 х%+1=3х (x *) 


求 as 的 问题 已 归结 为 解 三 次 方程 (x *), 后 者 不 可 约 ， 也 说 明正 
18 边 形 为 尺 规 不 能 作 图 的 问题 .@ 


D Q., p. 27 
@ Y., р. 249 
@ S., р. 304—305 
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7x. Abu sahl al-Kuhi 

Abu sahl (10 世纪 后 半 叶 ), 巴格达 Abud раша (8:2 KRE) 
国王 容 廷 首席 学 者 。 他 的 名 后 级 al-Kuhi 是 “来 自 山岳 ”的 意思 
他 曾 在 里 海南 岸 市 井 要 玩 抛 瓶 杂 技 ， 因 此 对 于 阿 基 米 得 有 关 重 心 
的 专著 尤 有 研究 。 

对 阿 基 米 德 《正七 边 形 作法 》, 他 有 自己 独到 的 见解 。 我们 简 
frin p. O 

分 析 : Fl ABCD (图 5.2.8) 具有 以 下 В 
性 质 , AB=2 BC, ABC=3 BC, ПАРС 
4 BC， 也 就 是 说 问题 归结 为 在 圆 内 作 
AABC, ЖИА: ZC: ZB=1: 2: 4. 

Abu Sahl 又 分 析 ， 如 果 人 入 EBC 已 符合 
条 件 ， 则 人 4 二 2 人 /3 二 4 人 /7， 
即 和 4 : £3: Z7=4: 2: 1, 在 BC 两 侧 延 图 5.2.8 
K, 使 BD=BE, АС=СЕ. 

A RIAAED 三 个 角 之 比 也 是 1 : 2 : 4, 

FK. ACBEOACED, 48 ЕС рс ВС, 
ЖХ АС = рс • BC, 

№ ЛАЕВс2 АЕС, 48 Е 


AE! — AB - AC, HF AE- BE— 45 
BD, kfl BD:= AB‘ AC.® 4 VA р 


作法 : 反 过 来 , 按照 阿 基 米 德 成 果 ， C B 
在 线段 4B 上 (图 5. 2. 9) VEL TABEF , 以 图 5.2.9 
获得 点 C，D， 使 


D Ber., pp. 79 一 82 
© 对 照 Thabit ibn Qurra 译 阿 基 米 德 原著 结果 见 本 卷 外 篇 第 三 编 第 二 章 第 二 节 . 
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BD! —AB • АС, AC’=DC • ВС. 

分 别 以 C，B 为 心 ， 以 BD，AC 为 半径 作 弧 ， 交 于 严 。 于 是 
BD:= AB • AC, BE'—AB* AC, ABEAOAAEC; G) 
AC2=DC • BC, EC2= DC • BC, ABCEOXAECD, Gi) 

从 G) Ж Z3=2Z1, Z7—71. BEZ Z4=4Z1; 
从 G) X5874-275-—276, 8EËEZZ5= Z6=2Z1, 
至 此 又 获得 三 个 角 成 1 : 2 : 4 比 的 和 人 ADE， 其 中 AED= 6 十 
7 十 了 人 2 一 4 一 1。 

从 欧 几 里 得 《原本 》 卷 4 命题 2: 作 圆 内 接 三 角形 与 已 给 三 角 
形 等 角 ， 问 题 已 解 。 


七 、Omar Khayyam (Umar al-Khayyami) 
Khayyam (1046 一 约 1131) 生 于 呼 罗 珊 ， 今 伊朗 境 ， 卒 于 同 
地 。1070 年 左右 他 应 聘 到 撒 马 尔 军 ， 后 又 去 伊 斯 发 罕 天 文 台 工作 
达 18 年 之 久 。 他 多 才 多 艺 : 数学 、 天 文学 、 上 哲学、 文学、 音乐 等 
方面 都 有 专著 ， 其 中 《代数 问题 》(1079， 书 成 以 呈献 给 撒 马 尔 罕 
大 法 官 Abu-Tahir)、《 算 术 问 题 》 有 传世 各 种 文字 译本 。 以 解 高 次 
Jr RC UB LO 
和 花 拉 子 米 一 样 ， 他 只 考虑 正 系 数 方程 。 他 详尽 无 遗 地 以 项 
数 、 不 同 次 的 项 所 在 位 置 把 三 次 方程 分 类 为 : 
二 项 式 : =c; 
RKI, AZP: 
Ti 二 br=c, z`š+c=)bx, д%=Ьх-Ес; 
缺 一 次 项 ， 有 三 种 : 
2% +ах?=с, z`+c=az2, z`'=azxš°+c; 


完全 三 次 方程 有 七 种 : 


(D Y., рр, 253—256 
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23 一 az 十 pz 十 c，23 十 az2 一 Dr 十 c，23 十 pz 一 az2 十 c， - 
х*%+с=ах*-+Ьх, x 二 Tar 二 bzr=c, zi 二 br 二 c=ax’, 
TX: 十 ax’ 十 c 二 bX。 
如 同 花 拉 子 米 那 样 ,他 用 文字 记 方 程 表达 式 。 例如 ,zi 十 br 二 c іп 
为 “ 根 的 立方 加 根 等 于 数 ”; xz- 十 bx 十 c= 二 ax? 记 为 “ 根 的 立方 加 根 
加 数 等 于 根 的 平方 ”等 等 。 
他 以 古 希 腊 Apollonius 圆锥 曲线 有 关 论 述 ， 解 各 种 类 型 的 三 
次 方程 。 现 举例 如 下 。 
1. ?+ах=Ь„® 4 
а, b, c, xr #02868, 它们 的 算术 z C 
运算 以 及 开平 方 都 可 以 用 尺 规 作 图 得 到 结 
R. Khayyam 把 方程 化 为 zx 十 px = 
Pq» 然后 据 以 作 圆 和 抛物 线 : x+y — qr, 
Zz: 二 py (图 5.2.10)。 用 现代 数学 语言 说 ， 
二 者 交点 DD 的 模 坐 标 就 是 所 求 方程 的 正 
m. 
易于 验证 : RID Gs у), BBA r= by. 
另 一 方面 ysr (q— zr). 
х0= p’ yb, M xo750 В, r$— pro (0— zx), В х= p2q— px. 
可 见 ze 是 原 方 程 的 根 。 
2. r+c=br, 
同样 ， 他 把 系数 作 适 当 变换 ， 使 成 为 另 一 等 价 三 次 方程 


z c 
bo. Хе 


5.2.10 


他 把 方程 的 正 根 作为 抛物 线 忆 一 \/ 6 y SPANNAR 2—2. 


Q Y., рр. 253—254 
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y 交点 的 横 坐 标 。 
3. x`+c=ax?°, 
Khayyam 把 解 此 方程 视 为 求 抛物 线 交 = 以 c (а—х) MMH 
线 zy= 必 c 交 点 的 横 坐 标 。 
4. x? +bx+e=ay? Ф 
Khayyam Jf 3 XJ 405 7; ЖЕЛЕ ЖМ J 
杂 , 相当 于 说 : ЕАВ= =, ВС=а, ЩАС 
为 直径 作 半 圆 (图 5. 2.11), В fg AC 的 
垂 线 交 半圆 于 D, 在 BD ЕҢ ВЕ=-/ b, 4 B LG 
XX E {ЕЕЕ // AC, 在 BC ERG 点 , 使 图 5.2.11 
BG • ЕР= ВЕ * AB, KF DBGH , МН {ЕШ ЕЕ, ED X 
近 线 的 等 边 双 曲线 ， 它 与 半圆 交 于 JJ。 过 了 DE 的 平行 线 交 EF 
TK, £ BC 于 世 。 于 是 由 等 边 双 曲线 性 质 ， 得 
EK • KJ=BG • ED—BE* AB, 
BL*LJ—BE-* AL, 
LJ:=AL • LO, 


ВЕ? • AL=BL • LC, 
5| BL. = ВІ? (a—BL), 


BL? +bBL+c=aBL?. 
因此 BL 是 所 求 方程 的 根 。 


@ E., рр. 186—187 
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/N. Nasir ad-Din al-Tusi 

Nasir ad-Din (1201 一 1274) (图 
6.2.12) 生 于 今 伊 朗 境内 Tus， 芝 于 еа 
巴格达 。 青 年 时 就 学 于 Nishopor 。 后 Ж | 
fE Ismaili L, 1256 年 被 蒙古 军 占 1 
领 后 , 仍 受 重用 , HE. 在 数学 方面 r 
他 钻研 古 希腊 诸 大 家 专著 。 他 的 主要 o 
贡献 是 整理 前 人 著述 , 把 三 角 学 作为 ， P 
独立 的 学 科 来 研究 , 代表 作 有 《 横 截 
线 原理 之 书 》， 对 盛 称 欧洲 三 角 学 之 


父 的 Regiomontanus 有 很 大 影 啊 。 Nasir ad-Din al-Tusi 
图 5.2.12 


1250 2540 1250 


1250 2374 1248 


1250 3 8 28 1 2 48 


1 2 48 1 2 46 


1 2 47 1 2 45 


1 2 47 1 2 44 


1 2 43 1 2 40 


1 2 42 1 2 39 


1 2 41 1 2 38 
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9 56 13 


10 27 32 12 121 


10 58 49 12 32 36 


14 37 27 


15 838 


15 39 47 


17 44 14 


16 10 56 


16 42 3 18 15 17 


17 13 9 18 46 19 


19 17 21 20 50 16 


19 48 21 21 21 11 


20 19 19 21 52 6 


22 22 58 23 55 27 


22 53 49 24 26 13 


23 24 39 24 56 68 


26 59 38 


25 27 41 


25 58 22 27 30 14 


26 29 1 28 0 48 


28 31 20 


29 1 50 


29 32 18 


37 34 47 
| 38 436 


38 34 22 


| 43 29 33 
43 58 49 


| 4428 1 
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33 435 


33 34 46 


34 4 55 


39 4 5 
39 33 46 
40 325 
42 1 30 
42 30 54 
43 0 15 
44 57 10 
45 26 16 


45 55 19 


正弦 定理 的 推导 0 

阿拉 伯 数 学 界 把 古 希 腊 Ptolemy《 大 汇编 》 视 为 天 文学 、 数 学 
主 泉 。 有 关 三 角 学 知识 都 发 祥 于 此 ， 各 种 基础 数学 用 语 特 别 是 与 
角 有 关 的 度量 都 缘 用 此 书 。 例如 , 把 直径 等 分 为 120 份 , 每 份 记 为 


(D Ber., рр. 138—139 
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p: 圆心 角 所 对 弦 长 称 为 通 弦 ， 其 长 度 以 加 为 单位 记 出 ; 圆心 角 为 
9， 通 弦 记 作 chd 0。 当 时 通行 的 通 纺 表 K5. 2. 1) SB] 的 
角度 〈 第 一 列 ) 可 查 得 角度 对 应 的 通 弦 长 〈 第 二 列 ) 。 为 奇 零 角度 
所 对 通 弦 长 插入 法 计算 需要 ， 表 中 还 可 以 查 到 这 一 角 近 旁 平均 1 
通 弦 增 值 〈 第 三 列 ) 。 此 表 直 接 译 自 《 大 汇编 》.9 

在 《 横 截 线 原理 之 书 》 中 ,Nasir ad-Din 对 今 
FR IE3% 5 Ptolemy 通 弦 之 间 关 系 作出 正确 处 理 。 
他 指出 , 直角 三 角形 中 , 一 锐角 是 另 一 角 的 余 角 。。， 5 
他 引入 一 角 0 的 三 角 函 数值 与 其 对 应 通 弦 的 关系 
(图 5. 2.13). Е 


ehd 2AB zchd АЁ 图 5.2.13 
sin = лг) 60b 602 ' 


在 《 横 截 线 原 理 之 书 》 中 ， 有 正弦 定理 推导 ， 与 今日 三 角 学 
教科 书 所 论 通 异 。 他 分 两 种 情况 探讨 : DAABC 中 , ZB, ZC Z 
一 为 印 角 (15.2.14 EZB 为 钝 角 ); ОЛАВС 为 锐角 三 角形 
(图 5. 2. 14 右 )。 二 者 都 分 别 延 长 B4，C4 3160p ED, T. WB, 
C 为 心 ，60z УФЕ. f AL, DF, TK 垂直 于 BC。 从 定 
义 知 TK 二 sin B, DF—sin C, XX AAABLO^/ATBK, BAB: AL 
—TB: TK; JA AACLOADCF , # AL: AC—DF : DC, 而 DC 
—TB-60p. [И 

АВ : AC—DF : TK, 


®© Ber., pp. 129 
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ити 于 是 一 人 E: 证 毕 


sn B AC b° sin B sin C’ 
D T 
| [| EBF L K CH 
图 5.2. 14 
& — fa JEO 
Nasir ad-Din 用 正弦 定理 解 二 角形 。 
1. 已 给 二 角 、 一 


MERLZB, LC, HFH B~ 3 A=180°— B—C 也 已 确定 。 
不 失 一 般 性 ， 设 边 c 为 已 给 。 由 于 


с sinC c sinC 
b sinB’ a sin A' 
二 式 中 各 有 三 项 为 已 知 ， 所 求 5，a 可 以 获 解 。 
2. 已 给 二 边 、 一 角 。 


中 二 边 中 有 一 边 是 已 给 角 的 对 边 ， RUHBER, Са, BÉ 
АРТКА 可 从 比例 式 


c sin 


a sinA 
计算 求解 。 问 题 已 归结 为 已 给 二 角 一 边 ， 继 续 解 c.@ 


(D Ber., pp. 139—141 
© Naisr ad-Din 未 及 考虑 问题 可 能 有 二 解 . 
© 这 就 是 已 给 二 边 夹 已 给 角 . 
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5.2.15). EA AE | BC, ARtAABE HHA, N) В 
BE-—-/ci —h! , WICE—=a—BE, X. JARtAAEC 算 
Hb, ЭЛЕЎ Ж ЖС. W A=180°— (B+C). a 

3. 已 给 三 边 。 | 4 

Nasir ad-Din 从 Ptolemy《 大 汇编 》 获知 BE== 
(c + a? — 5) —2a, WZ h =se- BE (图 C 
5.2.15) 他 称 此 方法 为 “一 般 规则 ”。 至 此 就 可 以 5.2.15 
借助 于 正弦 定理 求 三 个 角 。 

其 他 问题 

SERM 

， 一 数 ， 它 自 乘 后 加 2， 然 后 2 倍 ， 加 3， 又 除 以 5， 最 后 乘 

"m 结果 是 50， 求 此 数 。 | 

解法 (还 原 法 ): 50410—5, 5X5—25, 25—3—22, 22-2 
=11, 11—2=9, ^9 = 二 3。 此 数 是 3。 

2. 把 10 分 成 二 份 ， 二 者 的 差 是 5， 二 份 各 是 多 少 ? 

解法 : 设 其 中 一 份 是 +， 另 一 份 是 x 十 5, 那么 2x 十 5=10, 于 
是 所 求 一 份 z R2 1, 9—07. 

з. 二 数 和 已 知 是 20， 二 数 乘 积 是 96。 问 : 此 二 数 各 是 多 少 ? 

解法 : 设 一 数 是 10 一 z, 则 另 一 数 是 10 十 z, 据 题 意 , 得 
(10—2) • (10+-=)=96,100—z2=96,z2=4,z=2,BJBrk жЕ 
8,12, 

4. 已 给 圆 台 上 底 半 径 为 ,下 底 半 径 为 R, 高 为 。 对 应 的 圆 
锥 高 是 多 少 ? | 

解法 : Nasir ad-Din 作 图 (图 5. 2. 16) 设 所 求 的 圆锥 顶点 与 圆 
A EREB Az, НШ 


@ Q., p. 28, рр. 163—164. 
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所 求 圆锥 高 2л С. 


第 二 节 阿尔 。 卡 西 


阿尔 。 卡 西 (GhiyaTh, al-Din Jam 
shid Masud al-Kashi,? 一 1429) E FZ 
FERIAN Dushi 地 区 的 Kashan, X FH 
马尔 罕 。15 世纪 20 年 代 他 应 帖 木 儿 帝 
EJLA (Ulugh Beg) Z №, BRIER 
罕 从 事 天 文学 研究 ， 并 创建 规模 宏大 的 
天 文 台 ， 任 台 长 。 他 一 生 勤 奋 治 学 ， 有 
天 文学 及 数学 专著 传世 ， 代 表 作 有 《 算 A 
术 钥 》(1427) 及 《 量 圆 )。 前 者 讨论 全 | ` 
HAR, 安排 很 有 系统 ， 应 是 中 世纪 数 
学 教科 书 杰 出 之 作 。 卡 西 所 处 时 间 和 空 
间 适 居 东 西方 数学 文化 交流 要 冲 ， 他 学 


阿尔 。 卡 西 
贯 东西 。 书 中 对 六 十 进 制 和 十 进 制 记 数 图 5.2.17® 


法 互 换 论述 基 详 ， 对 花 拉 子 米 以 来 阿拉 


伯 及 中 国 已 有 长 足 发 展 的 代数 学 知识 二 项 式 展开 系数 表 [如 解 方 
程 ( 含 数值 解 )]， 以 及 西方 已 成 熟 的 几何 、 三 角 学 知识 ， 都 有 系 
统 介 绍 。 他 推导 圆周 长 与 直径 之 比 , 其 精度 达 18 个 有 效 数 字 , 是 
当时 轿 新 的 记录 。2000 年 11 月 在 卡 西 的 故乡 召开 了 国际 会 议 , 纪 
A f BI n Hh. 我国 中 科 院 吴 文俊 院士 与 会 。 苏联 学 者 


(D 中 科 院 自然 史 研 究 所 刘 钝 教授 提供 
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B. A. Розенфельд, A. П. Юшкевич 把 卡 西 的 这 两 部 专著 由 阿拉 们 文 
译 成 俄 文 ， 并 进行 了 注释 ，(1956)。 本 节 主 要 依据 该 俄 文 译本 摘 
SER. 

俄 文 译本 《算术 钥 》262 页 (不 含 译注 ) KEM. PATE, 
ELIT. A ARIO 五 编 的 细 目 可 以 看 到 , 此 书 的 编写 水 平 
与 近代 综合 数学 教科 书 已 相距 不 还。 男 外 ， 还 可 以 看 到 卡 西 所 处 
时 代 及 其 地 域 对 数学 内 涵 的 理解 。 

第 一 编 ”整数 。 共 六 章 : 阿拉 伯 数 字 计 数 法 ,倍数 法 ， 175 
(SALAR), RE, RF, EE. 

第 二 编 “分数 。 共 十 章 , 定义 , 记 法 ,倍数 法 、 倒 数 与 相等 ， 
整数 化 为 分 数 ， 通 分 , 繁 分 数 化 简 ， 加 法 与 减法 , RE, 除法 , Ж 
Ж. 

第 三 编 ” 天 文学 家 算法 〈 六 十 进位 制 )， 共 六 章 : 记 数 法 , fi 
数 、 三 倍数 、 加 法 与 减法 ， 乘 法 ， 除 法 ， 乘 寡 ， 六 十 进位 制 与 十 
进位 制 互 换 。 

第 四 编 BDE. RTE. 三 角形 ， 四 边 形 ， 多 边 形 ， 圆 及 其 
部 分 、 扇 形 、 马 形 与 贺 环 ,其 他 平面 图 形 ， 柱 、 锥 、 球 及 其 部 分 、 
球 冠 、 球 扇形 ， 立 体 体积 、 五 种 正 多 面体 与 二 种 半 正 多 面体 ， 其 
他 立体 ， 重量 与 容积 ， 关 于 建筑 物 的 几何 ， 

第 五 编 ” 双 假设 法 其 他 算法 等 共 四 章 。 双 假设 法 不 分 节 。 其 
他 算法 含 50 个 公式 ， 如 指数 律 ， 以 及 数列 求 和 公式 、 比 例 乃 至 分 
一 数 成 中 外 比 的 算法 。 第 四 章 为 《算术 钥 》 最 精彩 部 分 , 分 三 节 ， 
分 别 含 25，8，8 个 算 题 ， 要 求 综合 运用 算术 、 人 代数、 几何 知识 
解 题 。 

ANKET, В. RAM. RASH. SHANA 
я. FIRM. 


O 下 文 简称 《 钥 》 
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俄 文 译本 《 量 圆 》44 页 PERR), 共 十 节 及 一 附录 ,其 中 
主要 情节 我 们 将 在 下 文 第 二 有 段 几何 中 介绍 。 

图 版 5. 2. 1 为 卡 西 专著 俄 文 译本 雇 页 书 影 。 

本 节 分 六 段 疮 绍 卡 西 的 工作 ， 算 术 、 九 何 、 代 数 、 数 论 、 不 
定 分 析 以 及 优美 解 。 | 


—. ЖЖ (AD? 

有 理 数 运算 

整数 

RE., 笔算 用 列表 式 , 与 我 国明 代 程 大 位 《算法 统 宗 》 
(1592) 卷 末 铺 地 锦 具有 相同 形式 。 原著 附 插 图 СЕ 5. 2.18)， 表 
式 有 两 种 ， 其 运算 方法 见 图 自明， 这 里 不 作文 字 描 述 ，。 

分 数 (A2，A3) 

分 数 记 法 。 带 分 数 的 整数 部 分 记 在 上 面 ， 分 子 居中 ， 分 母 记 

3 

ETE. п, 3$, WA |4 


5. 2. 18 
加 法 、 减 法 、 分 数 部 分 先 通 分 ， 然 后 合并 同 分 母 的 分 子 ， 约 
分 后 ， 作 为 答 数 。 乘 法 、 除 法 与 今 有 异 。 例 如 ， 


@ Al 指 《 算 术 钥 》 第 一 编 ， 下 文 仿 此 . 
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2 0 3 5 a5 2 0 3 5 
1. 加 法 : i1 3 5 0| 6 9 10 0 
2 4 6 O 12 12 12 O 
整数 以 及 同 分 母 的 
分 子 相 加 ， 进 位 
12 
2. 减法 
0 9 通 分 0 整数 及 同 分 母 
[s] 
5 3|—*|10 9 "rev 
6 4 12 12 
3. 乘法 
Dp Poo o 
3 10 maga 130 0 2 6 通 分 、 和 39 A5 39) 
2 4 0 8 2 2| эу 9] ”|3 
3 5 0 15 5 3 15 5 


其 中 四 整数 部 分 相 乘 ，@ 分 数 部 分 相 乘 ODEN. RE. 
4. 除法 、 


18 3 0 
被 除数 、 除 数 都 分 子 相 除 ， 化 为 约 分 
0 З | 化 为 同 分 母 假 分 数 | 2 15| жй “|12 4|。 
4 4 15 5 


乘法 、 除 法 与 今 法相 比 ， 有 其 优越 性 ， 可 以 供 小 学 数学 教学 
设计 中 参考 。 


5 FF: 
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取 整 数 部 分 中 ^5 平方 数 开 方 0)” 
lI0 l| uwa ”{0 19 
的 最 大 平方 数 余数 除 以 5 


分 数 (十 进 制 与 六 十 进 制 ) 。 原 著 计算 结果 常 同 时 用 十 进 制 与 
六 十 进 制 记录 。 例 如 ， 

1. 边 长 为 a 的 正方 形 的 对 角 线 长 , 其 中 2 =1. 414 213 562 
=1; 24, 51, 10, 7, 46, 


1.0. 707 106 781=0; 42, 25, 35, 3. 


м 2 
2、 边 长 为 a 的 正三 角形 高 ， 其 中 
33. —0. 866 025 4—0; 51, 57, 41, 20, 14, 


3. PRE- 2.0, 618 033 99=0; 37, 4, 55, 20, 29, 


39, 
两 种 进位 制 分 数 互 化 方法 。 例 如 ， 
1. 十进制 化 为 六 十 进 制 ， 不 断 扩 大 分 子 分 母 60 18: 
336 


_ 376 2256 22 56 — 22 _ 22 
0.376 —1'000 6 000 607 6 000 7 607 36 000 607 
33 6 _ 22, 33 , 36, 
607 ^ 36 00060 602 60:0 22, 33, 36, 


2. 六 十 进 制 化 为 十 进 制 ,各 节 以 60 的 短 为 分 母 的 分 数 化 为 十 


进 制 ， 然 后 相 加 。 
0; 8, 29, 44, 


8 _ „m 29 _ ... 
60 一 0.133 33… = 0.008 055 5 
1 19 


о 相当 于 说 \/ 7 2-2 19 
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人 5 一 0， 000 203 703 703 7--- 


因此 ,0; 8, 29, 4—0. 141 392-- 
数列 (A5. 9 
《算术 钥 》 研 究 数 列 求 和 问题 ， 其 成 果 有 以 下 六 种 , 相当 于 说 


1. 142+ а= (n +1, 
2. L2 +n аба +1) Gn Di 


3. 1X 2--2X 84-3 пб 1) = La G- D G2); 


4. 1X 2X 39 -2X 3X 4-4-3X4X5-4--- 20-1) 4-2) = 


St mt) | РӘ], 


A 


2 


6. 1+2 Eni n GRE D Gn D X 
二 Cn 十 D) 一 1 十 二 sn 十 1)} =} cw itis. 

算 题 (A5. 4) 

《算术 钥 》 第 五 编 第 四 章 含 41 个 算 题 , 我 们 选 录 需要 用 算术 方 
法 〈 双 假设 法 、 还 原 法 及 比例 等 ) 解 的 题 ， 介 绍 如 下 。 一 题 多 解 
的 内 容 详 见 后 面 三 、 五 两 段 ， 为 尽量 保存 文献 原貌 ， 解 法 尽量 用 
文字 叙述 。 

1，、 要 找 这 样 的 数 , 它 的 2 倍加 1 的 和 箭 以 3， 所 得 积 加 2， 所 
得 和 再 乘 以 4， 再 在 积 上 加 3， 最 后 得 95。 

解法 一 : 从 95 减 去 3, 得 92。 再 除 以 4, 1823. RE2, 得 21。 
除 以 3， 得 7。 减 去 1， 得 6， 除 以 2， 得 3。 这 是 答 数 。 


2 
; 


2 
5. 1 十 23 十 … 十 3 一 | (+1) | 


|+ 
5 


O A5. 3 指 《算术 铀 》 第 五 编 第 三 章 下 文 仿 此 . 
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解法 二 : 假设 此 数 为 2， 则 L (2X2 十 1) X3+2] X4 十 3 一 
71。 假 设 此 数 为 5 则 [ (5х2-+„1) X342] х4+3=143, 前 者 比 
95 小 ，(95 一 71 王 ) 24， 后 者 比 95 大 (143—95==) 48, 将 第 一 个 
假设 数 2 滋 第 二 个 误差 数 48 得 96。 而 第 二 个 假定 数 5 乘 第 一 个 误 
22324, 得 120。 因 第 一 个 误差 负 , 而 第 二 个 误差 正 , 将 两 乘积 相 
Bü, 得 96 十 120==216, 除 以 两 误差 之 和 24 十 48 二 72, 1216+72= 
3 为 所 求 数 。 

2. 人 们 进入 果园 , 第 一 人 摘 一 个 石榴 , 第 二 人 摘 2 个 石榴 , 第 
三 人 摘 3 个 石榴 ， 依 次 每 人 增加 1 个 。 最 后 平均 每 人 得 到 6 P^. XR 
АЖ. 

解法 : 每 人 平均 数 的 2 fH. MERI. 1811, ХААК ЛО, 

3. 黄金 和 珍珠 镶 髓 饰物 一 件 , 全 重 3 米 斯 克 @, 值 24 第 纳 尔 。 
已 知 金价 、 珍 珠 价 分 别 是 每 米 斯 克 5, 15 第 纳 尔 , 求 这 件 饰物 中 黄 
金 和 珍珠 各 重 多 少 ? 

解法 : 饰物 全 重 3 米 斯 克 乘 较 低 金价 5, 15. 它 与 饰物 值 之 
差 为 9， 除 以 金 、 珠 价 之 差 10， 得 羽 ， 这 是 所 求 饰物 中 珍珠 的 重 。 

4. 三 个 工人 每 月 工资 分 别 是 5，4，3 个 第 纳 尔 。 他 们 合作 一 
А GO 日 )， 要 求 每 人 得 到 相同 报酬 。 问 : 每 人 各 应 工作 几 日 ? 

解法 : 第 一 人 与 第 二 人 月 工资 之 比 为 5 : 4， 第 一 人 与 第 三 人 
月 工资 之 比 为 5 : 3, 所 以 第 一 人 与 第 二 人 工作 日 数 之 比 为 4 : 5, 第 
一 人 与 第 三 人 工作 日 数 之 比 为 3 : 5@.。 设 每 月 工资 为 5 的 工人 工作 


日 数 为 1 物 ， 则 每 月 工资 为 4 的 工作 日 数 为 1 十 物 ,每 月 工资 为 3 


O 从 等 差 数列 求 和 公式 , BEH, 易 知 平均 数 应 是 ,原著 的 解法 是 正确 的 . 


D 米 斯 克 为 伊朗 衡 制 单位 ，1 米 斯 克 ~=4. 64 XE. 
图 反比 关系 . 
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的 工作 日 数 为 1 气 物 。 三 者 相 加 , 得 3 1> 物 ， 等 于 30, 化 简 得 1 物 
=7 好 , 即 每 月 工资 为 5 的 工人 工作 日 数 。 取 其 工 , 得 2 , 与 第 一 
人 工作 日 数 相 加 , 得 第 二 人 工作 日 数 为 9 Ч 日 。 然 后 取 第 1 人 工作 
HART. Bo Н, У ЛЕН ЖН, 得 12 站 日 为 第 三 


列表 如 下 : 


ЕЛА 第 一 个 工作 人 员 | 第 二 个 工作 人 员 | ”第 三 个 工作 人 员 | 


7 9 12 | 
作 日 数 31 27 36 | 
47 47 47 | 
验证 110 | 
这 些 乘 积 每 一 个 除 以 30 所 得 商都 等 于 | 13 | 

47 


5. 有 两 种 商品 :一 种 10 件 值 1 第 纳 尔 ， 另 一 种 15 件 值 1 第 
纳 尔 。 要 用 1 第 纳 尔 买 数量 相等 的 两 种 商品 ， 能 买 多 少 件 ? 

解法 : 找到 两 种 数量 的 最 小 公 倍 数 为 30， 除 以 10 得 3， 除 以 
15 得 2， 相 加 得 5, 将 它 作为 分 母 ， 把 所 得 商 作 分 子 。 结 果 依 次 得 


分 数 主 及 世 。 分 别 除 以 每 件 值 志和 让 这 些 量 相等 ， 其 中 每 一 个 都 


O 这 是 说 三 个 工人 各 人 都 得 工资 1 H, 
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是 6, 岂 这 就 是 所 求 的 答 数 。 


二 、 几 何 (As. 4) 

《算术 钥 》 第 四 编 系 统 论述 几何 学 ， 是 纯正 欧 几 里 得 《原本 》 
的 简 编 和 改编 。 我 们 先 从 第 五 编 第 四 章 中 选 一 些 与 几何 有 关 的 算 
Î o 

混合 题 

1. “Ву ЖН, КЕЗ Л. АК, НАЕ 5 М, 
FREKK, KFK (5. 2.19). 

解法 ; 原著 引用 欧 几 里 得 《原本 》 卷 C 
2 命题 作 解 : 此 题 与 我 《 九 章 算术 。 勾 
BO SALE TER ХӘ, 也 与 印度 荷 “ 


花 问题 同 义 。@ 
2. F (CD) AME, 一 部 分 在 水 中 ， p 
另 一 部 分 露出 水 面 。 风 吹 予 ， 它 浸没 水 图 5.2.19 


m (95. 2.20). KIP BE=4 N9, BD=3 R, ED-3 К. RF 

K. 

| 原著 解法 相当 于 说 ， 从 五 引 EC | DB, 从 C 引 CH_LDB, 并 
iG, 五 分 别 为 垂 足 。 据 《原本 》 卷 3 命题 3, H F DB 的 中 点 。 

又 所 《原本 》 卷 2 命题 13，ED，DB 平方 和 (118) WEEB 的 


平方 (16) 得 2， 除 以 DB $32 f& (816), вА. 这 就 是 DG 


j° 


O 第 一 、 二 种 商品 每 件 分 别 值 1 т, хе х6= 2-2-1 


10， 15 
(第 纳 尔 ). 
Q 本 《大 系 》 卷 2，p，473. 
© 第 四 编 第 六 章 第 二 节 一 、 直 角 三 角形 . 
© “ 尺 ” 原 著 为 “ 洛 科 季 ”，1 洛 科 季 一 0. 5 Ж. 
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的 长 .由 于 人 DGEcpAPDPDC ,所 以 DG : р 
DE= DH : DC. KJA RF DG, DE, DH 
为 已 知 ， 于 是 所 求 矛 长 B E 


рс= 208 13 5 CR). 

3. 两 棵 棕榈 树 垂 直 于 水 平面 , 分 别 
820,25 К, 二 者 水 平 距离 60 尺 , 两 树 C 
加 为 水 域 。 每 棵 树 顶 都 有 一 只 鸟 ， 它 们 图 5.2. 20 
同时 发 现 水 里 有 一 条 鱼 ， 并 立刻 向 鱼 所 
在 地 同 速 直线 飞行 (图 5. 2. 21). 求 两 只 鸟 各 自 飞 过 的 距离 以 及 鱼 
所 在 地 位 置 。 

原著 解法 相当 于 说 , KAB 为 二 棕 р C 
HJ PES Z BJA ERE, AC 为 大 棕榈 高 ， 
BD 为 小 棕榈 高 ，EE 为 鱼 所 在 地 。CE， 
DE 为 两 岛 飞 过 的 距离 ， 它 们 相等 。 设 
ЕВ 为 一 物 (zx)， 它 的 平方 为 一 物 的 平 B Е 
Ji. 而 BD 的 平方 〈 即 小 棕榈 高 的 平 图 5. 2. 21 
J7) 为 400。 其 和 为 物 : 加 400， 我 们 记 
EE. HEB 为 一 物 ，AE 360 尺 少 一 物 , 它 的 平方 是 3 600 Xj 
平方 少 120 物 ， 再 加 上 25 的 平方 ， 等 于 我 们 上 面 记 住 的 那个 数 
〈 物 "十 400 王 3 600 十 物 ? 一 120 物 十 625)。 消 去 同类 项 得 120 物 = 


з 825, 除 以 物 数 , 得 1 物 一 31 CR, KHE EB, 即 相 过 点 到 小 棕榈 


树 的 距离 , TAE (相遇 点 到 大 棕榈 树 的 距 亢 ) 5 60—EB=28 Û 


8 
2_ 1 2_ 201 1 ; 2 d др 
R. EB —1 016 64° АЕ 791 64° .EB --BD PM 


AC2=-791 2; --625— 1 4167 L . 它 的 平方 根 是 37 13. 10D З (近似 值 ), 这 
就 是 两 只 ТР 飞 过 的 距离 


心 
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4 有 一 个 三 角形 ,已 给 底 边 是 18， 已 知 另 一 边 是 第 三 边 的 一 
半 ， 从 项 角 点 到 已 给 底 边 的 垂 线 段 (高 ) 长 为 ?2。 分 别 求 这 两 边 长 。 
(图 5. 2. 22), 

KIrPAABC KM BC=18, 高 4D= 


2, AC=+AB, Жз: АС, AB. 原著 说 ; 
ЕК ВС, MCE = BC, 又 延长 4C, 并 取 
CG = АС.ЖЕС, ЖСН = AC,i£EBH, 
MEG PERF. ЖЖ АЕ 交 CE FI. H 
CG= AC Ж CE= BC, ifj f ACB Mf 
ECG 是 对 顶 角 。 根据:《 原 本 》 卷 6 命题 
6.4 三 角形 4BC 等 于 三 角形 CEG， 所 以 角 4BC 等 于 角 CEG， 而 
旦 根据 《原本 》 卷 1 命题 27，AB 平行 于 EH。 因 线段 HG, GF 中 
每 一 条 都 等 于 AC, MHF 等 于 AC 的 2 倍 , АВ, HS AB 平行 

所 以 根据 《原本 》 卷 1 命题 33, AF= BH. N AG=AB, GF— AC, 
X 4B 平行 HF, W f BAC 等 于 角 AGF, 三 角形 GAF 等 于 三 角形 
АВС, ТИ АЕ= ВС ORO, BIFISESI BH, ICE BOE EFI 与 三 


角形 EHB 相似 ， EF— LEH, 所 以 EI= #BE=-—Ec= CB. 而 


剩余 CT 一 二 BC 一 二 CE。 因 三 角形 AGF 和 三 角形 EGC 相等 , H 


AC=EF, fğ ACE 等 于 角 AFE， AI—EI HT n. A AI 的 
平方 | A= BC) 144 减 去 AD 的 平方 4 得 140， 取 其 平方 根 得 11 


又 加 百 分 之 8. 32, 这 是 线段 DI 的 长 。 从 它 减 去 CI[ Bc) врв, 得 
5 又 十 分 之 8. 32， 这 是 线段 DC 长 。 它 的 平方 是 34 又 十 分 之 
1. 222 4。 离 的 平方 是 4。 这 两 个 平方 和 是 38 又 十 分 之 1. 224。 取 其 
平方 根 , 得 6 又 十 分 之 1.662, 这 是 4C ZE, 它 的 2 倍 是 所 求 4B 
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之 长 。 

原著 对 此 题 进行 了 两 方面 深入 探索 ;其 一 ,代数 解法 0; 其 二 ， 
设 另 一 推广 题 :“ 有 一 个 三 角形 , 已 给 底 边 是 16。 已 知 另 一 边 是 第 
三 边 的 三 分 之 一 ， 又 已 给 从 顶 角 点 到 已 给 底 边 的 垂 线 段 (高 ) 长 
为 3， 分 别 求 两 边 长 ”( 图 5. 2. 23) 。 


REHM EM, 假设 入 4BC 满足 В 
题 设 条 件 , ВНА АС. 然后 分 别 延 F A 
КАС, BC, AD—3AC, BE=34C, 

等 等 最 后 得 所 求 BC 长 是 4 又 十 分 之 НЕ 
3.848, ЕУ 3 倍 一 一 13 又 十 分 之 б 
1.544 E BA 的 长 。 图 5. 2. 23 


S， 在 三 角形 内 部 求 一 点 ， 使 它 与 三 顶点 相连 得 三 个 三 角形 ， 
其 中 第 一 个 面积 是 第 二 个 的 一 半 , 第 二 个 是 第 三 个 的 三 分 之 一 . 求 
此 点 与 各 顶点 的 距离 及 此 点 到 各 边 垂 
线段 的 长 〈 图 5. 2. 24). 

原著 作法 : 设 三 角形 为 4BC。 分 BC 


LEX cp=+DE, DE=+EB, 即 
DC: ED: BE=1: 2: 6, ЖАР, AE, 
则 三 角形 ACD 的 面积 是 三 角形 АРЕ 图 5. 2. 24 

ZÆ, 三 角形 ADE 的 面积 是 三 角形 AEB 的 三 分 之 一 CURE) Ж 
6 命题 1，47)。 然 后 过 DD E AC HFT DG, XE E AB 的 平行 
# ЕІ, DG 与 EJ 相交 于 下 , ZEMRA. ÆFA, ЕВ, FC, $ 
么 三 角形 4FC 的 面积 等 于 三 角形 4CPD, 理由 是 ; 顶点 在 底 边 平行 
线 上 的 一 切 三 角形 ， 其 面积 相等 (根据 《原本 》 卷 1 命题 37)。 同 
理 ,三 角形 4FB 的 面积 与 三 角形 4EB 也 相等 ,余下 的 三 角形 FCB 


O 参见 本 节 第 三 段 例题 
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的 面积 等 于 三 角形 4DE.。 因此 三 角形 ARC 一方 三 角形 FCB，, 而 后 
者 又 等 于 三 角形 AFB 的 三 分 之 一 。 这 就 是 我 们 所 要 求 的 。 

原著 对 作 图 题 完成 作法 及 证 明之 后 ， 又 以 数值 例 ， 计 算 原 题 
WR: 所 求 得 的 点 与 三 顶点 、 三 边 的 距离 。 值 得 注意 的 是 ， 数 值 
例 引 用 了 海伦 三 角形 。 我 们 知道 面积 是 84 的 三 角形 , 整数 边 长 有 
三 种 : 13, 14, 15 (海伦 、 秦 九 韶 都 曾 用 过 ); 8, 29, 35; 10, 17, 
21。 卡 西 选 用 后 者 。 原 著 说 : 

WU AC—— 10, AB——17, BC—— 21, 这 时 三 角形 的 面积 为 


84。 取 它 的 说 一 9 让 ,这 是 人 AFC 的 面积 ,对 它 除 以 4C 的 一 半 ， 
ЯАВ, 它 等 于 1 E. REMZ AE AFC 面积 的 2 倍 除 
以 边 BC 的 方 ,其 商 是 1 了 ,这 是 垂 线段 FL 之 长 。 再 取 三 角形 4BC 


HERE (HISO, 除 以 4B 边 的 一 半 , (SEARBEFK 长 为 6 10, 
这 一 解法 虽 是 数值 例 ， 却 有 一 般 意义 。 我 们 如 果 设 4C，CPB， 
B4 边 长 分 别 为 5，a，c， Е ЖЯ = ЕІ, ЕІ, ЕК 分 别 为 y， 
T, 2, BE ABC 的 面积 为 S， 那 么 可 得 方程 组 
cz-—3ax 
[rc 
ax--b5yd-cz-—25, 
由 此 求 得 下 点 与 三 边 的 距离 分 别 为 ， 


一 题 多 解 ， 不 时 验证 ， 这 是 卡 西 的 工作 特色 ， 在 本 题解 法 中 
也 有 有 反映。 原著 还 提出 另 一 解法 : 从 4 引 CB 边 的 高 4AN。 据 《 原 
本 》 卷 2 命题 13, АС, CB 的 平方 和 减 去 4B 的 平方 , 38/252, K 
以 BC 的 2 倍 , 得 线段 CN 是 6。 MAC 的 平方 减 去 CN 的 平方 得 64， 
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其 平方 根 是 8， 这 是 高 AN。 因 边 FD，FE ХАС, АВ, № 
三 角形 FDE 相似 于 三 角形 ABC，, 所 以 DE 是 BC， FD АС, 


FE 是 AB。 由 于 三 角形 FDL 与 三 角形 4CN 相似 , REFL Fl 


HESAN, DL—ÃÊCN, FY FL—1 19, nors 


HCL 328, 其 平方 是 13 2. 而 FL eg 1 .它们 的 


和 一 一 16 аа ,其 平方 根 将 是 4 又 十 分 之 0.754, 这 是 线段 FC 的 长 。 


FF AD 5| AC Ж Ж DM, ME B| AB Ж ЕХ, 则 三 角形 DCM 相似 
于 三 角形 4CN， AENRARAC: ЖМ, N 是 直角 ， 所 以 4C : 


AN=CD : DM, RDM= 112 E 这 等 于 所 求 FI' (ЕГ | AC, 而 FI 
/AB), XAC: CN= DC : CM, 所 以 CM= 1$. ii ГМ 等 于 
FD——2 2. 所 以 CI 一 3 Ê. 余下 47 一 6 ү, 因此 AF 的 长 是 6 
又 十 分 之 6. 439。 хатти 与 三 角形 BAN 相似 , PFI АВ: 


BE=AN : EX, 所 以 EX= 615 iy ESTEK, 与 上 面 结 果 相 同 ， 
kupus REA, 该 指出 4B : BN=BE : BX, Bj 
以 BX 一 1217 ,而 XK 一 FE= 3l, BK= BX+XK= 12:531 


—15 TRE © REFE = 17 又 十 分 之 4. 243, 我 们 又 求 得 


第 三 条 定点 与 顶点 连 线 长 。 


® FL= TAN-I 1i. 


© CL-DL4DC-1 inxl-à EE 
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在 验证 定点 F 与 三 边 距 离 中 ， 卡 西 疗 时 又 详尽 无 余地 计算 出 
定点 与 三 角 顶 的 距离 ， 回 答 了 问题 的 全 部 内 容 。 他 的 计算 工作 也 
具有 一 般 意 义 。 我 们 认为 卡 西 这 一 有 趣 的 题目 可 能 有 助 于 研究 
1935 年 P，Erd 6s (1913 一 1996， 匈 牙 利 ) 提 出 的 猜想 :2 

FA+FB+FC>2 (FI+FK+FL),® 

圆周 率 

在 《 量 圆 》 一 书 中 , 卡 西 有 别 于 传统 
的 计算 法 自 创 新 术 求 圆周 率 ， 我 们 简介 
如 下 (图 5. 2. 25). А) 

卡 西 在 半圆 内 先 取 a = Z АОС, = 
60°, HAC =C. 45а, 的 补 角 ， 
iu 


图 5.2.25 


a= a Et gg p Pe 
照 此 方法 不 断 等 分 补 角 2 C, OB, $8 


a, a, H گے ا‎ ge t, (1) 


а 1\9 

e, —chá( 90°+ са 
他 建立 定理 :“ 以 半径 为 一 边 , АРМАУ — 3X Br 
作 长 方形 等 于 圆心 角 及 其 半 补 角 所 对 通 弦 为 边 的 正方 形 .” 这 就 是 


a, , -| . Gi) 


R (2R-Fchd a,_1) 一 chd: 
综合 G) Gi), 4 


(D 5. pp. 616—618. ` 
© 5S. ， 第 四 章 第 三 节 ， 一 、 三 角形 内 的 点 Erd оѕ 定理. 


® chd 0 Ef 0 的 通 纺 一 2Rsin 2-6 


外 篇 。 第 五 编 ” 阿 拉 伯 479 


R (2R+chd а„—,) = (chd a). (їн) 


e —N R (2R-Fe, 09, (iv) 
借 此 他 从 w = 60*7T- 8 1T e, , 依次 得 以 下 结果 : 
e;—^/R QR+R)=./ 3R, 


e—N К (2R+~V 3 К) = ВМ 2+< 3, 
e=V R (2R--RN24/ 3) =Рр 2407 2+ 3, 


e=R N 2 十 V2 十 …V 24У 3 , (у) 


卡 西 认为 圆 外 切 正 多 边 形 周 长 w 与 内 接 正 多 边 形 周 长 p。 有 


这 就 是 


二 一 一 一 二 一 一 (vi) 
Pn d, R—c, 
ЖН c, 相当 于 刘 微 注 中 的 余 径 。 根 据 Ptolemy 的 记 法 GO, ЖЖ 


es 一 60 V 2+ V 2 十 …V2 二 /3 。 (уп) 


其 中 有 * 一 1 个 开 方 根 号 。 用 此 公式 算出 es， 又 用 勾 股 定理 算出 ay。 , 
借以 得 p. = 3 x< 22 。a2。 又 借助 公式 Сл) 算出 
€28 
28 —P28 — 72 
Pa ezs 
2 


D 注意 а. == Te 
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中 的 gs。 他 以 地 2 作为 图 周 长 近 似 值 ， 用 六 十 进 制 的 成 果 是 ， 
圆周 长 是 半径 的 6; 16, 59, 28, 1, 34, 51, 46, 14, 50, 15 
倍 ， 折 合十 进 制 ， 相 当 于 说 
2r 一 6.283 185 307 179 586 5 
# 17 位 有 效 数字 ,是 当时 世界 第 一 (图 版 5. 2. 2 为 《 量 圆 》 书 影 )。 


三 、 代 数 
二 项 式 展开 系数 表 (A5. D 
《算术 钥 》 深 知 二 项 式 展开 系数 间 的 关系 


"HER, 


原著 中 有 系数 表 (图 版 5. 2. 3 为 书 影 )。 图 左 侧 的 表 相 当 于 : 


9 
36 8 
64 28 7 


9 8 7 6 5 4 3 2 

数值 解 方程 (A5. 1) 

卡 西 在 《算术 钥 》 中 对 数值 解 方程 有 完整 叙述 , 通过 缩 根 、 估 
根 、 减 根 变换 得 到 方程 的 正 根 。 当 有 余数 时 ， 他 还 给 出 近似 根 取 
法 , 在 阐明 求 根 方 法 之 后 ,还 举 了 例 : 用 这 种 方法 求 
44 240 899 506 197 的 五 次 方 根 ， 对 此 他 列表 揭示 运算 的 全 过 程 ， 
这 是 阿拉 人 数学 中 珍贵 的 文献 .其 主要 情节 为 (对照 表 5. 2. 2 及 其 
书 影 图 版 5. 2. 4). 
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图 版 5.2.3 
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5.2.2 


关于 求 一 数 任意 次 方 根 ОЕШ) 的 方法 ， 先 记 题 给 被 开 任 意 
方 的 数 ， 作 相应 的 表格 。 从 个 位 数 起 ， 对 记 出 的 数 分 节 : dre 
数字 个 数 等 于 所 开 的 次 数 ， 节 与 节 之 间作 竖 线 二 条 。 把 表格 在 纵 
向 上 分 成 者 干 层 , 层 数 等 于 所 开 方 的 次 数 , 层 与 层 之 间作 横 线 。 底 
层 称 为 根 ， 其 余 自 下 而 上 各 层 依 次 称 为 平方 、 立 方 、 四 次 方 …… 
从 被 开 方 数 第 一 节 找 出 最 大 个 位 数 ， 使 其 素 短 (次 数 等 于 题 给 开 
方 次 数 ) 小 于 此 节 。 把 这 个 个 位 数 记 在 顶层 上 面 , X ina ЖЮ Ж 


(D 对 例 4424，08995，06197 分 为 三 节 ， 其 第 一 节 为 4424, 小 于 4424 的 最 大 N5， 
36 5°=3125. TERR. 这 是 卡 西 的 估 根 论说 ，5 就 是 所 求 初 商 . 
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图 版 5.2.4 
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一 节 中 减 去 由 , 把 这 个 个 位 数 也 记 入 根 那 一 层 中 , 其 自 乘 记 入 平方 
层 中 。 自 乘 、 再 飞 那个 个 位 数 , 记 入 立方 层 中 …… 继 续 这 一 运算 ， 
直至 上 起 第 二 层 止 9. 第 二 层 所 得 积 再 乘 那个 个 位 数 , 所 得 数 从 第 
一 节 中 减 去 9 为 得 到 第 二 层 中 应 有 的 数 , 就 把 根 中 的 个 位 数 加 上 
个 位 数 @， 和 乘 以 个 位 数 ,与 原来 平方 层 中 已 记 数 相 加 @。 和 乘 以 
个 位 数 与 原来 立方 层 中 已 记 数 相 加 令 ……。 继续 这 一 运算 ， 直 至 上 
起 第 二 层 止 中 ,为 得 到 第 三 层 中 应 有 的 数 , 把 根 中 的 个 位 数 再 次 加 
那个 个 位 数 。 和 乘 以 个 位 数 @. 把 积 吉 平方 层 中 的 数 ， 和 乘 以 个 位 
KO, 把 积 加 立方 层 中 的 数 @.…… 继 续 这 一 运算 , 直至 第 三 层 止 @。 
为 得 到 第 四 层 中 应 有 的 数 ,把 根 中 的 个 位 数 再 次 加 那个 个 位 数 , 和 
FREI DEO, 把 积 加 平方 层 中 的 数 。 和 乘 以 个 位 数 …… 继 续 运 算 直 
至 第 四 层 止 @。 

如 此 ， 直 到 底层 @。 

下 一 步 是 退位 : 第 二 层 的 数 向 右 移 一 位 ,@@ 第 三 层 向 右 移 二 


余数 是 1299， 注 意 : 以 下 是 卡 西 的 减 根 运算 . 

注意 : 57—25, 53—125, 5'—625 在 表 5. 2. 2 左 列 各 层 最 底下 的 那些 数 ， 
4424—625X5= 1299 〈 左 列 第 一 晨 第 三 行 ). 

左 列 最 后 一 层 、 王 起 第 二 行 ，10. 

左 列 平方 层 下 起 第 三 行 : 25 十 10Xx5=75. 

左 列 立方 层 下 起 第 三 行 : 125 十 75 X 5 一 500. 

本 例 第 二 层 所 得 数 是 625--500X 5=3125. 

左 列 末 层 下 起 第 三 行 ， 10 十 5 二 15，15X5=75. 

左 列 平方 层 75 十 15X5 一 150，150X5 一 750. 

5004-750— 1250. 

本 例 至 立方 层 止 . 

本 例 至 平方 层 止 ,平方 层 的 数 是 250. 

本 例 至 平方 层 止 ， 

本 例 根 那 一 层 的 数 是 15 十 5 十 5 一 25. ` 

表 中 左 列 第 二 层 下 起 第 三 行 改 成 下 起 第 四 行 ， 后 者 是 前 者 右 移 一 位 得 来 . 


G9 O OG O OO 00d o ooeo2o 


外 篇 ”第 五 编 ”阿拉 但 487 


位 ， 第 四 层 向 右 移 三 位 @ ...... 这 种 移 位 直至 平方 层 止 。 

然后 从 余数 及 第 二 节 找 出 第 二 位 最 大 个 位 数 &， 把 它 记 在 项 
层 上 面 已 找 出 的 第 一 个 个 位 数 后 面 。 也 把 它 记 入 根 那 一 层 中 晶 。 后 
续 运 算 随 乘 随 加 ， 步 骤 与 前 述 相同 9。 再 按 上 面 方法 依次 移 位 
өөө ， 如 法 运算 到 题 给 数 的 最 后 一 节 止 。 如 果 在 “ 数 ” 那 一 层 中 
没有 余数 ， 那 么 所 求 开 方 根 是 整数 ， 也 就 是 说 顶层 上 面 所 记 数 就 
是 所 求 数 。 如 果 有 余数 ， 就 以 这 余数 作 分 子 ， 其 分 母 近似 于 各 层 
最 上 行 数 的 和 加 1。® 


516 
原著 一 21 | =576 — — 
ЛТ: 414237740281 
44240899506197 414237740281 


卡 西 数值 解 五 次 方程 x;=44 240 899 506 197 
的 计算 全 过 程 已 准确 记录 在 表 5. 2. 2 中 。 为 与 我 国 页 宪 增 乘 方法 


Ф 不 难看 出 第 三 层 (立方 )、 第 四 层 (平方 ) 的 1 250, 250 已 分 别 在 上 一 行 右 移 
二 、 三 位 . ЖЖ: 这 是 卡 西 的 缩 根 措施 . 

© 本 例 这 次 商 是 3. 

© 指 表 中 底层 末 行 “253” 的 3. 

® 指 平方 层 中 253X3 一 759，25 000 十 759 一 25 759; 立方 层 中 ，25 759x3— 
77 277. 1 250 000 十 77 277=1 327 277, 1 327 277X3 一 3.981 831, 31 250 000+ 
3 981 831=35 231 831. 

€ 本 例 在 运算 最 后 有 余数 : 

2 421 350 206 197—2 421 350 206 176 二 21， 而 所 得 各 层 最 上 行 数 为 


四 次 方 412 694 958 080 
立方 1 539 906 560 
平方 2 872 960 

根 2 680 
和 414 237 740 280 


必须 指出 , 卡 西 这 一 近似 值 取 法 适 与 秦 九 部 方法 (1 247) 相同 (参见 本 《大 系 》 卷 
5, p. 301.) 
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及 英国 Horner 法 相 比 较 由 ， 我 们 用 综合 除法 计算 ， 前 后 对 照 ， 对 


于 领会 他 的 计算 过 程 大 有 益处 。 
初 商 : 5 
1 о 0 0 0 — 44240899506197 |5X10 
5X10? 25X104 125х108 625х108 31250000000000 
1 5X10? 25x10* 125X10 625х108 —12990899506197 
5X10? 50х10 375х105 2500X108 
1 10X10? 75X10“ 500X10 3125X108 
5X10? 75X104 750х10% 
1 15X10? 150X 10* 1250X 10° 
5X10? 100X10! 
1 20X10? 250x10! 
5X10? 
1 25x10 
CN. 3 
1 2500 2500000 1250000000 312500000000— 12990899506197 | 30 
30 75900 77277000 39818310000 10569549300000 
1 2530 2575900 1327277000 352318310000 — 2421350206197 
30 76800 19581000 42205740000 
1 2560 2652700 1406858000 394524050000 
30 77700 81912000 
1 2590 2730400 1488770000 
30 78600 
1 2620 280900 
30 
1 2650 


D Ж (KR) #5, рр. 33—37. 
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二 商 ; 6 
1 2650 2809000 1488770000 394524050000 —2421350206197 E 
6 15936 16949616 9034317696 2421350206176 
1 2656 2824936 1505719616 403558367696 —21 
6 15972 17045448 9136590384 
] 2662 2840908 1522765064 412694958080 
6 16008 17141496 
1 2668 2856916 1539906566 
6 16044 
1 2674 2872960 
6 
1 2680 
WE (A5. 4) 


卡 西 《 算 术 钙 》 受 其 先辈 花 拉 子 米 《代数 》 的 影响 非常 深刻 ， 
在 其 有 关 算 题解 法 中 言 必 称 Anre6pa и arMyka6ana( 复 原 和 对 消 , 即 
今 称 代数 方法 )。 从 下 面 我 们 引 录 的 算 题 中 可 见 他 还 多 次 选用 《 代 
ЖО) 书 中 的 题材 :“ 把 10 分 成 两 部 分 ”与 具有 浓郁 阿拉 伯 传 统 习 惯 
的 遗产 分 配方 案 以 及 二 次 方程 三 种 求 根 公 式 等 等 。 下 面 引 录 的 算 
题 的 解法 ， 我 们 尽 可 能 用 文字 叙述 ， 以 存 原著 原 散 。 

1. ALAARA AAL. 

解法 : 复原 和 对 消 法 。 假 设 所 求 数 为 1 物 ， 依 题 意 得 
(((2 物 十 1)X3 十 27X4 十 3) 一 95 ,这 就 是 24 物 十 12 十 8 十 3 二 95， 
因此 19-3. 

2， 题 见 算术 段 算 题 题 2。 

解法 : 复原 和 对 消 法 。 假 设 所 求 数 为 1 物 , 对 它 加 1 得 1 物 十 


1, 乘 以 了 物 得 二 物 * 十 二 物 。 这 是 石榴 总 数 。 而 1 物 的 6 倍 也 是 石 


榴 的 总 数 ,也 就 是 说 ”六 物 ?十 亏 物 一 6 物 , 或 1 物 一 11, 即 11 A. 
3. 在 湖岸 上 有 二 旅行 者 , 其 中 一 人 每 日 走 10 E, 另 一 人 循 相 
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反方 向 第 一 日 走 1 E, 第 二 日 走 2 里 ， 第 三 日 走 3 里 ， 等 等 ， 他 们 
不 离开 湖岸 。 当 他 们 相遇 时 ， 第 一 人 已 走 过 二 团 ， 另 一 人 则 已 走 


过 二 圈 。 求 湖岸 长 及 相遇 前 所 行 日 数 。 

解法 : 设 所 行 日 数 为 1 物 ， 则 第 一 人 走 过 的 路 程 为 10 物 ， 而 
BAA yy, 

男 一 方面 ， 由 题 知 第 二 人 的 平均 速度 为 第 一 人 的 5 倍 ， 所 以 
5x10 物 =50 = +, 1 97—99, 12.99 Н, 第 一 人 


走 过 990 н, хас 湖岸 长 ， 那 么 湖岸 长 5 940 里 。 第 二 人 走 过 


4 950 里 。 其 日 数 是 99 Н. 对 它 加 1 48100, RA HAZA 950, 
与 前 得 结果 相同 。 将 第 一 人 一 日 路 程 10 Ж5 得 50, 其 2 倍 为 100， 
减 1 得 99， 即 路 程 日 数 。 

4， 题 见 算术 段 算 题 题 3。 

解法 : 用 复原 和 对 消 法 。 设 金 重 1 物 , 那么 它 所 值 为 5 物 , x 
下 珍珠 重 为 3 米 斯 克 少 1 物 , 乘 珠 价 每 米 斯 克 15, 得 45 减 去 15 物 。 
金 、 珠 所 值 相 加 ， 得 5 物 加 上 45， 减 去 15 物 , 等 于 45 减 去 10 物 ， 


是 24， 化 简 得 1 物 即 金 重 ， 是 2 Жї, KES KM. 


5 ARTEO 为 10 第 纳 尔 及 1 EKE, 此 人 工作 3 Н, T 
资 得 1 连衣裙 。 问 : 连衣裙 值 多 少 ? 

解法 : 设 连衣裙 值 一 物 ， 月 工资 为 10 第 纳 尔 加 1 物 。 取 它 的 
十 分 之 一 ， 即 十 分 之 一 物 加 上 1 第 纳 尔 ， 它 等 于 1 连衣裙 价值 ， 
(B3 日 是 1 月 日 数 的 十 分 之 一 )， 也 等 于 一 物 。 经 过 比较 ,并 消去 
相同 部 分 , 得 1 第 纳 尔 等 于 十 分 之 九 物 。 对 第 纳 尔 除 以 物 数 ,所 得 


© 每 月 作 30 Hit. 
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商 是 一 又 九 分 之 一 ， 这 就 是 所 求 连衣裙 价值 的 第 纳 尔 数 。 

6. 已 知 有 五 个 数 , 第 一 个 与 第 二 个 和 为 10, 第 二 个 与 第 三 个 
和 为 15， 第 三 个 与 第 四 个 和 为 18， 第 四 个 与 第 五 个 和 为 24， 第 五 
个 与 第 一 个 和 为 30。 问 : 这 五 个 数 各 是 多 少 ? 

解法 : 设 第 一 数 为 1 物 ， 从 10 减 去 它 , 得 第 二 个 数 ;15 减 去 
第 二 个 数 得 第 三 个 数 ， 如 此 等 等 。 为 便于 理解 ， 列 表 如 下 出 ， 


设 第 一 
个 数 为 1 
物 ,10 减 
去 它 , 得 
第 二 个 
数 (10 少 
1 物 ) 


15 Ж X 
第 二 个 
数 (10 4 
1575, A 
下 第 三 
T7 © 
又 1 物 ) 


18 W X 
第 = + 
数 (5 又 1 
55. & 
第 四 个 
数 (13 少 
1 物 ) 


24 Ж 去 
第 四 个 
数 (13 Z 
1 物 ), 得 
第 五 个 
A aix 
1 物 ) 


第 五 与 第 一 个 数 的 和 是 11 又 2 物 。 这 等 于 30, 在 等 式 中 
消去 11, 得 2 物 等 于 19, 除 以 2 得 1 物 一 9 性 ， 它 是 第 


(D 本 题 线性 方程 组 按 一 次 方程 解 . 
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7. 一 老人 留 遗 产 给 一 个 儿子 及 三 个 女儿 , 还 有 一 友 
A9 -所 得 与 儿子 相同 ， 第 二 友人 得 遗产 的 二 减 去 儿子 所 得 后 
的 十， 还 有 第 三 友人 得 女儿 所 得 加 她 的 于 .@ 

解法 : 设 财 产 为 1 物 ， 其 他 运算 见 下 表 : 

如 每 一 当然 继承 | 因 此 第 ужа жне 

组 成 5。 因 第 三 个 | E: 

遗嘱 继承 人 得 = [|], A 

1 十 女儿 份额 ， 因 PRE JL F fA 


l 
此 这 十 应 是 整数 。 H" (6), HF 3 物 
当然 继承 人 得 15， o. 再 取 它 的 士 ， 


3 
而 每 个 女儿 份额 


laona : 

是 3， 而 儿子 份额 即 工 物 少 2， 这 就 

为 6 是 第 二 遗嘱 继承 
人 所 得 


将 当然 继承 人 及 遗嘱 继承 人 份额 相 加 ， 得 23 十 十 物 ， 这 等 于 


1 物 。 化 简 得 旦 物 等 于 23，8 物 一 207。 如 将 财产 平均 分 成 207 份 ， 


则 1 相当 于 8 (y, 乘 以 当然 继承 人 女儿 的 份额 3， 应 分 得 3X8 一 24 
份 ， 而 儿子 将 得 到 6X8 王 48 13. 


(D 本 题 规定 儿子 所 得 为 女儿 所 得 的 2 fir. 

© 友人 为 遗嘱 继承 人 ， 子 女 为 当然 继承 人 . 

© ”本题 反映 出 伊斯兰 教 分 配 遗 产 的 传统 ， 这 是 代数 发 展 源泉 之 一 ， 本 题 对 照 第 
一 章 第 一 节 花 拉 子 米 ， 二 、 代 数 ， 遗产 问题 ， 可 见 情况 进一步 复杂 . 
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207 份 财产 分 配 细节 见 下 表 ; 


当然 继承 人 得 120 份 | 遗嘱 继承 人 得 
儿子 48 份 | 第 一 人 得 儿子 相同 份额 。 480 
女儿 мй | 第 二 人 得 财产 总 额 二 减 去 儿子 1 从 
女儿 24 份 | WISI, 70 


即 32 份 


第 三 人 得 女儿 的 1 Û 


四 、 数 论 (А5. 4) 

1. 要 把 20 分 为 两 部 分 ， 其 中 一 部 分 是 另 一 部 分 的 平方 。 

BRE. 设 一 部 分 为 1 物 ， 另 一 部 分 为 20 少 1 物 ， 它 等 于 1 物 
的 平方 。 整理 后 得 , 20 等 于 1 物 的 平方 加 ] 物 0。 根据 求 根 法 则 @， 


取 物 数 @ 的 一 半 平方 , M ， 加 上 数 ， 即 20, 得 20 二 。 取 平方 根 


1. миин s ML, ды яне, эгин. 
将 物 数 、 数 运算 经 过 列表 如 下 :@ 


2. 把 10 分 成 两 部 分 , 使 一 部 分 的 平方 与 另 一 部 分 之 和 为 平方 


O 设 一 部 分 为 z-， 原 著 相当 于 列 出 方程 xz? 二 20 一 xz， 因此 x? 十 x 二 20. 
® 原著 运用 花 拉 子 米 的 “ 根 的 平方 与 根 的 和 等 于 一 数 ” 求 根 公式 . 
@@“ 物 数 ” 应 理解 为 z 的 系数 . 

Ф 表 中 记 的 是 阿拉 伯 记 法 的 分 数 . 
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Ж. 

解法 : 设 所 分 的 一 部 分 为 1 物 ， 另 一 部 分 为 2 物 又 1， 它 与 物 
的 平方 组 成 某 数 的 平方 。 因 第 一 部 分 的 平方 〈 即 物 的 平方 ) 与 第 
二 部 分 (Hl 2 物 又 1) 的 和 是 平方 ， 所 以 其 根 为 1 物 又 1。 将 两 部 
分 相 加 , 得 3 物 又 1, 这 等 于 10。 因 此 3 物 等 于 9。 除 以 3， 其 商 是 
3。 这 就 是 所 求 的 物 , 也 就 是 第 一 部 分 ， 另 一 部 分 为 7。7 与 3 的 平 
方 和 16， 是 平方 数 。 

我 们 还 可 以 设 第 一 部 分 为 2 物 , 而 第 二 部 分 为 12 物 又 9, 这 时 
它 与 第 一 部 分 的 平方 , 即 2 物 的 平方 和 是 平方 数 , 其 根 是 2 物 又 3。 
也 就 是 说 14 物 又 9， 这 等 于 10， 消 去 相同 部 分 9。 剩 下 : 14 物 等 


于 1。 作 除法 ， 得 1 物 等 于 7s。 这 就 是 所 求 的 1 物 。 因 此 取 地 为 2 
物 , 即 第 一 部 分 ,第 二 部 分 是 9 了 , 它 与 第 一 部 分 平方 的 和 是 9 18, 


它 是 平方 数 ， 其 根 是 3 2.6 

3， 要 分 10 为 这 样 两 部 分 ， 从 10 减 去 二 者 之 一 的 一 半 后 ， 余 
下 的 为 另 一 部 分 的 平方 。 

解法 : 设 一 部 分 为 1 物 ， 从 10 减 去 , 余下 10 少 1 物 ， 这 是 差 


信之 一 的 2 倍 ， 它 的 一 半 是 5 少 亏 物 。 从 10 减 去 5， 一 过 物 ,得 5 


(D 相当 于 说 , 把 10 分 成 二 部 分 , 一 部 分 设 为 z, 男 一 设 为 2+ 十 1, 那么 ”xz2 十 2+ 十 
1 二 《zx 十 1)? 为 平方 数 ， 另 一 方面 ，z 十 2z 十 1= 3z 十 1=10， 于 是 所 求 z 王 3。 另 一 部 分 
是 10 一 3=7。32 十 7 一 16 是 平方 数 ， 满 足 条 件 . 

® 相当 于 说 ,把 10 分 成 二 部 分 ,一 部 分 设 为 2r, 另 一 部 分 设 为 12z 十 9, 那 么 4z2 十 


12х+9= (2z 十 3)2 是 平方 数 ， 另 一 方面 ，2z 十 12x 十 9 一 10，14z 一 1， z=}, 2r= 


六 为 一 部 分 ， 另 一 部 分 为 12z 十 9=9 Ê. o loo 经 是 平方 数 ， 满 足 条 件 ， 
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加 亏 物 ,” 已 被 改动 。 它 等 于 1 物 的 平方 。 用 求 根 公式 ?计算 , 物 
数 一 半 的 平方 为 二 ， 它 的 平方 是 六， 与 数 相 加 ， aii RF 
方 根 得 2 +, 将 它 与 物 数 之 半 〈 即 二 ) 相 加 , 得 2 Û, XEMR. 
另 一 部 分 是 7 2 。 我 们 将 运算 过 程 列 于 下 表 ， 


геа aa er] p pasajes [oss 


如 果 从 10 减 去 7 二 的 一 半 | ma 2], 余下 6 1, xo Lam 
Y. 


五 、 不 定 分 析 (As. 4) 
《算术 钥 》 载 有 独特 风格 的 不 定 分 析 题 及 其 解法 , 我 们 选 录 三 
则 。 为 保留 原貌 也 尽量 用 文字 狂 述 ， 并 给 必要 的 脚注 和 解释 。 
1. 三 种 首饰 : T. 珍珠 和 宝石 共 值 60 第 纳 尔 , E3 米 斯 克 。 
已 知 金子 、 珍 珠 、 宝 石 每 米 斯 克 分 别 值 4，20，30 BAK. [8]. 三 
种 首饰 各 值 多 少 ?@ 
我 们 如 设 三 种 首饰 : Е. Е. ЖАЛЕ =, у, = Ж 
克 ， 题 意 是 要 解 不 定 方程 组 
ZX 十 y 十 2 二 3， 
4X 十 20y 十 30z 二 60。 


(x) 


O 相当 于 浪 z 十 5 二 z?， 原 著 用 花 拉 子 米 第 三 公式 求 根 . 
о 这 是 算术 段 题 3 的 拓 广 . 
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本 题 原著 允许 有 正 分 数 解 ， 显 然 它 有 无 穷 多 解 。 原 著 列 三 种 
解法 ， 都 假定 其 中 一 个 未 知 数 为 定 值 ， 相 当 于 把 不 定 方程 组 
Сж) 改 成 适 定 的 二 元 方程 组 ， 于 是 得 到 C0 的 一 组 特 解 。 这 是 
解 不 定 方程 组 初级 阶段 的 做 法 。 


解法 一 : 设 金 重 -> 米 斯 克 , 它 值 2 BARK. 从 总 重 中 碱 去 少 米 
NOE. 得 珍珠 、 宝 石 共 重 2 LORS, 值 60 一 2 二 58 第 纳 尔 。 


把 珍珠 重量 设 为 1 物 , 则 它 值 20 物 , 余 下 宝石 重 2 om 物 ， 


而 它 值 75 第 纳 尔 少 30 物 。 将 这 两 种 首饰 相 加 ， 得 ，75 第 纳 尔 少 
10 物 等 于 宝石 和 珍珠 的 值 , 即 58 BAR., 经 过 复原 和 对 消 , 得 17 


第 纳 尔 等 于 10 物 ， 做 除法 ， 得 所 求 珍珠 重 1 15 米 斯 克 ， 余 下 宝石 
tm 结果 列表 如 下 : 


价值 〈 第 纳 尔 ) 


LT EHRE CO ERI FE 


о 1 
рта 2" 
20y4-30z—58, 
1 


z=2 > 


30z —75—30y, 
75 一 10у=58, 
10у=17 $ 


> ”10， 5 ° 
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解法 二 : 把 两 种 较 贱 首饰 的 单价 取 平 均 : $ (4 十 20) 一 12 第 


纳 尔 ,把 三 种 首饰 分 成 二 类 . 单价 是 12 第 纳 尔 、 单 价 是 30 第 纳 尔 、 
二 者 共 重 是 3 米 斯 克 , 共 值 60 BAR., 按照 公式 计算 单价 为 12 第 
纳 尔 的 首饰 应 重 , 共 重 (3) ЯЕ Зо 第 纳 尔 减 去 共 值 ， 所 得 差 除 以 


单价 之 差 就 是 单价 是 12 第 纳 尔 首饰 的 重 | 1 2), 把 它 平分 ,分 别 
是 黄金 与 珍珠 的 重 ， г ATN ATER, 结果 列表 如 下 


ow Г 
"ҮТҮ 


上 文 包 含 两 种 意义 : 
其 一 ， 原 著 把 黄金 、 珍 珠 归 为 一 类 : 以 它们 共 重 的 平均 为 重 ， 
以 二 者 共 值 为 值 。 
其 二 , 人 贵贱 两 种 商品 ， 如 单位 重量 值 分 别 为 a, b фра), Ë 
给 共 章 w， 共 值 4。 又 设 贵贱 二 商品 分 别 重 y，z， 则 从 
Mon 
&Z 十 py 一 


容易 求 出 ld, p 上 文 所 说 公式 当 指 此 。 原 
著 先 把 黄金 、 珍 珠 合 为 一 类 ， 并 求 得 其 共 重 为 1 KMH. RE, 
又 给 复原 ， 假 设 黄金 、 珍 珠 各 占 重量 之 半 : Зя, URAI 


相 乘 ， 得 分 别 值 3 二，16 全， 共 20 第 纳 尔 。 余 下 的 都 是 宝石 重 。 


解法 三 : 设 金 重 1 物 ， 珠 也 重 1 物 。 余下 宝石 重 3 米 斯 克 少 2 
物 。 那 么 金 值 4 物 ， 珠 值 20 物 ; 宝石 值 90 第 纳 尔 少 60 物 。 相 加 


4 
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得 90 第 纳 尔 少 36 物 。 这 等 于 60 第 纳 尔 经 过 复原 和 对 消 得 : 30 第 
纳 尔 等 于 36 物 ， 做 除法 ,得 金 重 上 米 斯 克 ， ИКИ НЧЕ ШЕ Ж 


斯 克 。 余 下 宝石 重 1 -3 米 斯 克 。 其 结果 与 解法 二 相同 。 


原著 对 初级 形式 的 解法 还 作 进 一 步 拓 广 :“ 如 果 首 饰 由 四 种 材 
料 组 成 ， 那 么 按 解法 二 ， 将 共 重 乘 材料 中 最 高 单价 ， 减 共 值 ， 除 
以 最 高 单价 与 其 余 单 价 平均 值 之 差 , 类 似 地 也 可 得 解 。 按 解法 三 ， 
设 材料 中 最 高 单价 以 外 的 每 种 材料 重 都 是 1 物 ， 并 从 首饰 总 重 减 
去 这 些 物 ， 余 下 的 就 是 最 高 单价 的 材料 重 。 其 余 操作 如 前 。 显 然 


、 r)r-+y+z+u=u wo, 
这 无 非 是 把 四 元 不 定 方程 组 | 0 “简化 为 
32 utes 以 获得 一 组 特 解 。 


(ca 十 2 十 c) х-+„еи=4, 
2. 我 们 只 知道 网 1 只 值 4 第 纳 尔 , 5 只 值 1 第 纳 尔 , 鸡 1 只 
值 1 第 纳 尔 ， 一 百 第 纳 尔 买 百 岛 。 问 : W, Æ, BEKE? 
解法 : 因为 1 只 鸡 值 1 第 纳 尔 ， 鸭 的 价格 (4) 大 于 它 的 数 人 29， 
而 麻雀 的 价格 大 于 它 的 数 (5)。 它 们 之 间 应 作 平衡 ， 余 下 的 是 鸡 
数 。 
Busse dr (4) 与 其 数 (1) ZE (3)。 它 乘 以 麻雀 数 G), 得 
15， 这 是 麻 涛 只 数 。 然 后 取 麻 省 价 和 其 数 之 差 (4) SEDIS E 
(1)， 得 4， 这 是 鸭子 只 数 。 把 它 与 麻 省 只 数 (15) 相 加 得 19 第 纳 
尔 买 19 HB. 余下 的 是 鸡 。 如 有 可 能 , 我 们 可 取 其 2 倍 、3 倍 , 只 
要 不 超过 100。 如 下 表 所 示 。 
从 此 题 命题 、 解 法 看 ， 可 见 中 国 百 鸡 问题 余 绪 未 断 。 我 们 设 
BH. &. BOIE zr, у, z 只 ， 原 题 相 当 于 求 


O “ 数 ” 指 题 给 条 件 中 用 某 些 第 纳 尔 〈 价 格 ) 所 买 鸟 数 ， 显 然 ， 二 者 如 相等 就 无 
须 平 衡 了 . 
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4z 十 二 十 zx 一 100。 四 


从 此 易于 得 到 4z 十 专 ? 一 十 》， 即 15z 一 4y, 其 整数 解 是 z 一 4, у= 
15; z=8, y—30; x—12, y=45; z=16, y=60; z=20, y= 
75。 绪 果 与 原著 附 表 一 致 ， 正 确 而 完整 。 原 著 的 解 鸭 、 麻 省 数 z， 
y 也 正 符合 上 述 代 数 方程 : 
152=4у, 
满足 条 件 吧 加 的 正 整 数 全 是 问题 的 解 。 
此 外 ， 原 题 还 进行 了 深入 探讨 : 


如 果 差 值 间 有 倍数 , 或 有 公约 数 , 那么 应 作 相 应 调整 , 设 3 只 
WS {f 7 第 纳 尔 ，9 只 麻雀 值 2 第 纳 尔 ， 鸡 值 1 BAR. FEAST 
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的 数 (4) 先 乘 以 麻 省 数 (9) 得 36， 这 是 麻雀 只 数 。 再 用 麻 省 的 
价格 (2) R, (88, XERA. RF CO 乘 以 麻雀 数 与 其 价差 
(7) 得 49， 这 是 鸭 所 值 ， 它 的 只 数 是 21。100 KARR F43 只 是 
鸡 。 
我 们 不 难 对 此 题 建立 相应 方程 组 : 
Basa 


了 2 — 
3Z 十 g ?十 z 二 100。 


合并 成 4z 一 二 y， 即 36z 一 21y。 对 于 合并 方程 , 如 果 系 数 间 有 公 


约 数 ， 那 么 原著 还 提出 约 简 的 要 求 ， 

本 题 鸭 数 与 麻 党 数 可 约 中 ,就 取 它 们 的 既 约 值 : 鸭 数 取 7， 麻 
汐 数 取 12。 它 们 的 和 是 19， 而 且 它 们 所 值 也 是 19 第 纳 尔 。100 第 
纳 尔 中 还 余 81 个 ， 可 以 买 81 只 鸡 。 


不 难 想象 ， 在 这 一 思想 指导 下 ， 卡 西 能 获得 一 切 正 整 数 解 
з. 有 五 个 人 。 泽 伊 德 对 阿 姆 尔 说 : 把 你 所 有 的 二 给 我 我 所 


Ф 指 367=21y 中 的 (36, 21) =3. 
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有 是 这 匹 马 所 值 。 阿 姆 尔 对 巴克 尔 说 : 把 你 的 二 给 我 ， 我 所 有 是 
这 匹 马 所 值 。 巴 克 尔 对 哈里 德 说 :把 你 所 有 的 二 给 我 。 哈 里 德 对 


KEE: 把 你 的 二 给 我 瓦 里 德 对 泽 伊 德 说 : 把 你 的 二 给 我 。 这 
时 每 人 所 有 都 是 同一 匹 马 所 值 。 问 : 五 人 所 有 及 马 值 各 是 多 少 ? 

解法 : 用 复原 和 对 消 法 。 设 ” 泽 伊 德 所 有 为 1， 又 马 为 1 物 ， 
则 按照 题 意 ， 解 题 过 程 可 列表 如 下 ， 


得 阿 姆 尔 | 得 巴克 尔 | 得 哈里 德 | Т 
的 < ,就 能 | 的 -二 ,就 能 e 
ЖІ, | RIVE, | KIIR. | Xu, 


2 k 
ДУМ 
LA 


RE 
H 
Fyk 
a 


[8 ~ 
ШШ 
B2, 


m 
Y 
33 


ne چ‎ 
= = 
к=! 
j= 


EHX F F а-у 


= 


这 是 一 道 六 元 齐 次 不 定 线 性 方程 组 。 就 形式 看 ， 它 与 《 九 章 
算术 。 方 程 ) 题 13“ 五 家 五 井 ” 题 完全 相同 , 不 同 的 是 《 九 章 》 有 
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题 有 答 〈 特 解 )， 缺 少 解 题 过 程 。 卡 西 在 此 完整 地 给 出 了 全 过 程 。 
我 们 如 设 五 人 所 有 依次 为 xz， ye Zs и, Us 马 所 值 为 t， 那么 题 意 
要 求解 不 定 方程 组 


4 
T+ yt (D 
3 
ydopzct, Q 
A 
( w ) zd u=t, (3) 
1 
ut pc vc @ 
1 
vr. @ 


原著 所 列表 事实 上 就 是 借助 于 这 五 个 方程 依次 两 两 消 元 。 

GD AOfy- 1:1 —1 1 二， 这 就 是 上 表 第 一 列 的 结 
果 : 阿 姆 尔 所 有 。 

Gi) 把 y 所 值 代入 因 , 得 z 一 2 5—0, 这 是 上 表 第 二 列 的 结 
Ж: 巴克 尔 所 有 。 

Gi) 把 = 所 值 代入 @, 得 w=3 好 :一 5 训 ， 记 在 第 四 列 中 间 ， 
为 哈里 德 所 有 。 

(iv) Жи НАКА), 得 v= 一 26 i—12 ts 记 在 右 列 中 间 ， 
为 瓦 里 德 所 有 。 

1 1 


(у) 把 v АКАСИ х= 1:=82 41-7156 4" 


TEN =]. TRETEA OO 的 一 个 特 解 。 RFA 


得 最 小 正 整数 解 ， 把 它 扩 大 1 974 倍 ， 于 是 得 马 价 3 774， 而 泽 伊 
德 、 阿 姆 尔 、 巴 克 尔 、 哈 里 德 、 瓦 里 德 原 有 财产 依次 有 :1 974， 
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2 250,2 540, 3 085, 3 445, 


入、 优美 解 (As. 4) 


一 一 答 数 正 确 ， 详 尽 无 余 ， 

一 一 解法 是 最 简洁 的 ， 

一 一 对 所 解 题 ， 解 法 及 其 解 〈 根 、 答 数 ) 能 给 出 足够 多 的 拓 
广 ， 

一 一 对 答 数 作出 验证 ， 
那么 解法 称 得 上 优美 解 。 


从 上 引 算 术 、 几 何 、 人 代数、 数论 ， 不 定 分 析 问 题 及 其 解法 中 ， 
我 们 已 看 到 卡 西 在 从 事 优美 解 方面 的 良好 工作 。 下 面 再 选 录 几 则 
有 关 文 献 。 

1， 从 算术 段 题 4“ 三 人 问题 ” 拓 广 到 四 人 问题 。 

四 个 工人 每 月 工资 分 别 是 6，5，4，3 个 第 纳 尔 ， 他 们 合作 一 
А Go 日 )， 要 求 每 人 得 到 相同 报酬 。 问 : 每 人 各 应 工作 几 日 ? 

解法 : 设 第 一 人 工作 日 数 为 1 物 , 则 第 二 、 =. 四 人 工作 日 数 


依次 为 1 1 去 ,2 物 ， 把 它们 相 加 ,得 | 1 十 1 da lo: 
=5 1590—30 日 .1 物 一 5 D, 这 是 第 一 人 工作 日 数 , 其 余 结果 如 
Fe, 


每 个 乘积 除 以 30 后 , 得 商 , 每 一 个 都 等 于 1 XS 


1 
尔 ， 这 是 每 人 所 得 工资 ，|3 
57 


2. 从 算术 有 段 题 5“ 二 物 问题 ”推广 到 三 物 、 多 物 问题 。 

有 三 种 商品 : 第 一 种 10 件 值 1 第 纳 尔 , 第 二 种 15 件 值 1 第 纳 
尔 ， 第 三 种 30 件 值 一 第 纳 尔 。 要 用 1 第 纳 尔 买 数量 相等 的 三 种 商 
m. fH. 能 买 几 件 ? 解法 一 : 求 10，15，30 的 最 小 倍数 ， 得 600， 


分 别 用 三 种 数量 除 , 得 6, 4, 2。 它 们 分 别 除 以 和 (12), BL, F, 


让 。 这 就 是 所 求 1 个 第 纳 尔 中 的 商品 值 。 依 次 除 以 每 种 商品 的 单 


1 1 1 
fr. 10 15’ 30? 都 得 5 (F). 

当 商 品 数 大 于 4 种 时 ， 用 同一 方法 可 解 。 

解法 二 : 问题 可 归结 为 : 要 分 1 第 纳 尔 为 三 部 分 : 第 一 部 分 乘 


以 10， 第 二 、 三 部 分 分 别 乘 以 15，30， 所 得 乘积 都 相等 ， 该 怎样 
分 ? 设 所 分 第 一 部 分 为 1 物 , 则 第 二 部 分 为 二 物 , 余下 第 三 部 分 是 


@ 原著 误 为 60. 
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1 第 纳 尔 少 1 物 又 3 物 。 第 一 部 分 乘 以 10, 第 二 部 分 乘 以 15, 都 得 
104; 而 第 三 部 分 乘 以 30， 得 30 第 纳 尔 少 50 物 。 它 等 于 前 面 二 
乘积 之 一 ， 即 10 物 。 经 过 复原 和 对 消 , 得 : 30 第 纳 尔 等 于 60 物 。 
做 除法 ， 得 广 一 第 一 部 分 第 纳 尔 数 ， 它 的 宇 是 二 一 第 二 部 分 


第 纳 尔 数 。 余 下 第 三 部 分 一 地。 

显 见 卡 西 改 用 代数 分 法 获 解 

(1) 102=15х22=30|1— 52) , 

Gi) 10r=30— 502x, 

Gii) z= 

3. 代数 段 题 5“ 工 作 3 Н” 改换 为 工作 7 日 新 设 题 ; ЖАЯТ. 
资 为 10 第 纳 尔 加 1 连衣裙 。 此 人 工作 7 Н, 工资 得 1 连衣裙 。 问 
连衣裙 值 多 少 ? 

解法 : БЕКИНИН І 物 ， 那 么 月 工资 为 10 第 纳 尔 加 1 物 。 它 
与 月 日 数 之 比 等 于 物 与 工作 日 数 之 比 9。 经 整理 、 复 原 和 对 消 得 : 


70 第 纳 尔 等 于 23 物 。 做 除法 ， 得 所 求 连衣裙 值 LBNR. 
验证 : 连衣裙 值 加 10， 得 月 工资 13 zz RAT, MEH HH, 


得 91 交 。 除 以 月 的 日 数 ， 得 商 3 二， 等 于 连衣裙 值 。 

4. 几何 段 题 4 的 代数 解法 。 

用 复原 和 对 消 方法 解 . KDC 为 1 物 (图 5. 2. 22), WAAC 的 
平方 是 物 的 平方 又 4，AB 是 24C。 TE AB 的 平方 是 4C 平方 的 4 
倍 ， 即 4 平方 等 于 4 物 的 平方 又 16。BD 是 18 1 物 , 它 的 平方 


Ф (0 十 物 ) :30= 物 :7 
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是 324 又 物 的 平方 少 36 物 。 与 AD 的 平方 相 加 ， 得 328 又 物 的 平 
方 少 36 物 。 它 等 于 4 物 平 方 又 16。 经 复原 和 对 消 , 18312=3 WF 
7-36 物 ， 以 3 相约 ， 得 104 二 物 平方 十 12 物 ， 取 物 数 一 半 平 方 
得 36， 把 它 加 到 数 上 ， 得 140。 取 其 平方 根 ， 得 11 又 十 分 之 832。 
从 它 减 去 物 数 ， 得 5 又 十 分 之 832。 这 就 是 要 求 的 DC. 

这 种 代数 解法 比 原先 几何 解法 要 简捷 得 多 。 
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第 7. Ж 
Ж 06 3 18 世纪 ) 
概 说 


本 编 覆盖 空间 辽阔 、 时 间 久 远 ， 它 承前启后 ， 对 近 、 现 代数 
学 发 展 关系 直接 、 重 要 。 我 们 选 录 有 关 文 献 ， 分 三 章 。 
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公元 5 世纪 下 半 叶 罗马 帝国 覆亡 ， 欧 洲 学 术 研 究 进入 黑暗 时 
fV, E 14—15 世纪 。 在 这 漫长 干 年 岁月 , 希腊 旧 学 的 研究 者 已 
少 如 凤毛麟角 。 当时 基督 教会 势力 遍及 各 地 , 为 宗教 宣传 需要 , 也 
建立 过 许多 教会 学 校 , 讲授 一 些 数 学 知识 。 社会 虽 经 千年 禁 钢 , 中 
料 还 记 有 知名 数学 学 者 : 罗马 宗室 后 毅 A. M. S. Boethius (475 一 
526)， 英 国 Alcuin《〈730 一 804), 法 国 Gerbert (950—1003), 英国 
Adelard (1090—1150), 意大利 斐 波 那 契 (L. Fibonacci, 291170— 
1240 后 ) 等 人 。 他 们 从 事 数 学 学 术 活 动 ， 且 有 数学 专著 传世 。 

12 世纪 以 后 欧洲 兴办 大 学 成 风 ， 当 今 著 名 大 学 都 获 基 于 此 。 
牛津 大 学 (0186 +), 巴黎 大 学 (1200 Æ), 剑桥 大 学 (214 4E) 
维也纳 大 学 (1365 F) 等 等 。 当时 大 学 课程 的 安排 , 在 修 完 文法 、 
逻辑 、 修 辞 学 后 ,以 Boethius 数学 讲稿 , 欧 几 里 得 《原本 》、 Ptolemy 
《大 汇编 》 作 为 哲学 以 及 神学 的 预备 课程 .从 这 个 时 代 遗 下 的 数学 
作品 以 及 数学 教学 、 研 究 活 动 深度 、 广 度 看 ， 已 大 大 不 如 往日 希 
腊 。 举 例 说 ， 当 时 学 生 把 《原本 》 卷 1 命题 5“ 等 腰 三 角形 底 角 相 
等 ” 称 为 pons asinorum. (笨蛋 的 难关 ), WAER. AFIA E 
征 中 世纪 欧洲 数学 水 平 ， 特 别 是 前 期 ， 比 其 前 、 后 、 左 、 右 各 民 
族 的 工作 都 黯然 失色 。 

本 章 分 三 节 ， 分 述 知名 数学 学 者 的 工作 。 


ж-т "bud 


罗马 帝国 在 公元 395 年 分 为 东西 两 部 ， 东 罗马 以 巴尔 干 半岛 
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为 中 心 , 属地 包括 小 亚细亚 , 北非 ERR), 西亚 ( 含 两 河流 域 ， 
高 加 索 地 区 )。 首都 君 土 坦 丁 堡 是 当年 希腊 移民 城市 拜占庭 ,所 以 
史 称 东 罗 马 为 拜占庭 帝国 。 当 西 罗马 帝国 476 年 覆亡 后 , 拜占庭 帝 
国 与 西 钦 法兰克 王国 并 岩 东 西 . Anastasius (491—518 年 在 位 ) 和 
Justini (Æ J Æ 518—527 ED) 是 历史 上 著名 皇帝 ， 企 图 西 征 
法 兰 克 王国 ， 恢 复 旧 日 罗马 帝国 版 图 ， 但 以 失败 告终 。 拜 占 庭 帝 
国 时 期 世俗 文化 得 到 很 好 发 展 。 著 名 数学 家 Proclus (410—485) Вр 
生活 在 拜占庭 世界 ， 他 曾 为 欧 几 里 得 《原本 》 作 注 ， 为 古 希 腊 数 
学 家 作出 颇 有 价值 的 传记 . Metrodorus S. Anania, M. Planudes, 
М. Moschopoulos 都 是 拜占庭 学 者 ， 有 数学 专著 。 


—, Metrodorus 

Metrodorus 生活 在 公元 5, 6 世纪 之 交 , 是 当时 重要 典籍 《和 希 
TE EL) (Greek Anthology) 的 主要 作者 2。 他 从 希腊 、 罗 马 民间 
传 疼 中 采集 数学 问题 146 ДІ, AA CRF) 第 14 FE. ЖЕЛДЕ 
谢 晓 芬 硕士 从 美国 寄 来 W. Р. Paton (The Greek Anthology, 
Cambridge, 1923 年 希腊 文 、 英 文 对 照 本 选 译 ， 

问题 

(HERE) Я 

1. Polycrates 发 问 : 毕 达 可 拉 斯 ， 请 回答 ,你 屋 里 正在 斗智 
的 人 有 多 少 ? 毕 达 哥 拉 斯 答 道 , Polycrates ， 半 数 从 事 文 学 MA 
之 一 研习 哲学 ， 七 分 之 一 在 沉思 着 。 其 余 三 人 是 妇女 。 

f. 28 (14 十 7 十 4 十 3)。 

2， 我 ，Pallas， 是 金 钴 成 。 金 子 是 诗人 们 人 馈赠 的 。Charisius 
给 半数 , Thespis 八 分 之 一 , Solon 十 分 之 一 , Themison 二 十 分 之 


(D HG. vol. 2, pp. 442—443. 
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一 ， 其 余 9 KOO 是 Aristodicus 捐献 的 。 

fff: 40 (20 十 5 十 4 十 2 十 9)。 

3. Cypris 问 Love :“ 我 的 孩子 ， 你 有 什么 不 称心 的 事 ?” 孩 子 
回答 : “音乐 之 神 把 我 从 Helicon 带 回 的 苹果 不 公平 地 分 给 他 们 : 
chio 五 分 之 一 ，Euterpe 十 二 分 之 一 ，Thalia 八 分 之 一 。 
Melpomene 取 走 二 十 分 之 一 ，Terpsichore 四 分 之 一 ，Erato 七 分 
2. — , Polyhymnia 从 我 这 里 抢 走 30 个 ,Uranial20 个 ,Calliope300 
个 。 因 此 使 我 几乎 两 手 空空 回 家 ， 只 带 回 女神 给 我 的 50 个 苹果 。 

解 : 3 360 (672 十 280 十 420 十 168 十 840 十 480 十 30 十 120 十 
300 十 50)。 

4. Heracles [8] Augeas 提出 清点 牲口 只 数 .Augeas Ж. 朋友 ， 
在 Alpheius 溪 旁 有 一 半 牲 口 , 八 分 之 一 在 Cronos Л ЕШ, 十 二 
分 之 一 还 离 Taraxippus 城 之 外 ， 二 十 分 之 一 Elis ЖЕТЕ, R 
还 把 三 十 分 之 一 留 给 Arcadia， 你 看 到 还 留 下 50 只 牲口 在 这 里 。 

解 : 240 (120 十 30 十 20 十 12 十 8 十 50)。 

т. 我 是 喷 水 铜 狮 。 我 的 双眼 、 右 掌 和 嘴巴 都 是 喷 水 口 。 右 眼 
2 日 注 满 水 池 ， 左 眼 3 日 注 满 水 池 ， 右 掌 4 日 注 满 水 池 ， BEE 6 时 
REKE. WEFR: 四 个 喷 水 口 同时 开放 ， 多 少时 间 注 满 水 
池 ? 


fg. 3 зро, 
12. Croesus 把 共 重 6 米 奈 的 金属 铸 碗 ， 要 求 每 个 较 另 一 个 重 
1 fru, 


解 ， 第 一 个 重 97 RRD, RREN., 


(D K£ (taent) 重 约 等 于 75 RB. 
® 1 时辰 =2 小 时 , 
© Ж тіпае, ЭЖ 5 drahma 都 是 重量 单位 ，1 米 奈 二 100 ЖУ. 
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14. 我 希望 两 个 儿子 接受 1 000 钱币 遗产 , ЖН p EIS Н. 
分 之 一 超出 度 出 子 四 分 之 一 10 元 钱币 。 问 ， 各 分 得 多 少 ? 


了 2 
ff. 577; 422. 


48. 欢乐 三 神 各 携带 一 篮 蔷 果 。 每 篮 苹果 数 相 等 。 音 乐 九 神 
遇见 三 神 ， 要 求 吃 苹果 ， 三 神 给 她 们 革 果 。 结 果 十 二 神 所 有 苹果 
数 各 相等 。 告 诉 我 三 神 原 有 多 少 苹果 ? 她 该 怎样 把 苹果 分 给 九 神 ? 

Ж: 欢乐 三 神 三 只 蔷 果 复原 来 各 装 4 个 蕴 果 , EUER UB 
3 个 给 音乐 九 神 。 任 何 12 的 倍数 都 是 解答 。 

有 是 两 所 有 以 及 甲 所 有 的 三 分 之 一 ， 丙 : 我 有 10 米 奈 以 及 乙 所 有 
的 三 分 之 一 。 

f. 四 有 45， 乙 有 37 2, 两 有 22 TX. 

116. 俊俏 的 姑娘 把 胡桃 分 给 众人 : Melission 取 七 分 之 二 ， 
Titan 十 二 分 之 一 ,Astyoche, Philinina 各 取 六 分 之 一 ,三 分 之 一 。 
Thetis 抓 走 20 个 , Thisbe12 个 , Glauce HERIR 25611 TEF., 
姑娘 自己 只 取 余 下 的 1 个 。 

fi. 336 (96 十 28 十 56 十 112 十 20 十 12 十 11 十 1)。 

118. Myrto 一 次 采摘 苹果 分 给 她 的 朋友 ， 给 Chrysis 五 分 之 
一 ，Horo 四 分 之 一 ,Psamathe 十 九 分 之 一 , Cleopatra 十 分 之 一 。 
她 呈献 20 ARA Parthenope, 12 个 给 Evadne ,给 自已 只 留 下 120 
个 。 

A. 380 (76 十 95 十 20 十 38 十 19 十 12 十 120) 。 

121. 某 人 从 罗马 旅行 到 目的 地 Tarpe。 他 从 罗马 到 Cadiz 走 完 
全 程 六 分 之 一 ,然后 又 走 全 程 五 分 之 一 到 Pylades ,再 走 八 分 之 一 
又 十 分 之 一 的 十 二 分 之 一 至 Pyrenees。 从 此 到 阿尔 摆 斯 又 走 了 全 
程 四 分 之 一 。 然 后 从 意大利 出 境 到 Po。 又 走 全 程 十 二 分 之 一 。 他 
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又 走 了 2 500 HIJA EO FA B HI. 

解 : 全 程 15 000 司 塔 特 。 

126. 丢 番 图 长 眠 于 此 。 MARSIN. 墓志 铭 告知 后 人 哲人 
iih. 上 帝 赋予 其 中 二 为 童年 , 古 为 少年 。 再度 过 其 十 成婚。5 年 


后 生子 。 子 先 于 其 父 4 年 早 逝 , 年 龄 是 父亲 享年 的 六 。 问 , REE 
活 了 几 岁 ? 

Ж. 他 童年 14, 少年 7，33 岁 结婚 ，38 岁 时 得 子 。 子 年 42 岁 
逝世 。 丢 番 图 享年 84。( 图 版 6.1. 1 Z Paton 本 题 希 腊 文书 影 。) 


OvVros тог Aio$avrov Eye: тафос" ü uéya Qabua' 
кай tápos єк Téxuns рётра Bioro Xéyet, 

ёктту koupiteiw Biorov Beos Wmrace polov 
дшбекатть» 5 ЄтїӨєї, pha mópev yvoáeur 

тӯ 9 ар єф ¿BŠondrn тд туашуумор yaro péyyos, 
ёк $ yápwv тёнттө mais rmévevoev ёте. 

atat, таћалуєто» SecAdv тёко$, }шигтуә татроѕ 
Trolde xal 7 kpvepós uérpov éxàv Brbrov. 

тёбос $ av mio Upea os mapsryopéor dytavrots 
ze rócov софі тёри’ ¿mépnce Blov. 

图 版 6.1.1 


128. 为 了 分 父亲 的 5 太 仑 遗产 , 哥哥 对 我 如 此 粗暴 。 可 怜 我 
得 到 的 只 有 他 的 十 一 分 之 七 的 五 分 之 一 。 


解 : 哥哥 得 4 KB, 338 O. 


O 司 塔 特 (stade》 长 度 单位 ，1 司 塔 特 相当 于 二 英里 . 
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129. 一 船 航行 在 亚 得 里 亚 海湾 上 , 旅行 者 问 船 长 ; 我 们 还 得 
航行 多 少 路 程 ? 船 长 答 道 ; 克 里 地 到 西西 里 海峡 间 有 6 000 司 塔 特 ， 
我 们 已 航行 它 的 五 分 之 二 的 2 倍 。 


#: 已 航行 3 333 FELIS 还 要 航行 2 666 fH. 
131， 你 每 天 纺 重 1 米 奈 羊毛 毛线 ， 你 大 女儿 纺 1 KR, А 
“女儿 六 米 奈 。 你 们 三 人 共 纺 重 1 米 奈 羊毛 ， 各 人 需要 多 少时 间 ? 


н. BEGE, х. NOL& Sg, SH. 

133. PW PRA HERA. EF MIR1 EH FH, mr 
2 HRB, Achelous 以 角 注 水 ，3 HRS. H: 三 神 同 注 ， 多 少时 
间 满 碗 ? 

ж. SH. 

136. 中 管 开放 4 个 时 辰 满 池 , 右 管 开放 要 多 4 个 时 辰 满 池 , 左 
管 开 放 要 2 倍 时 间 才 满 池 。 如 果 你 把 三 管 同 时 开放 , 将 在 较 短 时 间 
Чій. 

HEELS 

138. Nicarete 5E 5 个 周 龄 人 游戏 。 他 把 所 有 硬 果 三 分 之 一 给 
cleis ， 四 分 之 一 给 Sappho, 五 分 之 一 给 Aristodice, 二 十 分 之 一 又 
十 二 分 之 一 给 Theano, 二 十 四 分 之 一 给 philinnis. Nicarete 自己 留 
下 50 个 。 

f. 她 有 1 200 AER (400 十 300 十 240 十 160 十 50 十 50)。 

139. Diodorus, ， 制 作 日 攻 的 高 手 。 请 告诉 我 , 太阳 那 黄金 之 
轮 从 东方 到 西方 的 时 间 。 他 巡 行 的 白 己 是 沉 入 西方 大 洋 黑 夜 时 间 
的 五 分 之 三 的 四 倍 


M: ELDER, SEX ан. 
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141. ВЕЛЕ: ВЕТКЕ FF RFRA, 这 是 白天 。 Ж 
子 生 时 到 太阳 下 山 的 时 间 是 生 时 的 七 分 之 二 的 六 倍 。 

Е. 4 ]5 时 辰 〈 从 太阳 露出 地 平 起 算 )。 

142. Arise, 现在 是 在 早晨 。 已 过 去 的 时 间 是 白天 余下 时 间 的 
八 分 之 三 的 五 分 之 一 。 交 问 : 现在 是 什么 时 刻 了 ? 

解 ，43 时 搬 〈 从 太阳 露出 地 平 起 算 ) 。 

143. 哥哥 带 回 爸爸 的 遗产 5 太 仑 。 他 给 我 分 得 的 三 分 之 二 的 
两 倍 。 给 妈妈 我 所 得 的 八 分 之 二 。 

解 哥哥 得 1 了 太仓， 弟弟 2 жб, BB1 K. 

145. FH: 给 我 10 XR, 我 所 有 是 你 所 有 的 3 倍 。 乙 : WER 
得 到 你 同样 米 奈 数 ， 我 所 有 是 你 所 有 的 5 (Ë. 

ЖЕ. 8152, Z182. 

146. F: 给 我 2 米 奈 ， 我 所 有 是 你 的 2 倍 。 乙 ， 你 给 我 同样 
个 数 米 奈 ， 我 所 有 是 你 的 4 售 。 

5 6 

5. H3 > 乙 47。 

分 类 述评 

上 文选 录 《 航 言 》 算 题 共 二 十 六 则 中 , 全 系 算 术 应 用 题 。 按照 
本 《大 系 》 第 二 卷 分 类 法 可 厘 分 五 类 : GANAS) 

四 则 运算 (48, 129, 139, 141, 142) 

余数 问题 (1, 2, 3, 4, 116, 118, 121, 126, 138) 

互 给 问题 (51, 145, 146) 

合作 问题 (131，133，136) 

比例 问题 (11，12，14，49，128，143) 


O 本 《大 系 》 第 二 卷 第 四 编 已 选 的 ， 在 此 不 重复 ,读者 可 查阅 参考 . 
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(EK E ) 是 当年 肥 炙 人 口 之 作 , 但 比较 同时 中 算 、 印 算数 学 专 
ERABE: 其 一 、 同 一 题材 , 同 语 反 复 太 多 。 其 二 、 所 谓 解法 ， 
实 为 答 数 ， 未 及 解 题 之 所 以 然 。 此 外 某 些 问 题 构思 、 结 构 ， 似 曾 
相识 ,与 中 算 、 印 算 酷 似 ， 其 间 渊 源 关 系 值得 我 们 探索 。 


—. S. Anania 

Shiratatsi Anania (27 620—685) 生 于 亚美尼亚 的 Shiraka 
Van， 后 称 Ani， 地 处 黑海 东 岸 。 他 是 希腊 数学 的 继承 者 ， 当 年 在 
当地 教会 学 校 受 教育 ， 后 在 天 文 、 数 学 、 地 理 、 历 史 等 学 科 俱 有 
成 果 。 他 的 数学 手稿 《算术 》 等 在 11~ 一 17 世纪 广泛 流传 于 俄罗斯 、 
意大利 、 英 国 、 奥 地 利 等 国 。 亚 美 尼 亚 当 时 是 拜占庭 殖民 地 。 从 
算 题 中 可 见 他 与 Metrodorus 一 样 ， 以 水 管 流水 入 池 为 题 、 反 映 罗 
马 建 筑 在 浴场 、 园 林 中 这 一 常见 的 工程 设备 。 

Anania (ХЖ) HAAI 


11. 某 商人 经 过 三 城 。 甲 城 向 他 征 税 ， 征 他 所 带 财产 的 二 又 


可， 乙 城 征 他 剩余 财产 的 广 又 二 ,两 城 又 征 他 剩余 财产 的 土 又 二 。 


三 次 纳税 后 ， 他 还 剩 11 个 钱币 。 问 : 他 原 有 财产 多 少 ? 

答 数 ，2 376 钱币 。 

22. 国王 生日 把 容量 为 100 ВЈ, ЭУ (1，2，3，…，9， 
10 分 赐 十 个 大 臣 。 问 : 每 人 分 得 多 少 ? 


9 4,7 .. 8 —. 
答 数 : 11. 31D ‚ 12 77, 


BH Е GE ELE — ЛАВ А НВ : 2, 
第 二 人 对 第 三 人 是 2 : 3, HODIE. BAS EEO, =, 


Q M. Дспман, ИЗ истории математики, pp. 16--18, Jlerru3, 1950. 
Q 这 里 用 单位 分 数 记 分 数 . 
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第 七 人 得 12 11111 


2 1022303355° 
24. 雅典 城 里 有 个 水 池 , 用 三 条 渠道 引水 。 开 甲 渠 1 小 时 满 池 ; 


乙 汇 2 小 时 ; AR З 小 时 满 池 。 问 ; 三 渠 同 开 ， 多 少时 间 满 池 ? 


答 数 ， 1 小 时 。 


=. M. Planudes? 

Planudes & Nicomedia f 4H, #15 RE Andronicus 二 世 派 他 在 
威尼斯 当 使 者 (1260—1310) 他 曾 为 Diophantus《 算 术 》 作 注 。 此 
外 : 


平方 根 近 似 值 取 \/a 十 5 一 < 十 世 ， 有 例 说 


2 
1. У18=4+-57, 
Ji 890 196 780 — 246 
2. V1 690 196 789—41 112 55 55. 
给 出 二 算 题 及 解 


1. 老人 临终 泪 咽 ， 把 一 笔 现金 平均 分 配给 儿子 们 。 他 说 ， 
“长 子 得 1 个 钱币 及 余数 的 七 分 之 一 , 次 子 得 2 个 钱币 及 余数 的 七 
分 之 一 。 二子 得 3 个 钱币 及 余数 的 七 分 之 一 ”说 完 此 话 ， 他 就 离 
FAH. H: 他 有 多 少 现金 ， 有 多 少儿 子 ? 

解法 : 设 那 笔 现金 有 z 个 钱币 , 从 长 子 及 次 子 可 立方 程 , 那么 


1+4 (-D =2+}| z- 14742 |, (ж) 
#18 == (n 一 1)*?， 因 此 一 1 个 儿子 ， 每 人 得 n 一 1 个 钱币 。 


这 是 Heath 对 本 题 的 描述 , ЖЇН Ж MRE: 题 中 那个 7 与 
n 的 关系 不 明确 。 我 们 认为 应 该 分 三 方面 理解 。 


© HG., vol. 2, pp. 546—549 
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其 一 : 先 求 本 题 的 解 。 设 老人 的 遗产 有 z 个 钱币 , 每 个 儿子 都 
分 到 y 个 钱币 。 那 么 题 意 是 要 解 方程 组 

у=1++ а=) =2+1[|<— [14 GD 2) =- 
其 中 任意 二 代数 式 都 相等 ， 不 妨 取 长 子 、 次 子 所 得 立方 程 ， 
1+2 a-D22-l|z-[1-1 (2—1) +2) |. BS х= 36, 


那么 y= 二 6， 而 儿子 个 数 为 36 二 6 二 6。 

其 二 : Planudes 的 分 法 有 不 寻常 的 效应 。 不 论 余 数 取 几 (n) 
分 之 一 ， 每 个 儿子 所 得 都 相等 ， 即 : 二 。 这 就 是 Heath 所 立方 
E O), 说 明 在 一 般 情况 下 ， 所 立方 程 组 中 的 任意 二 代数 式 都 相 
等 。Planudes 所 设 题 仅 是 一 特例 : n—7, 所 以 z= 二 36, y= 二 6。 另 一 
特例 后 来 又 出 现在 L，Euler 的 专著 中 中。 

其 三 : 本 题 还 可 以 推广 : 长 子 得 a 个 钱币 及 余数 的 分 之 一 。 
次 子 得 2а 个 钱币 及 余数 的 ”分 之 一 。 三 子 得 3a 个 钱币 及 余数 的 n 
分 之 一 。…… 依 此 类 推 , 老人 的 遗产 也 会 平均 分 配给 所 有 儿子 ,我 
们 如 设 遗 产 有 z 个 钱币 ,老人 有 zp 个 儿子 那么 他 们 以 长 纺 为 序 , 依 
次 得 : 


a 十 二 (х—а), 224-1. (x— y— 2а), 3a 十 二 (z=—2y—3a), 
Ue (=D aL سي‎ (р—2) у— (р—1) а), pat T ي‎ 
(p—1) y— pa). 

据 题 意 ， 最 小 的 儿子 分 得 遗产 后 ， 应 无 余数 ， 因 此 

х—(р—1)у—ра=0„ (x ж) 

由 于 题 意 要 求 每 个 儿子 所 得 相等 , 设 为 y, 可 以 建立 含 p 个 方 


O 本 编 第 三 章 第 六 节 ， 二 、 趣 味 数 学 ，Euler ZU 
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程 的 方程 组 : y=a+ + (r—a) 一 2o 十 一 (r—y— 2а) =.= ра, 
(ж ж ж) 
综合 (x ж), (жж ж) 解 得 
x= (п—1)а, у= (一 1)a， 思 一 7 一 1。 
因此 Planudes, Euler 所 命题 都 是 此 一 般 情况 的 特例 。 只 要 n, a 是 
EN. UBI. y. p 总 是 整数 。 

2. 已 给 两 长 方形 有 相同 周 长 , 而 其 中 一 个 的 面积 是 另 一 个 的 
nf. 19]. 二 者 边 长 是 多 少 ? 

答 数 ， 其 中 一 个 边 长 nw 一 1，n; 一 n?; 另 一 个 边 长 n 一 1]，n: 一 
n, Planudes 认为 他 的 的 答案 正确 无 误 。 但 不 知道 他 怎样 获得 这 些 
解 。 

Eg. M. Moschopoulos? 

Moschopoulos 生 在 13，14 址 纪 之 交 ， 他 是 Plunudes 的 学 生 
和 朋友 。 他 博 闻 强 记 ， 有 幻 方 专著 传世 。 对 于 偶数 阶 〈 含 偶偶 数 
以 及 奇偶 数 ) 幻 方 构造 法 有 创见 。 后 来 P. de la Hire (1640—1718, 
ЖЕ) 在 《法 国 皇家 科学 院 院 报 》 介 绍 (1705)， 并 用 法 文 译 出 ， 
在 德国 出 版 .2 

他 还 继 11—12 世纪 印度 看 那 教 人 之 后 ， 另 构造 一 完美 幻 方 
(图 6.1.1) 他 用 0，1，2，…，15 #0, 显然 它 与 用 1 起 十 六 个 
自然 数 间 义 。 

他 还 首创 立体 幻 方 一 一 大 立方 体内 含 小 立方 体 ,( 图 6. 1. 2) 在 
它们 每 个 角 顶 上 填 记 0 至 15 共 十 六 个 数 。 其 性 质 是 : 大 小 立方 体 
共 十 二 个 面 上 各 有 四 个 数 ， 立 方 体内 部 合同 的 十 二 个 梯形 的 顶点 
也 各 有 四 个 数 。 这 二 十 四 组 数 各 自 的 和 ， 全 都 等 于 30。 


D 见 本 编 第 三 童 第 六 节 ， 二 Euer 名 题 . 
@ HG., vol. 2, р. 550. 
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五 、N. Oresme 

Nicole Oresme (2J1320—1382) 法 国 数学 家 ， 曾 任教 会 大 主 
教 ， 有 几 种 数学 专著 传世 。 其 中 《 欧 几 里 得 几何 问题 》 中 讨论 调 
和 级 数 : 


+++ 
他 证 明 级 数 发 散 。 他 以 一 个 每 项 都 较 小 的 级 数 比较 ， 与 今日 数学 
分 析 教 科 书 所 说 相同 ， 此 即 
1,1 1, 1 1, l l 1 
rtt b 
l l 111... 
一 2 十 7 十 7 十 7 十 
后 者 发 散 ， 因 此 断言 调和 级 数 发 散 。 
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第 二 节 Alcuin? 


经 过 两 个 多 世纪 内 忧 外 患 ， 罗 马 帝 国 在 奴隶 、 贫 民 和 外 族 侵 
凌 冲击 下 最 后 覆亡 , 不列颠 岛 上 罗马 驻军 在 5 世纪 初 就 开始 向 欧 
洲 大 陆 撤 退 。 英 裔 主要 组 成 部 分 盘 格 鲁 撒克逊 民族 自 5 世纪 中 叶 
起 就 从 北海 沿岸 进入 不 列 颠 岛 东部 。 公 元 8 世纪 以 后 欧洲 大 陆 及 
英伦 三 岛 属于 法 兰 克 王国 , 由 查理 大 帝 统治 。 当 时 已 是 封建 社会 ， 
从 封建 采 邑 制 进一步 发 展 为 封建 庄园 制 。 国 王 和 诸侯 都 有 许多 庄 
bd. 查理 大 帝 (768—814 年 ) 统治 时 期 ， 史 称 加 洛 林 时 代 @@。 当 时 
王国 分 18 BB, 委派 伯 忆 级 诸侯 分 治 .当时 查理 大 帝 奖 励 学术 文 化 ， 
有 加 洛 林 王朝 文艺 复兴 盛誉 。 

Alcuin (23756—804) 生 于 法 兰 克 王朝 约克 郡 , 学 于 罗马 。 他 
是 英国 僧侣 ， 曾 任 宫廷 大 主教 。 参 加 巴黎 大 学 前 身 组 建 工作 ， 自 
任 算 术 教授 。 他 编写 过 算术 、 几 何 、 天 文 等 专著 ， 成 为 当时 教会 
学 校 标准 教科 书 达 数 世 纪 之 久 ， 但 内 容 较 浅 。 如 几何 一 书 仅 录 
(Ж) 221,2 及 4 某 些 浅 近 命 题 ， 而 《 益 智 题 集 》 最 为 脸 灾 人 口 
ZE, 在 欧洲 广泛 流传 。 他 宣扬 世俗 文化 , 与 教廷 学 说 不 相 协调 。 
在 他 影响 下 ， 法兰克 王国 各 地 创办 学 校 。Alcuin 为 普及 数学 教育 
作出 重要 贡献 ,《 益 智 题 集 》 (Propositiones ad Acuendos Iuvenes) 
为 有 关 专 著 中 的 代表 作 。 在 此 我 们 选 录 其 主要 部 分 ， 并 为 比较 、 


OD 笔者 在 澳大利亚 墨尔本 Monash 大 学 工作 期 间 (1994 一 1995)， 在 该 校 Hargrave 
图 书馆 读书 ，P.L. Butzer 5j D. Lohrmann 编 《 加 洛 林 时 代 东 西方 文化 中 的 科学 》 
(Science in Western and Eastern Civilization in Carolingian Times, Birkhauser Verlag 
Basel, 1993) 收 有 拉丁 文 Alcuin《 益 智 题 集 》 全 文 , HM. Folkerts 译 为 德 文 并 有 评注 ， 
此 节 内 容 笔者 据 以 译 述 . 

® 加 洛 林 (Carolus, MT) 是 查理 大 帝 的 拉丁 文 名 号 ， 
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一 、《 益 智 题 集 》 计 量 制 度 
长 度 


1 英寸 一 耳 英 尺 ，1 英尺 约 30 厘米 
1 步 =5 ЖЛ, 约 1.5 米 


1 杖 = 二 10 英尺 

1 X8 —1 50025, £32.25 公里 

面积 

1 英亩 二 (12 )°=144 方 杖 ， 约 1 300 平方 米 
容量 


1 Ær (sextarin) Al 

1 SHE (merus) —3 ЖД 

1 莫 第 斯 (modies) =1 吹 弗 尔 (scheffel) 
—24 塞 克 斯 ， 约 12 + 

1 5198—18 塞 克 斯 

1 € Tj —3 莫 第 斯 王 36 Я 

重量 及 钱币 

1 第 纳 尔 (denarius) 

1 先 令 二 12 第 纳 尔 

1 8 —20 先 令 或 12 英两 或 72 沙 立 第 

1 太 仑 =75 FÉ 


=. (EPER) FE (原著 1~53 题 ， 题 前 有 题名 ) 

1. WA FEE 

蜗牛 应 燕子 之 邀 赴 宣 ， 宴 会 在 一 英里 外 。 蜗 和 牛 每 日 只 能 疏 行 
1 英寸 。 问 : 它 为 赴 宴 要 爬行 几 日 ? 

Ж. 138 —1 500 № —7 500 英尺 二 90 000 英寸 ， 多 少 英寸 
就 需 多 少 日 ， 这 就 是 246 #Е210 Н 
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2. 甲乙 同行 

甲乙 两 人 同行 至 一 处 , 甲 对 乙 说 : 我 离 你 距离 的 2 fi, 折 半 又 
折 半 ,， 折 半 、 折 半 再 折 半 加 上 1。[ 四 者 ] 和 是 100。 你 说 ， 我 离 你 
4 x? 

ft. 两 人 相距 36。 两 倍 是 72， 折 半 又 折 半 是 18， 再 折 半 是 9。 
72, 18, 9 再 加 上 1 是 100。 

3. TASE 

两 旅行 者 看 到 一 群 鸡 。 他 俩 互 语 ， 有 多 少 只 ? 你 算 算 看 ! 5 
数 加 鸟 数 再 加 鸟 数 , 三 次 和 加 鸟 数 之 半 , 再 加 2 只 ,它们 是 100 Н, 
它们 有 和 多少? 

解 : 28 只 。 三 次 相 加 得 84， 加 鸟 数 之 半 14 H, 再 加 2 R, Æ 
100 只 。 

4 人 与 笋 马 

某 人 看 见 牧场 上 一 群 马 。 他 想 : 马 数 加 倍 ， 再 加 马 数 之 半 则 
是 100 匹 。 问 : 牧场 上 有 多 少 匹 马 ? 

fi. 40 匹 。 加 倍 是 80 匹 ， 再 加 马 数 之 半 是 100 UE. 

5. E fF KH 

某 人 说 :我 有 100 第 纳 尔 买 100 只 猪 . 其 中 公 猪 10 第 纳 尔 1 Н, 
母 猪 5 第 纳 尔 1 R. 小 猪 1 第 纳 尔 2 Н. 你 讲 : 他 买 了 多 少 只 公 猪 、 
母 猪 和 小 猪 ? 两 个 100， 不 能 多 、 也 不 能 少 。 

ft. 9 只 母 猪 、1 只 公 猪 花 了 55 第 纳 尔 ，80 个 小 猪 花 了 40 第 
纳 尔 , 它们 的 总 和 是 90 只 猪 。 余下 5 第 纳 尔 买 10 只 小 猪 。 这 样 就 
满足 两 个 100 的 假设 数 。 

6. 合 款 买 猪 

两 商人 合 款 100 第 纳 尔 买 猪 , 每 5 只 值 2 第 纳 尔 。 原 来 打算 养 
肥 后 出 售 ， 后 来 又 改变 主意 : PRAZE, VIRARE, BEA 
还 在 每 5 只 2 第 纳 尔 左右 。 两 人 商量 把 猪 分 成 次 、 优 2 HE, 每 群 猪 
的 单价 根据 质量 次 、 优 来 定 。 全 部 出 售后 , 两 人 还 有 微利 可 图 .请 
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间 ， 他 们 怎样 把 猪 分 群 ， 又 怎样 论 质 定价 ? 

f. 把 250 只 猪 按 次 、 优 等 分 成 相等 数量 两 群 : 每 群 125 Н. 
质 次 猪 3 只 值 1 第 纳 尔 ， 质 优 猪 2 只 值 1 第 纳 尔 。 这 样 质 次 的 120 
只 猪 值 40 第 纳 尔 , 质 优 的 120 只 猪 值 60 第 纳 尔 。 每 群 余下 的 5 只 
HET, 2, JA < 第 纳 尔 ， 这 是 两 商人 的 赢 余 。 

7. 合金 分 重 

有 一 天 平 秤 ， 称 由 金 、 银 、 铜 、 锡 合金 块 ， 计 重 30 FF, Bil600 
先 令 。 合 金 中 已 知 银 重 是 金 的 3 f, 铀 是 银 的 3 倍 , 锡 是 铜 的 3 倍 。 
HH: 合金 含 四 种 金属 各 是 多 少 ? 

解 : 金 重 9 英两 。 银 重 9 英两 的 3 倍 ，2 磅 3 英两 。 铜 重 2 磅 
3 类 两 的 3 倍 : 6 磅 9 英两。 锡 重 6 磅 9 英两 的 3 倍 : 20 磅 3 英两 。 
四 种 金属 共 重 30 磅 。 

9， 分 布 成 块 

我 有 一 块 布 : 100 英寸 长 ，80 英寸 宽 。 要 分 成 5 英寸 长 、4 英 
寸 宽 的 小 块 ， 请 问 聪 明 人 ， 这 块 布 可 以 分 成 多 少 小 块 ? 

解 : 100 英寸 20 等 分 每 份 5 英寸 , 80 英寸 20 等 分 每 份 4 英寸 。 
20 的 20 倍 是 400。 这 是 5 英寸 长 、4 英寸 宽 的 布 的 块 数 。 

10. 分 布 成 块 

我 有 一 块 麻布 。60 英寸 长 、 40 英寸 宽 。 要 分 成 6 英寸 长 、4 英 
寸 宽 布 料 ， 请 问 可 裁 多 少 块 ? 

” 解 , 60 英寸 10 等 分 , 每 份 6 英寸 , 40 英寸 10 等 分 , 每 份 4 Ж 

才 。10 的 10 们 是 100， 这 是 所 求 布料 块 数 。 

12. 分 油 问题 

父亲 临终 给 三 个 儿子 共 30 个 瓶子 。10 瓶装 满 油 , 10 瓶 一 半 是 
油 ，10 EEUU. [5]. 怎样 分 ， 才 使 每 个 儿子 分 到 的 油 和 瓶子 都 
相等 ? 

f: 大 儿子 分 得 10 个 半 装 油 的 瓶子 ， 二 子 、 三 子 各 得 5 个 空 
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Ж, 5 个 装 满 油 的 瓶 。 

13. 王 命 征兵 

王 命 征兵 官 在 30 个 庄园 征兵 。 第 一 个 庄园 征 2 E, 然后 依次 
加 倍 。 问 : 在 这 30 个 庄园 里 共 征 兵 多 少 ? 

Ж: 第 一 庄园 2 A, 第 二 庄园 4 А, 第 三 庄园 8 A, 第 四 庄园 
16 人 。 以 后 依次 是 32, 64, 128, 256, 512, 1 024, 2 048, 4 096, 
8 192, 16 384, 32 768, 65 536, 131 072, 262 144, 524 288, 
1 048576, 2 097 152, 4 194 304, 8 388 608, 16 777 216, 
33 554 432,67 108 864, 134 217 728, 268 435 456, 536 870 912, 
第 30 庄园 征 1 073 741 824 人 。( 下 文 为 原著 本 题 书 影 ， 从 此 可 见 
当时 大 数 罗马 数字 记 法 ) 


(13) Propositio de rege et de eius exercitu. 
Quidam rex iussit famulo suo colligere de XXX villis exercitum eo 
modo, ut ex unaquaque villa tot homines sumeret quotquot illuc 
adduxisset. Ipse tamen ad primam villam solus venit , ad secundam 
cum altero ; iam ad tertiam tres * ) venerunt. Dicat , qui potest , quot 


homines fuissent collecti de his XXX villis. 


Solutio. 

In prima igitur mansione duo fuerunt, in secunda IIII, in tertia 
VIII, in quarta XVI, in quinta XXXII, in sexta LXIIII, in septima 
CXXVIII, in octava CCLVI, in nona DXII, in decima IXXIIII, in 
undecima IIXLVIII, in duodecima IIIIXCVI, in tertia decima VIII 
CXCII, in quarta decima XVICCCLXXXIIII, in quinta decima 
XXXIIDCCLXVIII, in sexta decima LXVDXXXVI, in septima 
decima CXXXILXXII, in octava decima CCLXIICXLIIII, in nona 
decima DXXIIII CCLXXXVIII, in vicesima mille milia XLVIII 
DLXXVI, in vicesima prima bis mille milia XCVII CLI, in 
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vicesima secunda quater mille milia CXCIIIICCCIIII, in vicesima 

tertia octies mille milia CCCLXXXVIIIDCVIIL, in vicesima quarta 

XVI mille milia DCCLXXVIICCXVI, in vicesima quinta XXXIII 

mille milia DLIIIICCCCXXXII, in vicesima sexta LXVII mille 

milia CVIIIDCCCLXIIIL,in vicesima septima CXXXIIII mille milia 

CCXVIIDCCXXVIIL, in vicesima octava CCLXVIII mille milia 

CCCCXXXV CCCCLVI, in vicesima nona DXXXVI mille milia 

DCCCLXXDCCCCXII, in tricesima villa milies LXXIII mille milia 

DCCXLIDCCCXXIIII. 

16， 两 人 运 牛 

两 人 运 牛 在 途 , 甲 对 乙 说 ,你 给 我 2 只 ,我 所 有 与 你 所 有 相等 。 
乙 对 甲 说 : 你 如 给 我 2 只 , 我 所 有 是 你 所 有 2 倍 。 请 问 : 两 人 原 各 
有 和牛 多 少 ? 

Ht. 甲 原 有 和 牛 4 只 , 乙 有 8 R, Z#H2 RH, 余 6 只 ,而 甲 得 
2 只 后 也 有 6 只 。 退 还 2 只 给 乙 ， 乙 有 8 只 是 甲 有 4 只 的 2 倍 ， 而 
甲 余 4 只 这 是 8 的 一 半 。 

17. 兄妹 渡河 

三 对 兄妹 渡河 ， 河 岸 有 只 能 载 二 人 的 小 船 。 请 问 ， 用 什么 方 
式 渡河 才能 保证 非 亲 兄妹 不 单独 在 一 块 ? 

Ж: 首先 我 CA) SERR (a) 坐 船 渡河 。 让 我 妹妹 留 在 对 岸 ， 
我 四 船 返 航 。 另 两 人 的 妹妹 (6, с) 渡河 。 Rik (а) BAHEN, F 
HEF (B, С) 渡河 ， 一 对 兄妹 (B, b) 返航 。 我 CA) 与 留 下 
的 一 男子 (B) 渡河 。 对 岸 的 女子 (с) 返航 。 两 女子 (a, с) ¥ 
河 。 男 子 (B) 返航 。 一 对 亲 兄 妹 (B, b) 渡河 。 

( 表 6.1. 1 为 德 文 译注 者 所 制 ) 

18. BREAK 

某 人 带 三 物 ， 狼 、 山 羊 与 大 白菜 渡河 。 渡 船只 人 允许 带 一 物 过 
河 。 据 记载 他 能 顺利 带 物 渡河 。 请 问 : 他 是 怎样 带 物 过 河 的 ? 
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解 : 与 上 题 类 似 。 我 先 带 山羊 过 河 ， 余 下 狼 和 白菜 。 然 后 我 
带 狼 过 河 后 , 带 山羊 返航 。 带 白菜 过 河 , 我 再 返航 , 载 山 羊 过 河 。 
(图 版 6. 1. 2 为 20 世纪 50 年 代 苏联 某 出 版 物 插图 ， 渡 河 程序 与 本 
ШИН) 
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19. 夫妇 二 子 

夫妻 各 重 2 KE, 他 俩 有 二 孩子 共 重 2 KE. 他 们 一 行 四 人 过 
河 ， 找 到 一 只 船 ， 允 载 2 KE. MEZ.: 他 们 怎样 平安 过 河 ? 

A. 按照 下 面 次 序 过 河 : KTA, KAES. HF 
过 河 ， 另 一 孩 返 航 。 二 和 孩 过 河 ， 一 孩 返 航 。 父 亲 过 河 。 另 一 芒 驾 
船 返 航 ， 二 孩子 一 起 过 河 。 

21. 分 地 养 羊 

一 块 土 地 长 200 XR. 9100 英尺 。 我 们 利用 它 养 羊 。 每 只 羊 
用 地 长 XR. RAER, H: 这 块 地 可 养 羊 多 少 只 ? 

解 : 5 等 分 200 得 40, 4 等 分 100 得 25, 40 3625, 得 1 000, 这 
就 是 养 羊 数 。 

22. 土地 面积 

多 边 形 土 地 , 一 边 长 100 Б, 两 边 宽 50 БЕ, 中 间 宽 60 SEO, ix 
块 土地 有 和 多少 面积 ? 

解 一 : 把 三 个 宽 求 和 , 得 160, 取 平 均 数 53。 急 以 100, 得 5 300. 
取 12 等 分 ， 得 441。 再 取 12 等 分 ， 得 37。 这 是 所 求 面积 英 
ШЖ. 

解 二 : 把 两 个 长 求 和 , 折 半 , 得 100。 三 个 宽 合 并 , 18160. = 
等 分 得 53。100, 53 相 乘 , 得 5 300. 12 等 分 得 441; 再 取 12 等 分 ， 
得 37。 这 就 是 所 求 英 亩 数 。 

23. 四 不 等 田 

有 四 边 形 土地 ， 四 边 分 别 长 30，32，34，32 杖 。 请 问 ， 它 有 
多 少 面积 ? 

Ж: 两 长 相 并 得 62, 62 折 半 得 31。 两 宽 相 并 得 66, 折 半 得 33。 
31, 33 相 乘 得 1 0202, 取 12 等 分 , 得 85。 再 取 12 等 分 , 得 7。 这 


O 相当 于 中 算 鼓 田 . 
@ 应 是 1023. 
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块 土地 应 有 面积 7 XB. 
24. = fB H 


有 三 角形 田 , 三 边 分 别 长 30 杖 ,30 杖 , 18 f£, #4. CES 
少 面积 ? 
E: 合并 两 边 长 ， 得 60。60 折 半 得 30。 取 18 的 一 半 得 9。 取 


30 的 9 倍 得 270。 乘 积 除 以 12 得 22 I, 22 PL 12 得 1 英亩 余 


TF 10 3® c» 

25. MERKE 

圆 形 田 周 长 400 Ж. FM: 它 的 面积 有 多少 英亩 ? 

解 一 : 四 等 分 这 块 土地 ， 周 长 400 成 为 周 长 100。100 HRE 
10 000。 取 12 等 分 得 883。 再 取 12 等 分 , 得 69。 这 是 它 的 面积 英 
亩 数 。 

解 二 :把 400 四 等 分 ， 再 取 400 的 三 分 之 一 ， 得 133。100 折 
半 得 50。133 折 半 得 66。50，66 的 乘积 是 3 151。12 等 分 ，280; 
再 12 等 分 ，24。 四 倍 得 96， 这 是 所 求 英亩 数 。 

26. 狗 追 一 免 

土地 长 150 英尺 。 狗 站 在 一 端 ， 另 一 端 站 着 一 免 ， 狗 追 免 。 狗 
每 跳 一 次 9 RR, 免 每 跳 一 次 7 RR. Ml: 狗 跳 几 次 , 免 跳 几 次 后 ， 
狗 追 到 兔子 ? 

Ж: 土地 长 150 英尺 ， 取 150 的 一 半 ，75。 狗 跳 一 次 9 尺 ，9 
与 75 的 乘积 是 675， 这 是 狗 追 到 兔子 所 行 总 距离 英尺 数 ， 而 免 跳 
一 次 7 尺 ，7 与 75 的 乘积 是 525， 这 是 兔子 所 行距 离 英尺 数 。 

27， 四 边 形 城 

四 边 形 城 ,一 边 长 1 100 英尺 ， 另 一 边 长 1 000 英尺 。 前 边 宽 ` 
600 KR, 后边 宽 600 英尺 。 城 中 要 造 房子 , 每 间 房 长 40 英尺 , 宽 


OD HERK, 不知 所 云 。 癌 号 是 德 文 译注 本 原 有 . 
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30 英尺 。 癌 :城中 能 造 多 少 闻 房 子 ? 

Ж: 长 度 和 2 100 XE, 宽度 和 1 200 KR. 1 200 折 半 是 600， 
2 100 折 半 是 1 050。 取 1 050, 40 等 分 得 26; 又 取 600，30 等 分 得 
20, 20 5 26 乘积 是 520。 这 是 可 造 房 子 间 数 。 

28. 三 角形 城 

三 角形 城 ， 两 边 各 100 英尺 ， 另 一 边 90 英尺 。 我 在 其 中 造 20 
英尺 长 ，10 英尺 宽 房 子 。 问 : 能 造 多 少 间 房子 ? 

E: 两 边 长 度 和 为 200 英尺 ， 折 半 为 100。 又 取 另 一 边 之 半 ， 
45。 而 每 一 间 房 子 长 20, 宽 10 英尺 。100 是 20 的 5 倍 , 而 40 是 10 
的 4 倍 。 因 此 城内 可 建 4 的 5 倍 ， 即 20 间 房 。 

29. HERE 

圆 城 周 长 8 000 ŽRK, H: 在 其 中 能 造 30 英尺 长 ，20 RRR 
的 房子 多 少 间 ? 

解 : 此 城 周 长 8 000 XR, 以 3 : 2 比例 分 配 ，4 800 53 200, 
各 折 半 得 2 400 与 1 600。 把 前 者 取 30 等 分 , 后 者 20 等 分 , 各 得 80， 
80, 80 与 80 乘积 是 6 400， 即 所 求 能 造 房子 间 数 ， 

30. 巴西 利加 (会 议 厅 ) 

会 议 厅 240 英尺 长 , 120 RRR, 地 面 用 长 方形 砖 23 英寸 长 ， 
12 X^ E8858). [P]; 需要 多 少 砖 ? 

ЖЕ. 240 英尺 长 方向 需 砖 126 块 , 120 英尺 宽 方 向 需 砖 120 H, 
120 与 126 乘积 15 120 是 所 求 砖 数 。 

31. Wie m 

67100 英尺 长 , 64 RRR. W: 酒 桶 7 英尺 长 , 4 英尺 宽 ， 
酒 容 能 容 多 少 桶 ? 已 知 酒 容 中 间 留 有 一 条 4 英尺 宽 通道 。( 平 行 于 
长 度 方向 ) 

解 : 100 是 7 的 14 18, 64 是 4 的 16 倍 ， 其 中 留 一 条 4 英尺 宽 
通道 , 那么 60 是 4 的 15 倍 。100 是 7 的 14 倍 。 因 此 所 求 酒 桶 数 是 
15X14 一 210。 
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32a. 家 属 分 粮 

老人 有 粮 20 歇 弗 尔 ， 分 给 家 属 20 人 。 男 子 每 人 3 К, Ak 
每 人 2 KER: 孩子 2 A18 BER. Ч. BF. к. ВАЛ, А? 

解 : 男子 1 人 ， 得 3 软 弗 尔 ; 妇女 5 人 共 得 10 KER: KF 
14 人 共 得 7 KIR. 

32b. 家 属 分 粮 

老人 有 粮 30 KHIR. FARR 30 人 。 每 人 得 粮 标准 同上 题 

解 ， 男子 3 人 人， 妇女 5 А, 7:22 人 分 别 共 得 9，10，11 К 

33. 家 属 分 粮 f 

老人 有 粮 90 歇 弗 尔 ， 分 给 家 属 90 人 ， 每 人 得 粮 标 准 同 32 题 

解 : 男子 6 人 , 妇女 20 A, 孩子 64 人 ， 分 别 共 得 18，40，32 
KER. 

34， 家 属 分 粮 

老人 有 粮 100 SK dË R, 分 给 家 属 100 人 ,每 人 得 粮 标 准 同 32 Ж 

Ж: 男子 11 А, 妇女 15 А, 孩子 74 А, 分别 共 得 33，30，37 
歇 弗 尔 。 

35， 分 给 遗产 

父亲 临终 , 以 遗产 960 先 令 分 给 孩子 。 孩子 还 在 母亲 腹 中 。 遗 


中 :如 生 儿 子 ， 儿 子 得 遗产 ;7 ， 母 得 旋 。 如 生 女 儿 则 得 万 ， 母 得 


之 。 及 分 娩 ， 产 一 男 一 女 双 胞 胎 。 请 问 ， 母 、 子 、 女 各 得 多 少 ? 


12 
ЖЕ. 960 先 令 为 48 8, 分 成 24 y. 每 份 40 先 令 , 即 2 F. JL 
子 取 9 份 ，18 8. HERI 加 5 份 ，16 8, 13180713, 148. 
36， 老 人 祝愿 
老人 为 孩子 祝福 : 孩子 呀 ,你 再 活 这 些 岁月 , 再 活 这 些 岁月 ， 
再 活 3 倍 这 些 岁 月 。 上 帝 给 你 比 我 小 1 岁 的 寿命 一 一 100 岁 。 请 解 : 
老人 与 孩子 现今 各 几 岁 ? 
Ж: 孩子 现今 8 岁 又 3 个 月 ; 加 倍 ，16 岁 6 BH; 加 倍 33 9, 
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3 倍 ，99 岁 。 比 老人 小 1 Ӯ. 

37， 某 人 建屋 

某 人 建屋 雇 6 PLE: 5 个 师傅 ，]1 个 学 徒 。 每 日 共 给 工资 25 
第 纳 尔 ， 学 徒 工 资 是 师傅 的 一 半 。 问 : 各 人 得 多 少 工资 ? 

解 : 22 个 第 纳 尔 分 成 11 份 。5 个 师傅 每 人 得 4 个 第 纳 尔 ， 余 
下 2 个 给 徒弟 。 还 有 3 个 第 纳 尔 ， 分 成 11 份 .3X11 为 33 份 。 每 
个 师傅 取 6 份 共 30 份 。 还 有 3 份 给 徒弟 。 

38， 购 买 牲口 

ЖАЯ 100 第 纳 尔 ， 购 买 100 只 牲口 。1 匹 马 值 3 第 纳 尔 ， 一 只 
牛 值 1 第 纳 尔 。24 只 羊 值 1 第 纳 尔 。 问 : 他 能 买 马 、 牛 、 羊 各 多 少 ? 

解 : 23 的 3 倍 是 69，24 的 2 倍 是 48， 因 此 23 匹 马 值 69 第 纳 
尔 ，48 只 羊 值 2 第 纳 尔 。 而 29 只 牛 值 29 第 纳 尔 。23，48，29 3k 
100 只 牲口 ， 而 69，2，29 共 100 个 第 纳 尔 。 

39. Jê REH 

某 人 有 100 第 纳 尔 在 东 市 购买 牲口 。1 骆驼 值 5 第 纳 尔 ，1 Bh 
子 值 1 第 纳 尔 ， 山 羊 1 第 纳 尔 买 20。 问 : 这 100 第 纳 尔 能 买 骆驼 、 
驴子 、 山 羊 各 多 少 ? 

解 : 5 的 19 倍 是 95。 这 是 说 19 只 骆驼 值 95 第 纳 尔 。1 只 驴子 
值 1 BAR, 再 取 4 的 20 fF, 得 80, 这 是 说 80 只 山羊 值 4 第 纳 尔 。 
合并 起 来 所 买 100 口 性 口 值 100 第 纳 尔 。 

40. 山上 羊 群 

某 人 见 山 上 羊 群 ， 他 说 : 我 如 果 有 这 许多 羊 , 再 加 上 这 许多 。 
折 半 再 折 半 ， 再 加 上 我 家 里 的 1 RÆ, 共有 100 只 。 问 : 山上 羊 群 
有 和 多少 只 羊 ? 

f: 山上 有 36 只 羊 。36 的 一 半 是 18, 18 的 一 半 是 9。36 加 36 
加 18 再 加 9， 共 99。 加 上 他 自 有 的 1 只， 共 100 H, 

41. BH638 E 

老人 建造 长 方形 新 猪 属 。 HEPR 母 猪 生 下 7 HELL HHS 
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猪 官 一 起 依次 在 猪 展 四 角 又 生猪 舟 ， 也 是 一 母 猪 生 下 7 88. PB 
H: 连 母 猪 在 一 起 共有 多 少 只 猪 ? 

Ж: 猪 属 中 央 母 猪 与 7 HEEL. —38 只 猪 ， 在 第 一 角 共 有 8 
的 8 倍 ，64 只 猪 ; 在 第 二 角 共 有 8X64=512; 第 三 角 有 8X512= 
4 096; 在 第 四 角 有 8X4 096=32 768, 最 后 在 中 间 共 有 8X 32 768 
二 262 144 只 猪 。 

42， 梯 有 百 级 

BUE BI. Ж 61 T. 第 二 级 上 有 2 88, ЖЕ E83 
85. LEM, 直至 第 一 百 级 上 有 100 88. I]. BB EE IP HESS 

fit: 第 一 级 有 1 п, 第 九 十 九 级 上 有 99 Н, 二 者 和 是 100。 第 
二 级 有 2 H, 第 九 十 八 级 有 98 R, 二 者 和 也 是 100。 FEHR EN 
49X100 十 50 十 100 一 5 050。 

45. KR 

Е 5| €Cx80g—8t85 T. (WP. 你 们 全 体 加 
上 同样 数目 , 再 加 同样 数目 , 再 加 上 我 , 一 共有 100 RAT., WIR: 
飞翔 着 的 鸟 子 有 多少 只 ? 

Ж: 33 只 镶 子 加 上 同样 数目 , 再 加 上 同样 数目 是 99 Н, 再 加 
树 上 那 只 ， 共 有 100 H. 

46. 钱包 被 抢 

一 个 男人 在 马路 上 拾 到 一 个 钱包 , 里 面 有 2 KER. FEA 
看 见 他 捡 到 钱包 ， 对 他 说 : 兄弟 ， 把 你 捡 到 的 东西 分 一 部 分 给 我 
们 。 他 拒绝 了 。 他 只 想 全 部 占 为 已 有 。 于 是 这 些 人 把 他 打 翻 在 地 ， 
抢 走 了 钱包 ,他 们 每 人 拿 了 50 个 沙 立 第 , 当 他 看 到 已 无 法 抗拒 ,只 
好 抓 住 钱包 及 仅 剩 的 50 个 沙 立 第 。 请 问 ， 现场 一 共有 多 少 人 ? 

解 : 1 太 仑 75 磅 ，1 磅 72 沙 立 第 ，72 的 75 倍 是 5 400. MIE 
是 10 800, 10 800 中 有 216 个 50， 所 以 现场 有 216 A, 

51。 均 分 酒 桶 

父亲 快要 去 世 ， 留 下 四 桶 酒 给 四 个 儿子 。 第 一 桶 有 40 ЖД 
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їн, 第 二 、 三、 四 桶 分 别 有 30, 20, 10 莫 第 斯 酒 。 他 唤 来 管家 , VE: 
这 些 酒 和 桶 全 部 分 给 我 的 四 个 儿子 ,他 们 得 到 同样 多 的 酒 和 桶 。 谁 
ABB: 该 怎样 分 ? 

Ж: 四 桶 酒 共有 酒 100 莫 第 斯 。 四 等 分 是 25 莫 第 斯 ， 加 倍 是 
50 莫 第 斯 ， 把 第 一 、 四 桶 归 老 大 、 老 四 共有 ， 第 二 、 三 桶 酒 归 老 
二 、 老 三 共有 ， 这 样 每 人 就 得 到 同样 多 的 酒 和 桶 。 

52. 骆驼 运 粮 

老 爸 把 90 歇 弗 尔 粮食 运 到 30 英里 外 , 用 一 只 骆驼 分 四 次 运 ， 
每 次 运 30 歇 弗 尔 。 运 输 途 中 这 只 骆驼 每 走 1 英里 要 吃 1 gibt 
f. 请问 : 运 到 目的 地 还 剩 下 多 少 粮食 ? 

f. 第 一 次 骆驼 运 30 KARE KE, 途中 吃 去 20 КИК, 
留 下 10 歇 弗 尔 粮食 。 第 二 、 三 次 也 各 运 30 歇 弗 尔 走 20 英里 ， 各 
留 下 10 歇 弗 尔 粮食 .。 这 留 下 的 共 30 KERRE, 在 第 四 次 运输 中 
走 10 英里 吃 去 10 ВК, ВАТ 20 歇 弗 尔 粮 食 。 

53. 主持 分 蛋 

教堂 主持 有 12 个 教徒 。 他 叫 来 管家 ， 共 给 他 204 个 鸡蛋 ， 要 
求 分 给 每 人 同样 数量 的 蛋 ， 并 且 应 该 给 5 个 长 老 85 个 ，4 个 执事 
68 个 ，3 个 教士 51 个 蛋 。 请问， 每 个 教徒 能 得 多 少 个 蛋 ? 

解 : 每 人 17 个 。 


三 、 分 类 述评 

上 文 已 引 《 益 智 题 集 》 四 十 三 题 ， 其 中 算 题 可 分 为 九 类 。 
算术 

四 则 运算 (1, 46, 53) 

余数 问题 (2, 3, 4, 36, 40, 45) 

互 给 问题 (16) 

行程 问题 (26) 

比例 问题 (7，37) 
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数列 问题 (13, 42) 

几何 (9, 10, 21, 22, 23, 24, 25, 27, 28, 29, 30, 31) 

不 定 分 析 (5, 6, 7, 32, 34, 35, 37, 39) 

趣味 数学 (6, 12, 17, 18, 19, 35, 41, 51, 52) 

这 部 中 世纪 名 著 较 Metrodorus 《希腊 能 言 》 中 所 辑 算 题 ， 命 
题 水 平 已 有 提高 。 在 算术 十 类 问题 中 含有 七 类 ,兴趣 数学 部 分 
特别 精彩 ， 是 近 现 代数 学 某 些 分 支 的 源头 。 例 如 第 6 题 合 款 买 猪 、 
第 52 题 骆驼 运 粮 , 原著 的 解 虽 非 最 佳 选择 , 但 这 是 运筹 学 的 开始 ， 
第 12 题 分 油 问 题 是 组 合 数学 研究 课题 3517—19 题 波 河 问 题 是 现 
代 图 论 开头 课 常 引 的 引人入胜 的 例子 。《 益 智 题 集 》 中 某 些 算 题 还 
一 再 在 数学 教科 书 中 引用 ， 如 第 35 题 龙凤 胎 分 遗产 问题 3、 第 36 
题 老 人 祝愿 等 .《 益 智 题 集 》 中 某 些 算 题 与 中 算 设 题 何 相 似 乃尔 ? 
值得 探索 : 如 第 5 题 百 币 买 猪 、 第 26 题 狗 追 一 免 等 等 。 

《 益 智 题 集 》 有 缺陷 ,反映 中 记 纪 时 正 值 欧洲 数学 低谷 。 例如 
同一 题材 反复 用 在 许多 算 题 中 如 余数 问题 、 不 定 分 析 问 题 。 又 
几何 间 题 内 容 非常 粗浅 。 有 些 算 题 命 是 本身 有 漏洞 或 全 错 ， 又 如 
第 53 题 主持 分 蛋 后 面 一 段 话 画 蛇 添 足 , 不 应 该 讲 ; 如 第 41 ШЕШ 
HERE RF, ENIX. 
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在 公元 12，13 世纪 之 交 , 意大利 半岛 城市 国家 林立 , 它们 在 
经 济 上 排挤 拜占庭 和 阿拉 伯 商 人 ,控制 了 东方 与 西欧 中 介 和 贸易 . 非 
波 那 契 就 在 这 样 环境 中 诞生 于 比萨 共和 国 。 

IWI (Leonardo Fibonacci, 231170—1240 JS) 出 身 于 


O 本 《大 系 》 第 二 卷 第 四 编 分 类 法 . 
Q ”把 不 定 分 析 八 题 视 为 定 和 问题 . 
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Bonacci 家 族 ,Fibonacci 意 为 Bonacci 家 族 
一 员 。 他 的 父亲 是 比萨 共和 国 官员 。1192 年 
受 政府 委托 到 北非 殖民 地 经 商 , 他 携 子 前 
去 。 期 间 斐 波 那 契 学 习 了 印度 数学 ,阿拉 介 
数学 。 后 来 他 又 随 父 远航 , 曾 到 埃及 、 氢 利 : M 
亚 . 希 腊 ( 拜 占 庭 ), 西 西里 等 地 。 他 勤奋 学 | ша 
习 ,善于 比较 罗马 印度. 阿拉伯 数 学 之 优 缺 | 攻 
点 。 在 世纪 之 交 , 他 返回 祖国 .在 二 十 多 年 时 M | 
[B] ER. fth ЕЕ 88 ,在 算术 、 代 数 、 不 定 分 析 、 RRR 
数论 、 几 何等 数学 各 个 领域 内 都 有 新 的 见 图 6.1.3 
解 , 是 欧洲 中 世纪 数学 家 之 最 杰出 者 。 他 的 殊荣 是 受 Frederich — 
世 和 皇帝 接见 ,在 宫廷 中 结识 了 当代 学 者 名 流 , 对 他 的 学 识 长 进 , 大 
有 益处 。 他 一 生 著 述 丰 硕 , 而 且 一 直 是 后 世 , 特 别 是 13,14 世纪 欧 
洲 最 重要 的 数学 专著 和 教科 书 。 他 的 传世 之 作为 :《 计 算 之 书 》 
(LiberAbbaci,1202),《 实 用 几何 》(Practica Geomefrica, 1220), 
《 花 朱 》(Flos,1225),《 平 方 之 书 》(Liber Quadratorum (1225),《 致 
皇家 哲学 家 Theodorus 一 封 信 》( 未 署 日 期 ) 。 这 五 部 书 俱 有 各 种 排 
印 本 .1837 年 罗马 Baldassare Boncompagni 出 版 了 二 卷 本 《 斐 波 那 
契 全 集 》 第 一 卷 1 一 457 页 收 《 计 算 之 书 ;) 全 文 , 第 二 卷 1 一 279 页 收 
后 面 四 种 专著 。 排 印 精 美 ,特别 是 每 页 之 左 ( 右 ) 劳 注 非常 细致 。 
《计算 之 书 》 原 著 分 为 十 五 章 ， 就 其 内 容 说 ， 按 序 为 记 数 法 、 
整数 运算 、 分 数 记 法 ( 含 单位 分 数 ) 及 其 运算 、 应 用 问题 及 其 算 
REE ( 含 假设 法 、 还 原 GAW) 法 、 比 例 等 ) 代数 和 几何 问题 
及 其 解法 。《 实 用 几何 》 分 八 章 ， 论 述 与 直线 形 、 圆 有关 的 问题 ， 
也 讨论 了 平方 根 、 立 方 根 , 二 次 方程 求 根 公式 。 BBE CR SR 
91—224 页 。《 花 打 》 含 很 多 算 题 为 当年 Frederick ZH лг 25 
临 比萨 时 , 与 行政 长 官 Johann 合作 命题 题 集 。 人 所 周知 的 那个 三 
次 方程 数值 解法 就 刊载 本 书 ， 本 书 篇 幅 不 多 ， 载 《全 集 》 第 二 卷 
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227—247 页 《平方 之 书 》 记 斐 波 那 契 一 系列 有 关 数 论 问 题 的 研究 
RMF, FE (ER) BE, 253-279 页 。《 致 Theodorus 一 封 信 》 
讨论 了 “ 百 钱 买 百 鸟 ” 问 题 的 一 般 解 法 以 及 其 他 代数 问题 和 几何 
问题 ， 载 《全集 》 第 二 卷 247~252 页 。 

韭 波 那 身 这 七 百 多 页 拉丁 文 数学 力作 受益 于 古 希 腊 欧 几 里 
得 、 阿 基 米 德 等 数学 大 家 名 著 , UL Alcuin, Metrodorus 的 工作 。 
意大利 半岛 当时 是 起 自 中 国 的 丝绸 之 路 的 终端 ， 在 声 声 驼铃 狼 氏 
声 中 也 带 给 欧洲 浓郁 的 中 国 、 印 度 和 阿拉 伯 国 家 的 数学 文化 。 斐 
波 那 契 从 中 吸取 营养 , 对 欧洲 子 以 很 大 影响 , 例如 阿拉 伯 数 字 、 进 
位 法 及 其 运算 就 使 原来 笨重 、 落 后 的 算法 彻底 改观 。 其 他 数学 各 
分 支 知识 的 引入 ， 在 以 后 文艺 复兴 中 所 起 作用 ， 更 很 难 估量 : 只 
以 数论 来 说 , 人 们 推崇 斐 波 那 契 是 介 于 公元 3 tit£i Diophantus ‚ Z* 
元 17 世纪 Fermat 之 间 贡 献 最 大 的 学 者 ， 并 未 过 誉 。 

原著 拉丁 文本 至 今 无 其 他 文 种 译本 : 笔者 先后 得 女婿 黄 红 博 
士 、 儿 子 之 璋 博士 自 美国 寄 来 原著 1837 年 罗马 二 卷 本 的 有 关 资 
料 。 本 节 择 其 最 重要 方面 ， 分 六 段 介 绍 ， 以 初步 填补 我 国 此 项 文 
献 空 日 。 为 便于 读者 对 照 ， 本 节 附 较 多 书 影 图 版 。 图 版 6. 1. 3 为 
《计算 之 书 》 拉 丁 文本 封面 书 影 。 


一 、 数 系 及 其 运算 

《计算 之 书 》 入 算数 系 : 含 0 在 内 的 整数 , 分 数 (普通 分 数 、 斐 
波 那 契 意 义 下 的 连 分 数 ) 和 代数 无 理 数 。 

整数 

GHE 第 一 章 一 开始 就 介绍 印度 的 记 数 法 及 其 与 当时 所 用 
罗马 记 数 法 的 比较 


OD 《 计 》 为 《计算 之 书 》 简 记 ， 下 文 仿 此 . 
D 今 多 印 度 阿 拉 伯 数字 或 远 称 阿拉 伯 数 字 . 
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“印度 数码 ”这 是 九 个 印度 数码 
9 8 7 6 5 4 3 2 1 
用 这 九 个 数码 以 及 记号 0 (阿拉 伯 文 称 为 零 ) 可 以 写 出 任何 数 , 在 
КЕ #Е Ж” (П11.2® 6.1.3 为 原著 书 影 ) 


LEONARDO PISANO 


5:00КОО LA LEZIONE DEL CODICE. MAGLIABECRIANO 
С. k ми, Sadia Fisrentina, ú." п. 


BALDASSARRE BONCOKPAGNI 


"hp GÉpERANSA DELL'AGEAOEURIA Фениса ЭГЕР мич EB, € Anton 
SPE DERA'ACEAPUSIS bitt DÈLGH ICOEPOD D) терг 
TILLA эшл млдей PELLG WETENGE іл pupott, 
E ачы POETS Асал HALE Puma fag 
BEA TETA P6 Юлай 


ROMA 
HILAL BELLE озен HITENATICOE E паси 
via tava тщ ^ gti 
NDCO VL. 


图 版 6.1.3 


Ф L1.2 表示 《 计 》 第 1 3562 页 ， 下 文 仿 此 


外 篇 ”第 六 编 ”欧洲 (6 至 18 HL) 539 


Nouera figure indorum һе snot 
. з вг 1 6 8 4. 3 s + 
Cum bis itaque nooem (стеу et cam boc siggo(s,)quod arabice терїїгшш appellatur, 
scribitur quilibet numerus, ut inferius demonstratur. Nam momeros emt wnitotum per- 
(asa collectio siue comgregeto maitala, qne per suos in infmium mectndit gradus. 
Ex quibus promos ex moitalibus, que sunt sb uno usque ia decem, constat. Secupdus ез 
图 版 6.1.4 
《 计 》 在 阐述 这 种 新 的 记 数 法 之 后 , 举例 说 明 怎 样 用 新 记 数 法 来 表 
示 旧 的 罗马 记 数 法 。 下 表 是 L1. 2 BE, 其 中 第 一 行为 罗马 记 数 法 
写 的 九 个 数 ， 第 二 行为 相应 的 数 1 001,2 023,3 022,3 020,5 100, 
3 000,1 111,1 234,4 321 


М a Maa] MM ка MAN co ИММММь DIDI en | ccena anie 
35923 399978 5609 20H $111 ESE) 4384 


在 《 计 》 第 二 至 五 章 论述 整数 四 则 运算 ， 举 了 大 量 算 例 。 具 
体 算法 步骤 与 今 相同 .在 有 关 算 例 页 侧 有 旁 注 .图 版 6. 1. 5 左 是 加 
法 ，(L3. 19) ， 右 是 减法 (L4. 23) 第 二 章 为 数 的 加 倍 运算 ， 即 乘 
法 。 图 版 6.1. 6 为 斐 波 那 契 制 定 的 九 九 表 , 共 45 BJ, 与 我 国 36 4 
有 蜡 。 与 欧美 小 学 生 乘 法 表 也 有 蜡 ， 应 视 为 欧洲 九 九 表 的 初级 形 
式 。(L2. 6) 图 版 6. 1. 7 为 笔算 1 234X1 234 及 其 答 数 : 1 322 736 
书 影 .《 计 》 第 五 章 详细 介绍 笔算 除法 图 版 6. 1. 8 为 780 005 : 59= 


13 220 20 PE (L2. 35) 


中 注意 《 计 》 带 分 数 记 法 ， 整 数 记 在 分 数 右 人 出， 又 当时 四 则 运算 记号 俱 缺 . 
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540 


8 2 
939 


< 


457 


图 版 6. 1. 5 


图 版 6. 1.6 
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1432 
2913122 
780005 


99 


1522756 
1234 


13220 


25 
2513220 


1234 


图 版 6.1.7 图 版 6. 1. 8 


《 计 》 第 一 二 、 一 三 章 体现 负数 思想 ， 出 现 有 相当 于 22 十 
(一 9) =22—9, —1+11=10 的 运算 (112.228, L13.351), 但 
无 专用 负数 记号 。 

《 计 》 第 一 四 章 讨论 平 方 根 近 似 值 的 四 种 表达 式 ( 用 语言 表达 ， 
下 文 仿 此 ) 相当 于 说 : 


EDEN 


2a 


[万 UU X 
Аат 4a CA ab" 


пх. СА За?) b 
А ~ ja (А-а) ° 


原著 还 举 了 许多 算 例 ， 例 如 


J/927 4352 66 _ 11 
927 435963 +7 ooz 963351 X 


D “是 /4 的 最 大 整数 部 分 ，[~/A | 
5 是 MA 的 小 数 部 分 ，{ VA ) 
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11 |° 
11 ET 
мМ 927 A35963 Fg T 11 > (1,14. 355) 
2| o63-- э 
立方 根 近 似 值 表达 式 相 当 于 
Ужа bb oo _ ,900 一 729、。2 
Axat, CT +1 ЖТ ss “9 3， 


Va 900—729 ,171_ 2 
V900~v9+ A —9 55,29 A 


2 وہ ووو‎ + 221873 "E 


《 计 》 在 第 一 二 、 一 三 章 还 对 平方 根 、 立 方 根 , 作出 四 则 运算 ， 
都 用 线段 长 度 表示 数量 ,我 们 将 在 第 六 段 几何 中 介绍 

普通 分 数 

《 计 》 分 数 记 法 : 如 分 母 、 分 子 不 大 时 ， 与 我 们 的 记 法 相同 。 
当 分 母 ， 分 子 相 当 大 时 ， 用 斐 波 那 契 意义 下 的 连 分数 记 法 。《 计 》 


举例 说 明 : 
如 9—0. SEWOERUA. 
“ 连 分 数 , 设 在 横 线 下 记 2, 6, 10。2 之 上 记 1, 6 之 上 记 5, 10 


之 上 记 7。 横 线 一 端 : 7 在 10 b, RR 而 5 在 6 上 ， 表 示 小 数 


fies 而 1 在 2 上 则 表示 小 数 的 < 的 一 半 @。 我 们 将 要 说 ， 在 横 线 


之 上 的 这 些 分 数 是 分 等 级 的 。 其 中 第 一 级 是 横 线 右 端 那个 数 ， 第 


二 级 是 舍 左 那个 分 数 。 例 如 上 面 的 ?一 Tag, WS 


D a, b 分别 是 ~% А 的 最 大 整数 部 分 及 其 小 数 部 分 1.378 
® 这 里 所 说 “小 数 ”， 是 指 记 中 的 去 
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是 第 二 级 …” (L6. 47) 


、 > 157 7,5.,1,1.1.1 
这 是 说 ; 2 6 10 10 6 10^ 2 ^6 10 
一 般 说 ， 这 种 “ 连 分 数 ” 是 指 
+L S 
Nar, 
¿ca | d _а4) сј te a схі eX1X1 
fab b _ bd f T b db а? 


但 是 在 《 计 》 第 六 、 七 章 以 及 后 续 各 章 有 关 分 数 运算 中 ， 与 
我 们 现在 所 用 的 分 数 记 法 以 及 并 列 若 干 个 分 数 CE DD FR, 18 
难 找到 其 间 规 律 。 再 加 上 排 印 技术 问题 是 今日 所 有 用 分 数 ， 还 是 
辈 波 那 契 意义 下 的 “ 连 分 数 ” 很 难 识别 ， 举 例 说 


464 4 6 4 4, 6 4 __1⁄4 
是 579° 或 是 5 7 9 一 了 十 + 


7X9 5X7X9 315 
就 极 易 混 消 ， 我 们 再 选 介 三 例 。 


“1 2 加工 3， 
加 法 :“ Ll 


3 
原著 视 此 加 法 为 [ 1-2] +| 4+), 
前 面 括号 计算 得 宁 ， 后 面 括号 得 宇 。 然 后 对 这 两 分 数 做 加 法 。 原 


i4) Ry By Ж 2554-224 479 1645 
* — 3 —— — — — — 


Egay, Li, 464, (ру бт, EI 6.1.90 为 书 


315 579° 579 
Z 1004 « 100 _1 .1 464 
影 ) 其 实 579 是 连 分 数 5 7 9^75x7x9 315' 而 5791 应 是 
464 1141141 6 4 ,174 
5 7 9 1 ltytzxotsx7x9 315 


D 原著 中 224 误 为 234， 因 此 答 数 误 为 1 了 


544 第 一 章 ”中 世纪 


Additio + ` cum $ š. 

ltem si uolueris addere í $ cum +£ 3, reperias nuperum in quo reperientur rupti 
prescripti, eritque 318; qui numerus exit ex multiplicatione roptorum, ewtatis tamen 
inde 3, que sunt comunis regula de 9 ct de 3; que non oportet repetere in multipli- 
catioue, ideo quia i et i reperiuntur in 9: unde omnis numcrus, qi habet $, habet 
similiter et £; accipe ergo į de 213, que sunt 219, ct adde cum $ eorumdem, que ost 
i3. erunt i35, que serna: et accipe $ + de eisdem 318, que. sunt ө ct adde cum 255, 


crunt 489; que diuide per regulam de 3:5, que cst. 195, exibit 172 


图 版 6.1.9 


原著 作 如 上 文 相同 运算 ,得 到 被 减 数 , НК 32, 17 通 分 ， 


45° 21° 
做 减法 ， 答 数 是 315 一 159.。 S k US L I RRI, 


在 斐 波 那 契 意义 下 的 “ 连 分 数 ”， TAM (1.7.68, EIN 
6.1.10 为 书 影 ) 


Extractio і і de $13. 
Sı autem $ 3 de $ Í crtrahere uolueris, reperies prescripta ass ct 234: extrahes эц 
de 255, remancbunt st, que. diuide suprascripta ratiouc per 39 taotum prius diuida, 


per т et per з, quam рег s: idco quia 21 integraliter diuiditur per 7 et per з, que sat 
de regula ipsorum s, exibunt j pro residuo dicte extractiouis, hoc est 35: do diuisione 
aniem corum ad inuicem fac ut supra. 


图 版 6.1.10 
除法 
LE $ 523 除 以 车 二 17” 做 带 分 数 除法 ， 原 著 相当 于 


(17+41+®| 241149 527 وي‎ ag 
5235 ого г 017-212 90 ^ 30 47 1491 581 


(6.75. BILD ЖИДЕ, on RAUCHEN 


O 原著 仍 取 错 误 中 间 结 果 : «32-24, 
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“ » 
XA HC. 
Diuisio de d; 1 se3 per ç f 17. o ыеп 
а "EP FI . = : iuiseris 
Nam si f; i525 per $ j diuidere uolueris, diuides 47149 per 1581: et si 


181 per 47149 , habebis diuisionem de {Фит in jj у 593, ut in precedentibus singu- 


lariter demoustrauimus. 


FIM 6.1.11 
在 第 六 章 有 分 数 加 法 表 (L6. 55, 396.1. 2 为 原著 书 影 ) 此 表 
1 1 1 5 1 9 7 1 — 
从 3 十 所 起 ,经 5 十 +, tip Egt 
加 法 ， 前 面 三 列 结果 都 用 带 分 数 示 答 。 第 四 列 中 出 现 十 一 起 用 
“ 连 分 数 ” 作 答 。 例 如 最 后 一 个 运算 结果 是 ; 
7 1 3 9 9 3 39 
8 1074 10 10 4X10 40 
除了 语言 因素 之 外 ， 分 数 表 示 方 法 不 统一 是 斐 波 那 契 《 文 
集 》 至 今 没 有 任何 其 他 文 种 翻译 本 的 重要 原因 。 
单位 分 数 
《 计 ;》 第 七 章 兼 论 单位 分 数 ,论述 面 很 宽广 。 有 附 表 ， 
其 一 
从 普通 分 数 化 为 单位 分 数 之 和 (L7. 75, 表 6. 1. 3 为 原著 书 影 ) 
共有 四 列 :第 一 列 中 有 ,Cn 一 1,2,…,5); 包 Cn 二 1,2,…,7); 雪 


(n=1,2,.%",11)325(n=1,2,.,19), 至 第 四 列 未 有 一 (n==1,2， 


| 100 
...,98,99). 其 中 所 分 解 的 单位 分 数 之 和 ,最 多 有 五 个 单位 分 数 ， 
98 1 1,1,1,1 
1007100 50 5 4^2 . 


这 张 表 与 埃及 莱 因 得 纸 草 单位 分 数 表 ( 表 1.1. 1), 有 显著 的 差异 ; 
全 以 偶数 为 分 母 , 与 后 者 以 奇数 为 分 母 适 可 相互 补充 。 


9 _ 3 39 
Ф ХТ 2x107 40 
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外 篇 


表 6.1.3 
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其 二 
从 单位 分 数 化 为 “ 连 分 数 ”(L7. 79, 表 6. 1. 4 为 原著 书 影 ) Ж 


有 三 列 ， 5. (0—6, =, 50) 其 结果 者 用“ 连 分 数 ”表示 。 事 实 


上 ， 这 些 “ 连 分 数 ” 分 母 都 是 单位 分 数 分 母 的 因数 乘积 ， 好 些 是 
素 因 数 乘 积 ， 还 有 些 没 有 分 解 彻 底 。 这 说 明 斐 波 那 契 对 素数 的 认 
识 是 有 局 限 性 的 ， 从 整 部 《 计 》 来 说 , 他 对 素数 的 性 质 相 当 重 视 ， 
我 们 将 在 本 节 第 四 段 择 要 选 说 。 

斐 波 那 奥 怎 样 把 普通 分 数 化 为 单位 分 数 之 和 ? 从 表 6. 1. 3 不 
难 发 现 其 中 奥秘 。 他 把 分 母 与 自然 数 12，24，36，48，60，100 48 


联系 。 他 举 一 个 例 如 要 把 2 化 为 单位 分 数 之 和 ,分母 29 与 24 比 


较 接近 ， 就 取 24。(L7. 81~82). 
17 ool 2 
29 X 243-24 20142. 


LM 1.2 


24 24^ 29" 


由 于 取 24 为 分 母 , 第 一 项 就 易于 化 为 单位 分 数 之 和 ， PT RET 


_ 1,1 —ml.,2.1. 
=> tiz ЖЕ X357 348* 


i7 1,1, 1. 
TÉ 597212 * 348: 


— \ 48.6 1,1 
SE RUBRI S Ebo lad 
即 17 1 l 


2973 1 34g 

书 中 就 列 出 这 两 个 答 数 。 
斐 波 那 契 还 举 了 另 一 例 . 
20 1.,960 1 


20 1.960 1 51 d 
53 487° 53 3x<( 18+ 一 4 十 8 十 


d. 
424" 
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我 们 认为 选取 上 举 六 个 自然 数 作为 辅助 量 去 乘 、 除 已 给 单位 
分 数 ， 是 非常 巧妙 的 设计 。 这 些 辅助 量 含有 足够 多 的 素 因 数 ， 增 
加 与 分 子 约 简 成 1 的 机 会 ， 尽 速 地 化 为 单位 分 数 之 和 。 

这 种 算法 与 中 国 少 广 术 吕 又 有 相同 的 地 方 。 


Ф Ж (ЖЖ) #2, рр. 152—155 
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运用 斐 波 那 契 提供 的 算法 ， 我 们 可 以 获 致 埃及 莱 因 得 纸 草 单 
位 分 数 表 上 的 某 些 结果 ， 例 如 


2 l 48 2 l. 2 1l, 1 
23 24223 24 24 23 12 L 276° 


2 
Qui ДИ 48 
21.96 2, 1.14 1, 34 
Al 48 41^ 48 ^ 48 (41 24 24X41 
_ 1 _1l 4, d. 
24 246 ' 328^ 
=. FAR 


斐 波 那 契 在 《 计 》 收 集 很 多 历史 数学 名 题 ， 丰 富 多 彩 ， 可 谓 
在 丝绸 之 路 上 名 题 之 库 。 各 类 算 题 , 诸如 四 则 运算 、 余 数 、 互 给 、 
合作 、 比 例 数 列 等 问题 都 有 引 录 ， 我 们 已 在 本 《大 系 》 第 二 卷 第 
四 编选 述 。 对 这 些 算 题 的 解法 也 多 种 多 样 , 是 东 、 西 方 题解 汇编 。 
本 有 段 结 合 某 些 算 题 引述 原著 主要 的 算术 解法 。 

比例 

正比 例 及 反比 例 ”货物 重 100 罗 多 里 名 (Нло Hj Pg. X 
5 罗 多 里 ， 应 付 多 少 钱 ? Ж. 2 (里 拉 ) 

解法 40L 100R 40L 100R 

5R 2L 


检验 Pr EE CB jy)” (L 8. 102) 


O 本 书 第 一 编 表 1.1.1 
© 罗 多 里 Rotuli， 比 萨 重 量 单位 ， 
Ө, 里 拉 Lira， H BE т HER 
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从 中 可 见 《 计 》 解 正比 例 的 笔算 过 程 。 我 们 发 现 《 计 》 解 正 
比例 题 用 “ 连 分 数 ” 表示 的 较 复 杂 问 题 。 图 版 6. 1. 12 示 L8. 104 为 
解 二 比例 式 


« ITem .... coaptati » (fol. 42 
verso , lin. 25-30 ; pag. 104, 
lin... 8-13). 


* monete ,... sub mirjgnla » (fv] 
42 verso, lift. 33-91 c 38; рар. 
104, liu. 16 e11 — 21). 


(ol. 43 recto. 


图 版 6.1. 12 
* l | 5 * 
12:21 ET 2» 
Ф l| . 5 
12: 21 =x 719° 


所 作 不 同比 例 算法 记录 。 
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2 3 3 2 
p.a کک سے‎ ĖĂÁ 
上 图 管 数 r= gil 13+ 312 3X XC" 
2 9 1 2 
Ае = اط‎ 
下 图 管 数 r= 32t T RETEEFSTEEFSESTI 


可 以 验算 ， 二 者 都 满足 各 自 比 例 式 。 

连 比 例 在 《 计 》 第 八 章 有 两 个 典型 的 问题 ， 

其 一 

“20 尺 布 价 3 里 拉 ，42 Ff (гое) 棉花 价 5 HB jr. ml. 50 
尺 布 可 换 多 少 罗 得 棉花 ? 

答 数 : 63”(L8.117， 图 版 6. 1. 13) 


e triplum .... cata acilicet > tol. 
49 recto. iin. 29-34; pag. 11%. 
liu. 4-12; 


[кп , уу] d. Inasa 


N Z КА 


42 30 


图 版 6. 1. 13 
其 二 
“比萨 币 31 个 可 兑换 Imper 币 12 个 ; Janui 币 12 个 可 换 比 萨 
币 23 î; Tur 币 12 个 可 换 Janui ifi 13 个 ; Barcellon ifi 12 个 可 以 
tk Tur 币 11 个 。 问 : 15 个 Barcellon 币 可 换 多 少 个 Imper ifi ? 此 页 
旁 注 排出 连 比 例 笔 算 算 式 (图 版 6. 1. 14) 


3 3 8 „ 
TRUE 13 24 13 2420" (L8.127) 


把 此 “ 连 分 数 ” 写 成 分 数 之 和 ， 可 以 验证 此 答 无 误 。 
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« pilsanimis ... , turnensibus 1Z > 
(fol. 52 verso , lin. 14 с 15-22 ; 
yag. 127, lin. 10 e 14-20). 


harcellon. turn. fan. pisan. imp. 
4 3032/13 и 12 


1.13 1570 


barcellon. (urn. Pn. pizan. imp. 


18 A1 19 23 15 


图 版 6.1.14 
事实 上 此 题 如果 按 照 现 代 算术 教科 书 ， 连 比例 算式 应 写成 
(图 6.1.4): 


В 12— 11 T 

T 12413 J 

J 124523 P 

P 314121 

Í 15 х В 

图 6.1.4 

> 2 12X12X12X31X15 ,1180 
ИЖ <= 13x23x12 ^ 203289 


ЖЕЙ 在 ( 计 ; 第 万 章 论 述 复 比 例 . 典型 例 为 :“ 运 63 ШИ Ж 
m 3 匹 马 ,化 了 20 日 。 问 : 运 42 吨 大 者 ,用 5 匹 马 要 化 多 少时 间 ? 
答 数 12 日 。(L9.132， 图 版 6. 1. 13) 
用 算术 教科 书 复 比 例 解 题 方法 ， 排 出 式 子 ， 
3:5 


| _5х42х20_ „2 
所 求 日 数 为 x= 3x63 —22 9 o 


另 一 著名 的 例 是 : 
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“国王 派 30 人 到 园 中 植树 。 如 果 他 们 9 日 内 能 植树 1 000 Ж. 
|]: 36 人 多 少 日 能 植 4400 PR? 

答 数 33 H. (L11.163—164)” 

单 假设 法 

单 假设 法 渊源 自 埃及 莱 因 得 纸 草 ， 中 国 《 九 章 算术 》 也 习惯 
用 单 假设 法 解 题 。 在 《 计 》 第 一 二 章 设 算 例 多 则 ， 用 单 假设 法 解 
出 ， 并 示 几 何 解释 ， 例 如 : 

其 一 :“ 如 果 甲 从 乙 得 到 7 个 钱币 ， 甲 所 有 是 乙 的 5 倍 。 乙 从 
甲 得 到 5 个 钱币 , 则 乙 所 有 是 甲 的 7 倍 。 问 : 甲乙 二 人 原来 各 有 多 
少 钱币 ?” 

жо. 甲 7 二， 乙 9 址 。(L12. 190 一 191) 

17 17 
habebit .... «£. b. ergo » (lul. 


$0 recto, lin. 37 ; pag. 450, 
lin. 36 e 36-37). 


e4 e Ё 4 b 


图 版 6.1.15 
解法 : 斐 波 那 契 用 图 解说 明 。 解 释 周 到 而 巧妙 。 图 版 6.1. 14 
设 线段 ag 是 甲 原 有 钱币 数 ，gb ELARRE. ab 是 两 人 共有 数 . 
乙 给 甲 7, 甲 所 有 是 ad, ELMA db 85 fir. 那么 d6 是 总 和 ab 的 


语 。 甲 给 乙 5, 乙 所 有 是 c6， Nae 的 7 倍 , 那么 ae Ratt, 38 


意味 着 d6 十 ac 一 | ++ ] ab. 这 是 从 总 和 中 减 去 cg 十 gd 一 5 十 7 一 
12 的 余数 。 用 假设 法 解 题 ,从 6，8 两 数 着 想 ， 如 果 两 人 共有 24, 


则 低 十 人知 一 7。 而 所 余 应 是 24 一 7 一 17， 并 不 是 12。 那 么 事实 上 两 


人 共有 应 是 24 的 15。 从 这 里 缩小 倍数 ,就 得 出 d6， ae 各 应 是 db 


外 篇 ”第 六 编 欧洲 (6 至 18 世纪) 555 


12_„4 94212 2. 
4х 7—2 17? ae—3X1,—2 17? ARAARA: 


фо 272. 7749 14—014 
H =5+2 7751 17， 乙 一 ?十 2 17 一 9 17。 
其 二 :“ 有 一 棵 树 。 它 的 二 又 :在 地 下 ， 已 给 长 为 21 帕 米 0， 
|: 这 棵 树 全 长 是 多 少 ?”(L11. 173) 
解法 ， 原 著 先 用 比例 法 : 


“因为 [ 它 的 ] 二 又 过 是 21。 我 们 假设 这 棵 树 被 分 成 12 等 分 。 


它 的 地 又 才 是 7 等 分 ,长 21 帕 米 。 因此 是 7 比 21。 也 将 是 12 等 分 


与 树 全 长 之 比 。 四 个 数 成 比例 ， 第 一 个 数 乘 以 第 四 个 数 等 于 第 二 
个 数 乘 以 第 三 个 数 。 所 以 如 果 你 把 第 二 个 数 21 乘 以 第 三 个 数 12， 
再 除 以 第 一 个 数 7， 就 得 36， 第 四 个 [未知 ] 数 ， 这 就 是 树 全 长 。 
或 者 说 ，21 是 7 的 3 倍 ,， 取 12 的 3 倍 ， 同 样 得 到 36。 

然后 ， 用 单 假 设法 对 比 : 

“我 们 还 运用 另 一 种 方法 .这 就 是 你 随便 假设 未 知 数 为 任 选 的 
数 。 但 必须 按 问题 中 所 设 数 能 分 成 整数 份 数 。 根 据 问题 原 设 ， 从 
所 设 数 你 试 着 求 出 题 中 解答 的 比 。 例 如 在 这 问题 中 我 们 要 求 树 全 
长 ， 我 们 就 假设 全 长 是 12。 因 为 这 可 以 被 3, 被 4 EER. 这 就 是 题 


给 的 除数 。 因 为 题 中 说 树 的 二 又 半 是 21。 你 所 假设 的 12 取 其 二 及 
1, 他们 将 是 [合并 起 来 ] 是 7。 如 果 这 个 [和 ] 刚巧 是 21, 我 们 


已 获得 了 所 求 的 答案 。 就 是 说 | Lx Lege |21 帕 米 。 但 是 这 里 
却 是 7, 不 是 21， 那么 7 比 21， 所 以 我 们 假定 的 树 长 将 从 12 比 36 
得 到 。 因 此 我 们 可 以 说 : 我 设 12, 得 7; 那么 我 应 该 设 多 少 , 才能 


中 ШЖ, Kg 
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得 到 21? 应 该 用 这 种 方法 表达 : 我 们 可 以 看 出 ， 最 终 我 们 把 这 些 

AHR: 12 乘 以 21， 其 和 [注意 ， 应 是 积 ] 应 除 以 余下 的 数 。 
其 三 :“ 狮 鹏 和 能 ”狮子 在 4 小 时 内 吃 掉 一 只 羊 , $95 小 时 , 能 

6 小 时 [02]. ml: 把 一 只 羊 扔 给 它们 ， 几 小 时 内 吃 尽 ? 你 可 以 


这 样 计算 : 对 于 狮子 吃 尽 一 只 羊 需 4 小 时 , E; FERT RARE 
SAM, ido, 熊 吃 尽 一 只 羊 需 6 ЬЕ}, i+, RAT, T + 
[ 恰 ] 可 以 找到 60, 假使 60 小 时 内 它们 能 够 吃 多 少 只 ? 然后 考虑 ， 


60 小 时 内 一 只 狮子 能 吃 15 RÆ; 而 豹 能 吃 12 只 羊 ， 即 60 的 二 是 


12, 同样 能 能 吃 10 HÆ, RI 60 的 万 是 10。 因 此 在 60 小 时 内 ,[ 即 


三 兽 同 时 ] BE, 15 加 12 加 10 只 羊 ， 即 37。 所 以 你 可 以 说 : 我 所 
设 60 小 时 内 它们 将 吃 掉 37 只 羊 。 我 应 该 怎样 设想 它们 吃 掉 一 只 羊 


要 多 少时 间 ? 所 以 1 乘 以 60, 除 以 37, 得 1 97 。 在 这 数 [小 时 ] 内 
它们 将 号 掉 一 只 羊 。”(L12.182) 图 版 6. 1. 16 为 此 题 书 影 。 此 题 
在 欧洲 文艺 复兴 时 期 算术 教科 书 广 为 流 传 ， 图 版 6. 2. 2 之 三 为 


Calandri 《算术 》(1491) #88.) 


De Leone et leopardo et urso. 

Qvidam leo comedabat unam ouem in horis un"; ct leopardus in horis 5; Et апды; 
oris 6: quexitur, si inter cos ouis ana ciecta fucrit, in quantis horis cam deuorsuermat 
Sic facies: pro quattuor horis, in quibus leo ouem comedit. Pone 45 et pro horis s leopard; 
ропе 5) et pro horis c ursi, ропе $: et quia 141 reperiuntur in co. Pone nt in horis ө 
ipsi deuorarent ouem illam. Considera itaque, quot oues leo comederet in illis hors e. 
cum in quattuor oris unam denorct ouem, est manifestum, quod ipse deuoraret oues s 
in illis 00 horis; et leopardus deuoraret oues яз per quiutum de 60, que est аз. Similiter 
et ursus deuoraret oues яә; cum 10 sint £ de 09. Ergo in horis 60 comederent ipsi 
0108 15, ct 13, ct 10, hoc est 37. Quare dices: pro horis 60, quas pono, comedunt ipsi oues 
37. ‘Quid ponam ut tantum comcdent ouem unam. Multiplica itaque unum рег 60, et di- 

ide 27, exibit hora 3$ 4. Et in tot ipsi ipsam ouem deuorauerunt. 


图 版 6. 1. 16 
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其 四 :“ 某 数 的 二 十 分 之 十 九 等 于 此 数 的 平方 根 ， 求 此 数 。” 
(L12. 176) 
我 们 如 设 所 求 数 为 zx， 本 题 相当 于 要 解 方程 


Dr, ( *) 


这 就 是 一 元 二 次 方程 
HET (x x) 
XF C) 单 假设 法 仍 有 用 武之 地 。《 计 》 未 作 变 换 ， 径 自 对 
(ж) HÆRE, REK: 
^60 能 被 20 整除 , 假设 所 求 数 为 60, 它 的 二 十 分 之 十 九 是 57。 
57 的 平方 是 3 249， 而 60 的 平方 是 3 600， 因 此 所 求 数 是 
3 600 400 E 


3249 361 

这 是 很 有 见地 的 假设 。 

双 假 设法 

《 计 》 第 一 三 章 一 开始 就 陈述 双 假 设法 ，; 

“ 双 假 设法 ”阿拉伯 文 的 elchataieym 译 成 拉丁 文 是 duarum 
falsarum posicionum regula, 借助 于 此 法 几乎 所 有 问题 都 能 求解 。 
随意 取 二 次 假设 。 这 意味 着 有 时 二 者 都 小 于 真 值 , 有 时 都 大 于 , 有 
时 一 个 大 于 、 一 个 小 于 [RE]: 从 二 次 假设 差 的 比例 以 获得 准确 
解 。 这 就 是 从 第 四 比例 法 则 求 出 。 这 里 包含 有 三 个 数 ， 借 此 列 出 
第 四 个 [ЖЖ] 数 ， 这 就 是 所 求 准 确 解 。 其 中 第 一 个 数 是 二 次 假 
设 的 差 。 第 二 个 数 是 借助 于 假设 差 使 成 为 准确 值 的 近似 数 。 第 三 
个 数 是 使 近似 于 真 值 的 盖 数 。 末 人 和 希望 能 表达 他 们 怎样 用 天 平 秤 
法 则 解 题 。 因 此 用 以 阐明 这 些 差 在 平衡 中 所 起 巧妙 作用 ,使 你 理 
解 用 双 假 设法 巧妙 地 解 其 他 问题 .”(L13. 318) 

图 版 6. 1. 17 为 原著 书 影 : 关于 此 术 的 渊源 ， 李 约 瑟 在 《中 国 
.科学 技术 史 》 第 三 卷 CPPEARp. 265) w: 这 个 假设 法 无 疑 是 由 
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阿拉 伯 数 学 家 传 到 欧洲 的 。…… 这 个 方法 可 能 起 源 于 中 国 ， 因 为 
正如 钱 宝 琛 所 指出 ， 这 个 方法 的 确 是 中 国 的 角 不 足 术 。 


Incipit capitulum 13 de regulis elchatayn, qualiter per ipsam fere 
omnes questiones abaci soluuntur. 

Elchataicym quidem arabico, latine duarum falsorum posicionum regula interpretatur, 
per quas fere omuium questionum solutio inuenitur ; ex quibus nna est illa, per 
quam in tercia parte duodecuni capituli regulas arborum, et similium soluere docui. 
mus. In quibus totam elchataicym, scilicet duas positiones, ponere non opportet, cum 
per unam earum ipse questiones solui possint: et tamen qualiter ipse, et multe alic 
questiones рег elchataicym solui debeant, uolumus demonstrare. Ponuntur enim ipse 
due false posiciones fortuitu. Vnde occurrunt quandoque ambe minores ueritate, quan- 
doque maiores, quandoque una maior, et allera minor: et inuenitur solutionum ue. 
ritas secundum proporcionem dilferentie unius positionis ad aliam, hoc est quod cadit 
in regula quarte proportionis, in qua tres numeri sunt noti; per quos quartus iguotus, 
scilicet solutionis ueritas, reperitur; quorum primus numerus est differencia numeri 
unius false posicionis ad aliam. Secundus est adpropinquacto, que fit ueritati per ipsam 
differenciam. Tercius est residuum, quod est ad adpropinquandum ueritati. Que, qua- 
lier Gant, primum iu regula cantarii demoustrare uolumus, ut ipsis tribus differentiis 
subtiliter in cautario demonstratis, aliarum questionum solutiones per elchataieym 
subtiliter ualeas intelligere. 


图 版 6.1.17 
尤 什 凯 维 契 在 《中 世纪 数学 史 》 第 三 章 2 说 : 11 世纪 时 欧洲 
有 译 自 阿拉 但 文 的 拉丁 文本 《 增 损 术 》。 所 谓 增 损 术 是 指 对 于 方程 
az 十 6 一 c 作 二 次 假设 :x==ai, 如 aai 十 6 二 c 十 c1, 而 x 二 az, Maa: + 
b==c 十 cz， 作 中 间 交 叉 的 平行 线 ， 形 如 天 平 秤 


a) аз а, а2 


图 6.1.5 图 6.1.6 


@ Y. р. 201. 
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把 二 次 假设 数 a;，a; 写 在 秤 的 中 间 。 如 果 c1, со 是 增多 ERO 就 
WEFT (图 6.1.5)， 如 果 是 减损 (负数 ) ski EE E (Ei 
6. 1. 6) 。 把 假设 数 和 增 损 分 别 交 叉 相 乘 。 如 果 增 GD 数 在 同一 
№, BRE 用 公式 

р 21622261 , 
如 在 两 侧 ， 则 用 公式 


y = 262 Ей, 
cite: ° 
《 计 》 第 一 三 章 对 一 般 一 元 一 次 方程 
ax-—b ( * ) 
问题 的 双 假 设法 还 作出 几何 解释 。 
他 的 解释 相当 于 说 ， 对 于 (+) 式 可 以 拓 广 为 
y=axz—b, 
y=0, 
(ж) 的 解 就 是 直线 /: y=az—b Уух RH: y=0 HRE. WKE 
设 (图 6.1.7) 
设 z 王 Zi， 如 y 一 所 一 az 一 0， 
rx. 如 y—b;—az;—b, 


DE BC „n 
从 和信 ABCWACDE, DC AB? 这 就 是 
b, — b: __ b, 


Lı — T) r—r, 
1 = an, 
3836 3832 JCR B T 346,<0,5,<0; b, * p,<0 的 所 有 情 


x. 
我 们 选 录 《 计 》 用 双 假 设法 解 的 算 例 二 则 .: 
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图 6.1.7 

其 一 :“100 罗 多 里 重 的 货物 , 值 13 HEOL (Librae), [а]. 
1 罗 多 里 货物 值 多 少 钱 ? 

答 数 ，10 ЖЖ? 索 利 底 5 BAR.” 

解法 : 作 两 次 假设 。 设 1 罗 多 里 货物 值 3 个 索 利 底 ， 那 么 100 
罗 多 里 值 300 RAR =15 利 勃 来 ， 比 题 设 大 了 278933. Sx 
1 罗 多 里 货物 值 2 个 索 利 底 , 那么 100 罗 多 里 值 200 索 利 底 王 10 利 
HWE, ШЕЛ ГЗ 个 利 勃 来 。 按 照 法 则 所 求 数 等 于 


223313 RARD 一 2 RAR) 又 5 上 第 纳 尔 )。” 


2 soli 3 soli 
> (143.319) 
— 3 一 上 2 


Ф 1 利 勃 来 =20 RAK (solidi), 1 PE =12 НК. (dinarii) 
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其 二 : шаг, ЖИ ш. ZARA, 有 财富 17。 
E]. 两 人 原 各 有 财富 多 少 ? 


ЖЖ: нж т, zu. 

解法 : 作 两 次 假设 。 HR n4. 从 题 设 第 一 条 件 ， 乙 有 yn 
=30; 又 从 第 二 条 件 较 原 设 大 了 六 =30 十 1 一 17 王 14。 设 甲 有 z: 一 
8， 从 题 设 第 一 条 件 ， 乙 有 一 18; Waspi Nha ANA 


18+2—17=3, икан ЯЫ РЕА, (bı — 
b= (zz 一 X1) ° (x 一 xXx;)， 借 此 求 出 x 二 911 ， 这 样 就 易于 求 出 


乙 原 有 财富 y 一 14 Û. (1.13. 336) 


三 、 代 数 

斐 波 那 契 向 阿拉 伯 国 家 学 习 代数 学 ， 但 有 自己 的 创见 。 在 所 
写 各 专著 中 俱 有 反映 。 我 们 把 其 中 有 特色 的 成 果 选 录 如 下 。 

一 元 一 次 方程 

《 计 》 第 一 二 章 (pp. 166—318 为 全 书 含 最 大 篇 幅 的 一 章 ， 
收集 众多 算 题 及 其 解法 。 

斐 波 那 契 熟悉 9 世纪 时 阿拉 伯 学 者 花 拉 子 米 《代数 》 对 消 还 原 
ZA, 本章 有 题 :“ 甲 、 乙 二 人 所 有 财富 相等 ， 一 日 相遇 于 途 。 乙 
对 甲 说 :“ 我 所 有 的 5 倍 , 再 给 你 12 个 第 纳 尔 , 你 所 有 是 我 所 有 的 
Tf [п]. 他 们 原 各 有 多 少 个 第 纳 尔 ?” 斐 波 那 契 设 乙 所 有 为 未 知 
Жї: res (J) 从 题 意 立 方程 相当 于 说 : 

ZX 十 12 一 7 (52—12). 

他 用 对 消 还 原 运算 ， 原 方程 变换 为 

x+12=35r— 84, 
34r=96, 
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最 终 得 解 z 一 2 12. 


P, ZEREA? 1 个 第 纳 尔 。(L12, 205). 
二 次 万 程 
《 计 》 第 一 五 章 后 半 部 论 二 次 方程 .对 于 阿拉 伯 9 世纪 时 花 拉 
子 米 《代数 》 所 载 各 种 类 型 方程 求 根 公式 都 重新 探讨 。 对 于 类 型 
az 十 c 一 0 
斐 波 那 契 尤为 钟爱 。 他 还 提出 不 少 练习 题 ， 并 作出 正确 解答 。 
例如 解 


|noLnE-Qi0—-z. 75, 


10—c х 
2. N 8х7 3>=-+20= 22; 
3. 22—20 — 4==~/ 8z2, 


最 后 一 方程 的 一 个 根 是 VN? 十 V8 十 (1 十 /2 )。 他 借助 于 欧 几 里 
得 《原本 》 命 题 2. 6 把 方程 化 为 


х*==10-Е2 У 8 十 V116 二 40 人/ 8, 
得 解 


= ok > FE 
在 《 花 采 》 的 专著 中 记载 着 斐 波 那 契 解 三 次 方程 
r5d-22*4-10x-20 (ж) 
的 文献 。(F2. 279)® 
文献 中 记 
fi ^E EE HO. 12-22 173-10 1 —13«20, 
(ж) 无 整数 解 。 相 当 于 今 称 数值 解 方程 ， 他 得 解 用 六 十 进 制 记 一 
个 根 是 


(D F2. 279 指 《 花 打 》 的 Bomcompagni. 1837 #2. р279. 
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х=1; 22, 7, 42, 33, 4, 38, 309, 
这 是 Johann A F B 2F Friderich 二 世 访 比萨 时 所 命题 。 
方程 组 
上 上 引 双 假 设法 例 二 ， 如 设 甲 、 乙 分 别 有 财 富 x，y， 则 问题 就 
是 要 解 二 元 线性 方程 组 


z 十 于 ?一 14， 

rye. 

《 计 》 也 含 三 元 线性 方程 组 问题 ， 如 
一 匹 马 值 12 索 利 底 。 有 三 个 人 都 想 买 ,但 各 所 有 钱 都 不 够 习 
这 匹 马 。 甲 对 乙 丙 二 人 说 “你 俩 把 各 自 钱 的 元 给 我 ， 我 就 能 把 马 
买 下 来 .” 乙 对 甲 两 二 人 说 :“ 你 俩 把 各 自 钱 的 二 给 我 ， 我 就 能 把 


马 买 下 来 .” 两 对 甲乙 二 人 说 :“ 你 俩 把 各 自 钱 的 圭 给 我 我 就 能 
fux Tx." uH. 三 人 各 有 多 少 钱 ? | 

答 数 ， GER 2,113, 95, (LM. 373) 

我 们 如 设 甲 、 乙 、 丙 各 有 xz，y，z 个 索 利 底 ， 则 本 是 是 要 解 

2=+y+z=24, 

方程 组 [te 
xyd-4z—48, 

此 题 在 文艺 复兴 时 期 算术 教科 书 中 广泛 流传 。 

关于 线性 方程 组 解法 , E OT 已 出 现 含 技巧 性 的 优美 解 . 例 
如 :“ 甲 所 有 钱 是 甲 、 乙 、 两 三 人 共有 六 分 之 五 少 7， 乙 所 有 上 比 他 
们 共有 七 分 之 六 少 9, 两 所 有 是 共有 八 分 之 七 少 11。 问 : 三 人 各 有 


D 应 是 z=1; 22, 7, 42, 33, 4, 40. 
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钱 多 少 ?” 

AN "725, 52, Pi cm, (L12. 198) 

我 们 如 设 三 人 各 有 钱 zx，y，z， 本 题 要 解 线性 方程 组 zx 十 7 三 
> (z+y+z),y+9=— (х+у+), z+11=% (х+у+)„ Ж 
著 设 辅助 量 ;一 x 十 y 十 z, 三 式 相 加 , 就 成 为 一 元 一 次 方程 十 27 一 
as 十 了 s 十 访 *， 问 题 就 得 到 简化 ， 很 快 取得 答 数 。 


第 一 二 章 有 题 :“ 四 人 中 再、 丁 所 有 比 共有 的 四 分 之 一 多 7, 丁 、 
甲 所 有 比 共 有 五 分 之 一 多 8, 甲 、 乙 所 有 比 共 有 六 分 之 一 多 9, L, 
丙 所 有 比 共 有 七 分 之 一 多 11。 问 ， 各 有 钱 多 少 ? (L12. 201) 


如 设 四 人 分 别 有 钱 z， y» Zs и, 则 本 题 要 解 z> 十 w 一 十 十?， 


xz 十 工 一 二 十 8,z 十 ?一 合十 9， ?十 = 一 本 十 11。 第 一 、 三 、 第 二 、 四 


式 相 加 分 别 得 15* 一 16，”2s 一 19。 是 矛盾 方程 的 最 时 文献， 
《 计 》 第 一 五 章 载 二 元 二 次 方程 组 及 其 解法 ， 相 当 于 要 解 ， 


sa , Jeg- 
1. {= 9 2. 2 2 ' 3. 


xy-2l. 2— у= 15, 


最 后 一 方程 组 归结 为 解 高 次 方程 
z8 十 100z4 一 10 000, 


四 、 数 论 与 不 定 方 程 
斐 波 那 契 在 数论 方面 有 精 淇 成绩, 由 于 先前 未 见 他 的 原著 ,所 
知 仅 一 鳞 半 爪 而 已 。 事 实 上 他 对 问题 的 提 法 以 及 解 题 思考 都 有 独 
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到 之 处 ， 体 现 一 代数 论 大 师 风 范 。 本 段 分 三 方面 。 

数论 

欧 几 里 得 《原本 》 论 述 素 数 性 质 綦 详 。《 计 》 第 六 、 七 两 章 在 
分 数 有 关 问 题 中 素数 的 应 用 至 为 广泛 ， 例 如 在 单位 分 数 化 为 “ 连 
分 数 ” 表 中 除了 含 2 的 乘积 外 , 整数 化 为 素 因 数 乘积 , 分 解 很 彻底 
又 如 有 一 处 把 528 407 分 解 为 素 因数 乘积 ，11X11X11X397。 在 
“平方 之 书 ” 中 他 明确 指出 “两 数 平方 和 以 及 差 不 能 同时 是 平方 
数 ,”“ 两 数 四 次 方 数 之 差 不 能 是 平方 数 。” 

他 提出 并 证 明了 

DM В а, b, ab. a+b 是 偶数 时 ， 
则 24|ab (a+b) (a—b), 

回 当 a 十 b 是 奇数 时 ， 则 24|4ab (a+b) (a 一 5)。 他 命名 这 种 
乘积 为 congruum， 并 指出 任何 congruum 都 不 是 平方 数 。 

与 平方 数 有 关 的 问题 

我 们 在 《平方 之 书 》 中 选 录 四 则 

其 一 :“ 求 有 理 数 ， 使 它 的 平方 加 上 5 RRES 5, MEER 
是 平方 数 ”(P2. 253599 


本 题 相 当 于 求 方程 组 
БШ ША TT 
x^—b5-z 
的 有 理 数 解 。 


辈 波 那 身 的 解 题 思路 透 追 、 细 致 他 深 知 从 1 开始 的 相继 奇数 
数列 和 是 平方 数 。 他 先 假设 当 a 是 奇数 时 @， 数 列 1，3，…，a: 一 


4, a 一 2 的 和 是 [ |. ша 是 偶数 时 ,数列 1，3，…, 21, 


(D P2.253 指 此 题 载 《 平 方 之 书 》Boncompagni1837 年 版 第 2 卷 第 253 W. 
© К. Vogel, BDS, рр. 610—611. 
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+1 的 和 |[ |2) +i). 其 次 ,他 从 勾 股 数 公式 进一步 推广 W 


а, b, хт, УД, Ша, +-2+ у ЭЗ ЖЛ. Ха: Ь5 
x: уа? фуу: z, ЊА (GP) ے)‎ + y) = (az=+by)°+ (bzr— 
ау)*= (ay+bz)' + (фу—ах)?„ ЖАЗ À congruum 概念 ， 即 
对 于 目 然 数 4,5， 当 a 十 5 是 偶数 或 奇数 时 ,对 于 前 者 
24|ab (a+b) (a 一 6), 对 于 后 者 2414ab(a 十 6) (a 一 6)。 这 种 乘积 
是 congruum 。 

在 这 些 预 备 知识 基础 上 他 指出 ， 对 于 自然 数 有 ，zx? 十 h，z? 一 
h 同时 是 平方 数 ， 只 能 在 h Æ congruum 时 成 立 。 他 设计 这 个 
congruum 中 的 a 是 5, Б 5640, 即 4X5X4X9x1=720。 又 把 方 
程 组 


ZT: 十 用 二 y?， 

XC—h=z’, 
化 为 h=y — r =r’ —z=720, (ж x) 
他 找到 r=41, y=49, z=31, MEJE (ж ж) 


Вр h= (49)? — (41)? = (41) 一 (31)? = 2 401—1 681 = 
1 681—961 = 720.17 180 х, у, z 值 代入 方程 组 (* )， 等 号 
两 边 都 除 以 12:， 得 问题 的 一 组 特 解 


(332) —5=[2 42] - 


ХШ Eq K Il RE WE. 这 些 命题 之 间 有 什么 联系 ? 为 
什么 h 是 congruum В}, 方程 组 (x x) TAR? 它 又 是 充分 条 件 
B? 裴 波 那 契 用 什么 方法 找到 方程 组 的 这 组 特 解 ? 等 等 。 


Ф 这 里 a 十 b 是 奇数 ， 所 以 4X5X4，9X1=720 Æ congruum. 
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其 二 :“ 求 几 个 自然 数 的 平方 和 是 平方 数 ”(P2. 266 一 268) 
本 题 相 当 于 解 不 定 方程 
zî +a + а= у?,® 
斐 波 那 契 借助 于 相继 奇数 数列 和 是 平方 数 的 性 质 得 出 特 解 : 
?2 一 2， 从 1 十 3 十 5 一 9，1 十 3 十 5 十 7 一 16， 
又 1 十 3 十 5 十 7 十 9 二 25 得 一 组 解 3: 十 42 一 52。 
7 一 3,1 十 3 十 5 十 … 十 (2X12 一 1) 王 1 十 3 十 5 十 … 十 23 王 122， 
而 1 十 3 十 5 十 … 十 23 十 25 一 169 王 13?， 
得 12° +5 =137, 3?4-4* 4-12? — 137, 


170 


| ss 
2 — 85°, 


п=4, 1 十 3 十 5 十 … 十 167 十 169 一 | 
而 1 十 3 十 5 十 … 十 167 一 84?， 
得 84 十 13 — 3? -- 4? - 12? -- 84? = 85* — 7 225, 
1 一 5，]1 十 3 十 5 十 … 十 7 2234-7 225—3 6137, 
类 似 于 上 面 手 续 ， 得 3 十 4: 十 12? 十 169? 十 3 6122 一 3 6132, 
其 三 :“ 求 个 数 的 和 以 及 与 它们 之 间 一 个 数 的 平方 ,两 个 数 
的 平方 ,… ,直至 这 个 数 的 平方 和 都 是 平方 数 ”(P2. 278—279) 
这 相当 于 要 解 不 定 方程 组 
Tl 十 TX2 十 十 Xx 十 XY? 二 y?， 
Ti 十 Tz 十 十 XTX 十 XI 十 一 yi， 
Tl 十 ZX 十 十 十 XI 十 XI 十 XTX 二 ys， 
х4 а, Fr Fart += yf, 
原著 给 出 n= 二 3，n= 二 4， 两 组 特 解 
1 _ 48 144 


° حو ۽۶ 


5 5 


D 在 斐 波 那 契 启迪 和 下， 后 世 的 进一步 考虑 见 S. p. 842. 
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36 156 


XB? yz 一 12， Узр ° 
n-—4, z,=1 295, =w;j=4 566 =, 23==11 417 т, Z4 一 79 920; 
1 4 4 
y171 332, уз =4 757 7 3—12 368 7 y =80 871 7? 


其 四 : 借助 于 那个 恒等式 (a? 十 上) (ty) = (ar+by)2+ 

(bz Fay), 在 特定 条 件 下 ， 可 以 分 解 某 些 自然 数 成 为 几 个 平方 数 

之 和 ， 例 如 : 

481—13X372 (4+9) (1 十 36) = (224-32) (1+62) = 

= (2X1 十 3X6) + (2xX6—3Xx1)*-20'4- 9? 

= (2X1 一 3X6): 十 (2X6 十 3X1)2 一 162: 十 152。 

又 如 

1105 =5X13X17=13X5X17=17X5X13 
=5X221=13X85=17X65, 

其 中 5x221 = (1+4) (100 十 121) = (1+22) G102+112) 
—(1X10402X1D*--(0X11—2X10)?-32*4- 9? 
= (22—10): )11+20( =12 +317, 

13х85= (224-32) (224-92) 一 312 十 122 一 232 十 242， 
17<X65= (12+42) (12+82) —33*43- 4*—31? 3-127, 
因此 1105==33? 十 42 一 322 十 9 一 312 十 122 一 242 十 232。 
四 道 著 名 算 题 
百 鸡 问题 
《 计 》 第 一 一 章 之 末 载 相当 于 《 张 丘 建 算 经 》 百 鸡 问 题 ， 题 云 
VB AGES. REI 钱币 3 H, 斑鸠 1 钱币 2 H, 672 钱币 1 
只 。30 个 钱币 买 30 只 鸟 。 我 们 需要 知道 各 种 鸟 他 买 了 多 少 ?” 
我 们 如 设 所 买 鸟 数 : Ez 只, 斑鸠 y H, 572: R, 问题 要 
TX 十 y 十 之 二 30， 


ETRIE а 
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《 计 》 的 解 题 思考 是 “我 先 假设 30 只 麻 淮 需要 10 个 钱币 。 余 
F20 个 钱币 , 这 是 30 钱币 与 10 ZE, 然后 我 以 1 只 麻 兴 交换 1 只 


RE, KERAM [付款 ] <- 钱币。 这 是 因为 麻 尖 每 只 值 二 钱币 ， 
WIRE EL em. RRETA. RE RI1 ИЖЕ FU 


T. 使 变动 : 1 了， 就 是 专 钱 币 与 2 钱币 之 差 。 我 取 6 个 1 圭 ， 变 
换 6 个 ， 得 到 10。 据 此 我 应 该 调 出 麻 省 ， 改 为 班 雹 和 鸽子 ， 直 到 
把 余下 的 20 个 钱币 用 完 。 所 以 我 取 他 们 的 6 倍 , 我 得 到 120。 把 它 
分 成 二 部 分 : 其 中 一 部 分 刚好 使 为 10 整除 , 其 余 一 部 分 为 1 整除 。 
其 二 次 分 的 [结果 的 ] 总 和 不 能 超过 30。 其 第 一 部 分 是 110, HA 
是 10。 我 分 第 一 部 分 110 为 10 份 ， 第 二 部 分 为 1 份 。 我 就 得 到 11 
RATHI RRE. 30 HEMZE, 余下 9 REIRE., REH 
{ЁЗ 个 钱币 ,而 10 只 斑鸠 值 5 个 钱币 , 11 FLOS FI 22 个 钱币 。 这 
样 ,三 种 鸟 共 30 只 , 值 30 个 钱币 ,这 就 是 所 求 的 答 数 。” 图 版 6. 1. 18 
为 本 题 书 影 。(L11.165; T. 247—248 有 一 般 解 法 ) 

ZARR 

(GERILA Johann 除了 那 道 数值 解 三 次 方程 以 外 所 命题 , ЖИ 


hI 


“有 一 堆 钱 币 为 三 人 共有 。 甲 占 其 中 广 ， 乙 占 椰 ， 丙 占 二 。 现 
在 每 人 从 钱 堆 中 各 拿 一 些 钱 , 直到 拿 完 。 然后 甲 又 退回 所 拿 的 十 ， 


乙 退 回 所 拿 的 地 ， 丙 也 退回 所 拿 的 万。 又 把 退回 的 总 数 平均 捧 还 
给 三 人 ， 三 人 所 有 恰好 是 他 们 原 有 的 财产 。 问 : 甲 、 乙 、 两 三 人 
原来 共有 钱币 多 少 ? 他 们 从 钱 堆 中 各 拿 了 多 少 钱币 ? 

答 数 : 共有 钱 数 47, 他 们 分 别 从 钱 堆 中 取 钱 数 : 甲 33， 乙 13， 
РУ 1„” (F2. 234) 
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De homine qui emit aues triginta trium generum pro denariis 30. 

Qvidum emit aues 30 pro denariis 20. In quibus fuerunt perdices, columbe, ct pas- 
m: perdices uero emit denariis 3; columba denariis 2, et passeres 2 pro. denario 1, 
licet passer 1 pro denariis 3. Queritur quot aues emit de unoquoque genere: diuide 
denarios 30 per aues зо, exibit denarius 4. Dic ergo: habeo monetam ad 4, et ad 2, 
¿tad 3; et uolo facere monetam ad i. In similibus enim questionibus procedendum 
үч per modum consolationum, ut habcamus integros numeros auium. Quare ut species 
uilierum auium equetuk spetiebus cariorum multitudinem dicas: haheo monetam ad 
, et ad $, ct ad 2, et ad 3; et uolo facere monetam ad з, hoc est; habeo monetam 
ad 1, et ad í, et ad 4, et ad 6; et uolo facere monetam ad э: fac ex passeribus, et 
penlicihus primam consolationem; et erunt anes 5 pro denariis 5, seilicet passeres 4, 
et perdix 4; et de passeribus, et columbis fac secundam; et habebis 2 pro denariis 3, 
silicet passeres 2, et columba 4: deinde ut habeas nues. 30 consolatas, mittes primam 
consolalionem ter, in quibus erunt passeres is, et perdices 3; et remanebunt | aues tš 
consolute; pro quibus mittes secuudam consolationem quinquies, et habebis passeres 
ш, ct columbas 5; et sic in predictis auibus 30 erunt passeres 22, et columbe s, et 
perdices 3, ut in questione, ostenditur. Et scias quia de supraseriptis potes habere aues 
sanus quantas uoluerit pro totidem «denariis ultra 45; sed infra 15 non possunt haberi 
aues, nisi 13, ct 11, ct 8. Nam in auibus 13 cadit prima consolatio his, et secunda 
semel; et in auibus 44 cadit secunda consolatio bis, ct prima semel; et in auibus s 


' 
- 


图 版 6.1.18 


我 们 如 设 三 人 共有 钱 数 为 x, Н, Z, 丙 分 别 从 钱 堆 中 各 拿 zx， 
у, z 个 钱 ， 则 本 题 相当 于 要 解 四 元 线性 方程 组 


Z 十 ?十 zx 一 &， 
БЕСЕ 
god 
БББ 


要 整理 成 较 简单 的 表达 式 ， 然 后 消 元 是 很 费力 气 的 变换 。《 花 打 》 
解法 很 奇 突 ， 相 当 于 另 设 辅助 参 变 量 331217, 
于 是 方程 组 后 面 三 个 方程 简化 为 


хуи 2 й 5 
2 TS 2" 3 3 十 5 二 


3° 6271 


I 
og 
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405-3). 
` 31 z _ .. 
这 就 是 y= 2 | 3 ] , (ii 

Glu 

z= S| s 
而 rd-ydcz-—u; 

HMA 7и= 475, Gii) 
斐 波 那 契 设 一 组 特 解 


5=7, u—47 代入 Gi), 得 
r—33, y=13, z=], 

斐 波 那 契 所 引 辖 助 量 *, 意味 着 他 还 认识 到 方程 组 O 是 不 定 

方程 组 。 显 然 
s=7Ë, u=47k (Ё=1, 2, "`", п) 

都 是 G) 的 解 。 

乍 一 看 ， 方 程 组 CO 未知数 个 数 与 方程 个 数 相 同 ， 它 应 是 适 
定 方程 组 。 是 否 如 此 ， 我 们 可 作 探 索 。 

把 G) 化 为 整 系数 形式 

12r43-2y-Fz—9u-0, 

3 十 14y 十 z 一 6x 一 0， 

3z 十 2y 十 16z 一 3 一 0， 

rÓ+y+z—u=0, 
此 齐 次 方程 的 系数 和 矩阵 4， 增 广 和 矩阵 妃 分 别 是 


12 2 1 —9 12 2 1 —9 0 

3 14 1 一 6 3 14 1 —6 0 
4 一 B= 

3 2 16 一 3 3 2 16 —3 0 

1 1 1 —1 1 1 1 —1 0 


2 1 9 12 1 9 
3 14 1 —6 
= 14 1 —|3 1 6 + 
3 2 16 一 3 
2 16 3 3 16 3 
l 1 1 
12 2 一 9 12 2 1 
3 14 —6|—. 3 14 1l1|=2X3X297—3X3X78+3X 
3 2 一 3 3 2 16 


2X3X3—3X2X423-—0, 
这 就 说 明和 矩阵 4 К (А) =3, 而 B 的 秩 显 然 , r (B) —3— 
r CA) 二 4。 已 证 G) 有 解 ， 而 是 不 定 方 程 组 。 足 征 斐 波 那 契 的 非 
凡 判 读 能 力 。 对 此 题 的 答 数 用 刘 徽 的 《 九 章 。 方 程 》 第 13 题 注 的 
话 来 诠释 ， 最 为 恰当 了 ,“ 举 率 以 言 之 。” 
Bi AB Ê 
“三 商人 相遇 ， 见 一 钱包 掉 在 路 上 。 甲 说 : “如 我 获得 ， 我 的 
财富 是 你 二 人 和 的 2 倍 .: 乙 说 :“ 如 我 获得 , 我 的 财富 是 你 二 人 和 
的 3 f." 两 说 : “如 我 获得 , 我 的 财富 是 你 二 人 和 的 5 倍 。: BJ, 8 
包 中 有 多 少 钱 ? 三 商人 各 有 多 少 钱 ? 
AE: BRE, 15; 甲 、 乙 、 丙 分 别 有 1，3，5。”" 岂 (L14. 343) 
我 们 如 设 钱 包 中 有 zx TR, H. Z. RPA z, y, z 个 钱 ， 
本 题 是 要 解 不 定 方程 
rd-u-—2€y4-2z), 
recien 
z+u=5(x+y). 
GT» KESI EL ED ДЕ BE TS] 2EE P 5058 6 E5233 f, 
Ju A EAS 
《 计 》 第 一 二 章 有 题 :“ 甲 ， 乙 , 两 ， 丁 ,成 五 人 想 一 起 买 一 条 


Q 这 仅 是 问题 的 一 组 特 解 . 
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船 。 五 个 人 中 任 选 四 人 ， 把 所 有 的 某 一 部 分 给 第 五 人 ， 他 刚好 够 买 
这 条 船 。 规 定 甲 要 求 另 外 四 人 给 所 有 的 15， 乙 要 求 另 外 四 人 给 所 有 


的 488， 丙 ， 丁 ,成 分 别 要 求 他 的 同伴 给 所 有 的 058 S51, 226. a, 
这 条 船 值 多 少 钱 ? H, Z, 两 ， 丁 ， 戊 五 个 人 各 有 多 少 钱 ? 
ЖЖ: 船 值 1 030， 五 人 依次 有 : 甲 ，3; 乙 ，228; 两 ，231; 
Т, 348; 友 ，378。 
解法 . 斐 波 那 契 先 写 了 二 行 。 第 一 行 依次 写 出 五 个 分 数 ， 第 
二 行 写 了 对 应 的 另外 五 个 分 数 :， 所 有 分 子 与 第 一 行 相同 ， 而 所 有 
分 母 是 第 一 行 分 母 减 去 分 子 的 差 。 这 就 是 : 
13 401 799 341 326 
15° 480” 957” 420° 405, 
13 401 799 341 326 
2° 79° 158, 79° 79° 
然后 计算 第 二 行 分 母 的 最 小 公分 母 158。 并 以 此 数 乘 以 第 一 行 
各 分 母 ， 又 以 乘积 除 以 第 二 行 的 分 母 , 得 1 185, 960, 957, 840, 
810。 它 们 的 和 是 4 752。 总 人 数 减 去 1， 得 4。4 752 除 以 4， 得 商 
1 188。 这 是 五 人 所 有 钱 总 数 。 把 1 188 减 去 158， 得 到 1 030， 就 
是 那 条 船 的 价格 。 至 于 五 个 人 各 有 钱 数 应 从 下 式 计算 。 


Н. 1 039 — 198x133, 


158 X 401 


4:1 030—777 —228, 
158x799 ` 
Pi: 1 030 кс — 231, 
T. 1030—198X341..., 8, 
79 
№: 1 030— 382326... 578, 


我 们 验算 ， 答 数 正 确 无 误 。 例 如 乙 所 有 228， 加 上 其 余 四 人 所 有 
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34-2314-3484-378— 9608 тей ЖЯ 1 030, 

斐 波 那 契 的 解法 奇 突 , RATAR, 仍 有 不 知 所 云 之 感 。 殊 
不 料 在 《 计 》 此 题 之 后 他 还 为 问题 的 一 般 提 法 作出 全 面 讨 论 ， 他 
的 巧 思 令 人 折服 。 他 的 表述 相当 于 说 : (L12. 249) 

ША PT ARKÊ xs xz, °“, a TR, 想 买 一 条 船 。 在 其 中 


任 选 一 人 ,他 有 xz; 个 钱 , 把 其 余 : 一 1 个 人 所 有 钱 数 ziy xz;,… xn 
zo Zaa …， 盖 和 的 六 给 他 ， 刚 好 够 买 这 条 船 。 问 : 这 条 船 值 多 
少 钱 ? + 个 人 各 有 多 少 钱 ? 
RRNA p, t TARAR s= Ya. 
那么 据 题 意 
p= == ^ G—x)0, Gnin) 


于 是 x—sd (p—s) n ， G=1,2, =, у G) 
n, —m; 
那么 


Macs 二 st 十 (p—s) n. 


— т, 


G—1)s-— G—p) E — Gi) 
其 中 上 ж, m; NAA, 5, p 为 未 知 数 ,， 因 此 《ii) 为 不 定 方程 。 斐 
W AM p 是 最 小 公 倍 数 ， {ni 一 m1，nz 一 m2，…:， 
—m FÆ GO 右 端 成 为 已 REER: 


G-p у] 一 各 
= 1 : : 


t—1 


ڪڪ 


而 所 求 船 价 
p=s—(s— p), 
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又 从 方程 G) 得 到 所 求 各 人 有 钱 数 : 
ZX 一 ?十 (p—s) 


п; 
о 
п, — m; 


ВФ AA 

《 计 》 有 多 处 论述 同 余 式 组 。 

其 一 :“ 设 计 一 个 数 ， 除 以 3， 除 以 5， 也 除 以 7， 问 : 每 次 除 
法 各 剩余 多 少 ? 对 于 除 以 3 所 剩余 的 每 个 单位 1， 要 记 住 70; 对 于 
除 以 5 所 剩余 的 每 个 单位 1, 要 记 住 21; 对 于 除 以 7 所 剩余 的 每 个 
单位 1， 要 记 住 15。 这 样 的 数 如 大 于 105， 则 减 去 105， 其 剩余 就 
是 所 设计 的 数 。 例如 : 设 一 数 除 以 3 余 2, 记 住 70 的 2 倍 或 140, 其 
中 减 去 105， 则 剩余 35。 若 除 以 5 余 3, 记 住 21 的 3 倍 或 63, 与 上 
yb 35 相 加 得 98。 若 除 以 7 余 4, 记 住 15 的 4 倍 或 60, 与 上 述 98 4H 
加 则 得 158， 减 去 105， 其 剩余 是 53。 这 就 是 所 设计 的 数 。” 
(L12. 301) 

其 二 ;“ 按 照 上 面 的 法 则 , 让 一 人 思考 一 个 数 。 当 它 除 以 3, BR 
以 7， 除 以 9 时 如 果 所 得 到 的 剩余 对 于 除 以 5 所 剩余 的 单位 1， 记 
住 126; 对 于 除 以 7 所 剩余 的 单位 1, 记 住 225; 对 于 除 以 9 所 剩余 
的 单位 1， 记 住 280。 如 此 计算 , 它们 的 和 太 大 ,可 相继 减 去 315。 
最 后 剩余 的 就 是 所 想 思考 的 那个 数 。” (0.12. 304) 

第 一 个 问题 相当 于 要 解 同 余 式 组 

х==2 (mod 3) =3 (mod 5) =1 (mod 7). 

按 秦 九 韶 大 衍 总 数 术 的 解法 ， 先 解 三 个 独立 的 同 余 式 
5X7F:=] (mod 3), 
3х7Е,==1 (mod 5), 
3х5Е;==1 (mod 7), 
解 得 Е,=2, F;—1l, F;=1, 而 相应 余数 依次 是 i， T23 T3% 
那么 所 求 
x =35F iri +-21F;:;-4- 15F,; 6 = 70r, +21r;+ 15rs, 
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于 是 x270X2-21X3-F15X42:53 (mod 105), 

类 似 地 ， 第 二 道 题 要 解 同 余 式 组 

х==7 (mod 5) =r, (mod 7) zr, (mod 9), 
斐 波 那 契 算出 同 余 式 7X9F,=1 (mod 5), 
5X9F;,1 (mod 7), 5X7F;=1 (mod 9) 的 解 

F—2, F,=5, F,—8. WEAR 

z =7X9X2r,+5X9X5r,+5X7X 8r; 

-—1267,4-225r7;4-280r, (mod 315), 

其 三 :《 计 》 第 一 二 章 散 见 各 处 有 不 少 同 余 组 题 ， 相当 于 说 : 
З ===] (mod 2) =1 (mod 3) =1 (mod 4) =1 (mod 5) = 
1 (mod 6)==0 (mod 7); х=1 (mod n) =0 (mod 11) (п=?, 
З, **, 10); z=] (mod à) =0 (mod 23) @=2, 3, =, 22); 
x=] (mod 2)==2 (mod 3) =3 (mod 4) =4 (mod 5); z= 
1 (mod 2)==2 (mod 3) =3 (mod 4) =4 (mod 5) =5 (mod 6) 
—6 (mod 7) =7 (mod 8) =8 (mod 9) =9 (mod 10) = 
0 (mod 11) (L12.231, 12.281—282). 


五 、 数 列 

《 计 》 第 一 二 章 一 开始 就 论 等 差 数 列 及 平方 和 数列 (1,12. 166 
~168)， 末 尾 又 有 等 比 数列 求 和 间 题 。(L12. 311 一 312)@ 在 数学 
史上 最 负 盛 名 的 数列 一 一 斐 波 那 契 数列 就 载 本 章 中 间 ， 原 著 说 ， 

“ 倪 子 问题 。 一 年 内 一 对 兔子 可 以 繁 入 到 多 少 对 ? 某 人 有 一 对 
兔子 ， 养 殖 在 某 地 完全 封闭 的 围墙 内 。 我 们 希望 知道 在 一 年 内 能 
繁衍 到 多 少 对 ? 如 果 事 情 是 这 样 , 每 对 兔子 每 月 生 一 对 小 兔子 , 而 
小 兔子 出 生 后 ,第 二 个 月 就 能 生育 , 设 第 一 对 兔子 在 第 1 个 月 生 了 
1 对 ， 鲍 数 加 倍 ， 一 个 月 内 有 2 对 。 在 这 [2] 对 中 ， 第 一 对 在 第 


© ЮЖ (KE) #2, p. 451 
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2 个 月 又 生 了 1 对 .所 以 在 第 2 个 月 有 3 X. 
此 后 一 个 月 内 有 2 对 兔子 怀孕 , 所 以 在 第 3 
月 内 有 2 对 免 子 出 生 , 此 月 有 5 对 兔子 ,此 
后 在 同一 月 内 有 3 对 怀孕 ,所 以 在 第 4 月 内 
有 8 对 , 其 中 5 对 将 生 5 对 小 兔子 。 加 上 原 
来 8 对 ， 在 第 5 个 月 内 有 13 对 。 其 中 5 对 
[在 同一 个 月 内 出 生 的 ] 在 这 月 内 不 能 怀 
Ж, 而 其 余 8 对 怀孕 。 因此 在 第 6 个 月 内 有 
21 对 。 当 我 们 把 第 7 个 月 出 生 的 13 对 加 
上 ,就 得 到 这 个 月 有 34 对 ……[ 如 此 等 等 ， 
55, 89, 144, 233, 377] = 最 后 有 377 
对 。 这 是 说 第 1 对 在 某 地 一 年 中 繁衍 的 锡 
子 对 数 。 你 可 以 看 到 在 右边 我 们 写 的 那样 
首 数 与 第 2 个 数 合并 ,因此 1 52, 第 2 与 
第 3 个 , 第 3 与 第 4 个 ……。 最 后 我 们 合并 
第 10 与 第 11 个 , 即 144 5233, 我们 就 得 到 上 面 所 讲 的 兔子 377 对 。 
对 照 此 法 ， 此 例 你 可 以 获得 直到 无 穷 多 个 月 的 [兔子 对 数 ] 
(L12. 280 一 284)， 图 版 6. 1. 19 为 原著 书 影 ) 


此 数列 直至 19 世纪 下 半 时 才 被 法 国学 者 FE，E，A，Lucas 
(1842—1891) MÆ: {un}: 1, 1, 2, 3, 5, **, woo илла, Hs 
= st usa, "ее 称 为 斐 波 那 契 数列 ， 经 人 们 不 断 研究 ,特别 是 
近 半 个 世纪 来 的 探索 , 数列 (u) 性 质 千姿百态 , 已 深入 到 数学 各 
个 分 支 。 在 美国 有 《The Fibonacci Quarterley) ( (EMRE 
HR», 已 刊载 有 关 论 文 数 以 千 百 计 9。 表 6. 1.5 已 列 出 它 的 序号 及 
其 相应 项 值 。 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


E 
e 


(D S., pp. 1065-1088 
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清 代 学 者 方 中 通 (1633 一 1698)《 数 度 衍 )@ 共 二 十 三 卷 , Н 
八 有 “ 半 倍 加 求 积 法 >”。 他 说 :“ 加 一 倍 又 二 之 一 者 ， 即 半 倍 吉 。” 
有 例题 云 :“ 自 四 起 ， 半 倍加 至 四 十 五 、 十 六 分 之 九 。 问 : 总 积 几 


何 ?”| 管 数 128 H) 此 题 为 等 比 数列 


کر كەو لە 1 
。13>，204，308，4580 ,9 ,6 ,4 


求 和 ,并 无 特异 之 处 。 如 果 我 们 来 检视 (u) 中 后 一 项 比 前 一 项 比 
值 的 发 展 趋势 。 


3* 6.1.5 


序号 
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us; 9 227 466 
例如 us 5 702 887 
“зә _ 514 229 
“әз 317 818 


45 T9 025 
иљ 46 368 
即使 n 相当 小 时 


Mio 59 
u, 341. 617 647, 


z _34、 
u 2I 619 047 6, 


所 以 在 方 中 通 “ 半 倍 加 ”数列 意义 下 ，Fibonacci 数列 又 可 以 
称 为 “几乎 是 0. 618 倍加 数列 。” 


A7]. 618 034 1, 


221.617 998 3, 


221.618 033 9, 


六 、 几 何 

斐 波 那 契 有 关 几 何 学 的 工作 散 见 他 的 各 部 数学 专著 中 。 

在 《几何 实践 》 中 借助 于 勾 股 定理 解 类 似 于 印度 荷花 、 折 竹 
等 问题 。 他 借助 于 象限 仪 (图 6. 1. 20) 作 各 种 间接 测量 。 他 取 圆 周 
xz 1.440. 1.440 

4 1 


458 9 458 5 


在 《 计 》 第 一 四 章 他 运用 欧 几 里 得 《原本 》 规 则 ， 用 尺 规 作 
出 线段 之 间 四 则 及 开平 方 运算 

atv b, Na+Nb, Ма ‘Nb, Nac Yb, Sa» 
A b, d (a -A/ b) GM d), (aM Б) (Ne + 


4 a a 
Vd), == kanda ana 


外 篇 “第 六 编 欧洲 《6 至 18 世纪 ) 581 


图 版 6.1.20 
在 其 中 他 运用 《原本 》 命 题 2. 4， 作 平方 根 运 算 。 例 如 


маф 7 +N 4— 7 =./14, (x) 


在 图 6.1.8 中 他 认为 V4 十 V7 , N 4A—A/ 7 分别 是 正方 形 
defi, biha їй K, А 。 d e 
(4+77 +4—./7 ) f 

正方 形 defi 4- EFE biha + 
2 长 方形 cdib —4 4 / 7 十 4 一 


М7 -2 V 4+< 7 М 4—5 7 = 
SF2 N (4+/ 7) (4 一 人 7 ) = 


8 十 2x3 王 14。 因 此 原 式 (x ) Z 
边 等 于 M14。 这 种 几何 解释 至 今 
仍 感 新 鲜 ， 引 人 入 胜 。 

他 借 肋 于 《原本 》 同 一 命题 ， 
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几何 解释 : 


4+7 10 —N 16 十 vV 104-8 2710, 


他 还 借助 于 《原本 》 命 题 2.6 解 二 次 方程 


z?—2r—4= 


м 8T’, 


把 zz 视 为 长 方形 V8x?，2x，4 之 和 ， 得 到 
Zz2 一 10 十 2 V 8 十 V16 十 40 V 8, 


最 后 得 解 э х=М7Т+/8+1+/2. 


annor est ..... add .п. b. x (fol. 
14 recto, lin, 12:5; pag. 17$, 
lin. 40 — paz. *26, lin. 9). 


b d 


图 版 6.1. 21 


《 计 》 有 题 说 : 某 数 的 二 十 
分 之 十 九 等 于 此 数 的 平方 根 ， 
求 此 数 (L12. 175) 

АЕ Ue BE $2 Jc FH UR R 
HAR, 我 们 已 在 本 节 第 二 段 
“算术 单 假设 法 ”作为 第 四 个 
例 介 绍 。 在 此 解法 之 后 ， 他 又 
巧妙 地 用 几何 方法 作 解 。 (图 
版 6. 1. 21) 


WT х= Ж 


说 ， 
“Rab 是 所 求 线段 长 ， 题 
给 ae cab, HEMER, 


正方 形 aekz= 二 长 方形 abdc，, 长 
方形 c1tz 王 长 方形 epd7。 也 就 
TW cl: Id—el : Ik, A 
cl: (cl-FId) =el: (¿I+ 
Ik), cI : cd 二 el : ek。 这 就 是 
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ae : CD 一 ] : ek, 


‚ 了 9 
题 已 给 条 件 ae : ab — 0° 


__20 7 EM 20 2 » 
TE k=, ПЕЕ асве | 2), 


乍 一 看 ， 此 几何 解释 使 人 有 不 知 所 云 之 感 。 其 实 ， 斐 波 那 契 
是 说 图 中 已 设 线段 长 为 x， 又 设 正 方形 aekz= 二 zx， 那么 据 题 意 其 边 
长 为 Vz =, 


为 一 方面 义 设 长 方形 abdc 的 宽 是 单位 1， 于 是 又 据 题 意 建立 
相等 关系 。 


长 方形 面积 cbdc 一 20zxX 1— (Mz) 二 正方 形 面积 aekz，。 


在 《 致 Theodorus 信 》 等 专著 中 他 提出 三 个 几何 代数 学 问题 。 
1. 在 正方 形 内 作 一 等 边 五 边 形 (T.2.249,9, KIRK 6.1.22) 


/ М 


图 版 6.1.22 图 版 6.1.23 


2. 在 正三 角形 内 作 一 正方 形 (G2. 214, 久 ， 图 版 6. 1. 23) 
3， 在 腰 为 10， 底 为 12 的 等 腰 三 角形 内 作 一 等 边 五 边 形 (Т, 
2. 250， 图 版 6. 1. 24) 。 


(D T. 2. 249 指 《 致 Theodorus 一 封 信 》 在 第 二 卷 第 249 页 . 
© G2. 214 指 《 实 用 几何 》 在 第 二 卷 第 214 9i. 
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最 后 一 问题 ， 斐 波 那 契 的 解法 a 
相当 于 说 ; Aabe F ,ab=ac=10, JE 
bc —12. TER М Lr BU. g, f, 
e 四 点 使 agfed 为 等 边 五 边 形 ,并 设 
ag=gf= fe=ed=da= zx, ХЇ а: 上 
pc。 从 相似 三 角形 性 质 知 ab : bh= 
ad : hi。 这 就 是 10 : 6—ad : hi,hi= 


т, X ab : ah = bd : di, di— 图 版 6. 1. 24 
ah*bd _ 4 . po a 3, 1 хт 
db 一 8 s zs Hie=hi ed — Lx 2*71g* 


№ RtAdie, de?^—ie?-4- di, =| z) + 8—22 " a+ 
所 z 一 64。 斐 波 那 契 正 确 运 用 花 拉 子 米 二 次 方程 求 根 公式 , 得 到 用 
六 十 进 制 表达 的 答 数 ， 等 边 五 边 形 边 长 是 
х=427,24,40,50„® 


© 用 十 进 制 表示 z== 4. 585223. 
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EAE 文艺 复兴 


欧洲 在 14 一 15 世纪 由 于 城市 商品 经 济 发 展 , 资本 主义 生产 关 
REM EE BEY BE A EREK. PEER, PR. XA. 6 
南 针 四 大 发 明 从 阿拉 伯 国 家 中 转 ， 传 到 欧洲 后 ， 前 二 者 为 文化 传 
播 必 不 可 少 的 工具 ， 后 二 者 为 远洋 航行 、 国 防 、 建 筑 、 开 发 提供 
重要 利器 。 在 生产 力 进一步 发 展 的 同时 , 自然 科学 方面 有 哥 白 尼 、 
布鲁诺 的 日 心 说 ， 人 徊 利 略 的 著名 物理 学 实验 。 哥 伦 布 、 麦 哲 伦 航 
海 亲身 经 历 所 证 实 的 地 圆 说 等 成 就 。 人 类 对 宇 密 的 认识 达到 前 所 
未 有 的 高 度 。 

从 公元 1400 一 1600 年 前 后 ,欧洲 这 一 段 历 史 时 期 ， 人 们 称 之 
为 文 忆 复兴。 文艺 复兴 运动 从 意大利 佛 罗 仑 萨 、 威 尼斯 开始 ， 以 
后 遍及 欧洲 各 国 , 中 世纪 黑暗 时 代 的 禁 铀 终 告解 脱 , 东风 浩荡 , 百 
花 齐 放 ， 数 学 的 发 展 从 中 世纪 极 少 数 传奇 式 人 物 的 工作 ， 到 这 个 
伟大 的 时 代 : TEFA. PWAN. 

本 章 我 们 选编 欧洲 文艺 复兴 有 关 数 学 文献 , 归 类 整理 分 四 节 ， 
算术 与 数 系 、 代 数 、 几 何 、 趣 味 数学 。 


第 一 节 ХЖ5җ# 


一 、 算 术 

欧洲 文艺 复兴 数学 以 算术 为 先行 。 由 于 印刷 术 西 传 ， 算 术 教 
科 书 在 各 国 城市 出 版 有 如 雨后春笋 。 二 十 世纪 初 美国 纽约 哥 伦 比 
亚 大 学 师范 学 院 L，L.， Jackson 有 专著 论 当 时 算术 教科 书 的 教育 
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意义 吧 。 此 书 所 引述 从 1491 一 1615 算术 教科 书 达 五 十 七 种 。 这 些 
教科 书 的 编写 者 都 具有 一 定 水 平 ， 对 于 当时 普及 数学 知识 起 到 重 
要 作用 名 。 德国 特 洛 夫 凯 (J. Tropfke, 1866—1939) 巨著 《初等 
数学 史 》 骨 在 改进 中 学 数学 教学 ， 对 于 文艺 复兴 时 代 算 术 教 科 书 
的 具体 内 容 、 播 图 大 量 引 用 旦 ， 在 本 《大 系 》 第 二 卷 第 四 编 “《 九 
章 算 术 》 与 世界 著名 算 题 及 其 解法 的 比较 ” 曾 选 介 。 其 中 最 有 影 
响 的 版 本 及 其 代表 作 ， 我 们 以 出 版 年 份 先 后 为 序 选 择 以 下 十 四 种 
( 表 6. 2. 10 。 当 时 出 版 物 虽然 印刷 条 件 困 难 , 但 却 能 做 到 图 文 并 茂 ， 
这 里 又 选刊 其 封面 及 有 代表 意义 的 算 题 插图 (图 版 6.2.1， 图 版 
6.2.2) МЖЖ. | 


3 6.2.1 

作者 曾 引 算 题 

P. Calandri 折 竹 着 地 
‚ J. K obel EX HE. 
A. Ries 货币 互 换 
L. Tonstall 城堡 失窃 
G. Frisius 骤 驴 问答 
F. Ghaligai RETA 
P. Ramus ШЕК 
N. Tartaglia kein Эс 
H. Baker 妇女 数 蛋 
J. Trenchant 开 立 方 图 
C. Clavius 乞丐 人 数 
C. Thierferden DES 
S. Suevus 四 人 经 商 


V. C. Ludolf 1615 蜗牛 在 


(D L. L, Jackson, The Educational Significance of Sixteenth Century Arithmetic, 
Columbia University, NY, 1905. 

Q 沈 康 身 ， 九 章 算 术 导 读 。 引 论 . 15—16 世纪 欧洲 数学 ，pp。 34—37 湖北 教育 
出 版 社 ，1997. 

@ J. Tropfke, Gesichte der Elementar mathematik 继 1939 年 初版 后 , 至 1980 年 
出 增订 第 四 版 . 
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Ж vericke, both in whole N ume 
| -berg and f'cectiong;fet 
3 fntbe bp 
jE HUMFRET BAKER, 


a 3j Londoner, 1 ¢ 63, 


3 айт рата ani ín all 
«+0 thethee partes, by берзе 
ps Фистинг : tubtre onte be 
Фук heeh alfo атаб certein . 
tables of tbe agree: 
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ners places in Curcye. 
tbe one withthe orber.as , 
by tbt table follotoiay 
ft map арреае. 
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P 
ағ 


QE TENIS 
a EE 


^ 


ы bL 
2 + 


图 版 6. 2. 1 之 一 


X And nowe once agayne pemfed 7 4 


587 


588 


第 二 章 文艺 复兴 


be 


ЧУ беби! 


ff den Linien ond Ziffern) 


mit Borthen ond S5epenbiafeltratf 
allerley аФ:аш ы фе Saup) vnd Жаш? 
manns Kehrning/ йл Мав обр 
cung def дав Sunfirednung/ariindy 
lich befchricben zinn rag юп 
Antwort acf cüet: 


murd 
р hierfedern/ Ebul? 
Rechenmepfier dut Steyer, 


Gieoridt ju Nårnberg/durh 
Leonhard Heufiler, 
M. D, LXXXVII, 


图 版 6. 2. 1 之 二 
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ARITHME, 


ТІСАЕ PRACT} 
CAE METHODVS FACILIS, 
per Gemmam.Frííium Mediz 

cumac Mathematícum, 


< «<< ZZ KS DP 


Р 22; 
- — 


Um À ph 
f Ус эз SN 
лү э a 


Sa ^ К КА 


an í ин-т 
z \ 
y 
~ 
^ 


NS 


VITEBERGAE, m D. XLI, 


图 版 6. 2. 1 之 三 
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ARITHMETICAE 


PRACTICAE METHODVS FA 


CILIS PER GEMMAM FRISIVM 
Medicum ac Matbematicum, 


PARISIIS, 
Apud Yoannem Lodoicum Tüetanum,ex 
aducrfo Collegij R.emenfis. 


154$ 


图 版 6. 2. 1 之 四 
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cOn vafeatenfragen. 

(adj maree 
wi me tauffer` cins 
eo Naren vol 


b. Mads wie obftehet/ fo fompt biracrab 
30.60 bil Sering bat er fûr einalb.tauffr- 
CDafete Fra 


к Quem Erempe. 

Ciner реб / er hert 6. ein Tud pm 24. 
afb. faufft / mie vici dn er taufen mitt omb 
48.416. Sn difer vri dergleichen fragen/ muft 
bu мерах jal / bie inn die mttte 6eb&t/ vor 
feen / ond alfo gemeten ordnen епо frei- 
ben/24.8tben mir 6.was atben mir 48. Bnd 
mads aig dann nach der Regel [о erfereftu/ 
daf 12.Fin 48.a1b.(da8 ift ein guiden 12. 


ді. wnb (їл Cie 4-atb.toft. 
» 4-416. toff кш 


图 版 6. 2. 2 之 一 
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Adam еп. 
Bibefauff. 


9t«tiucine hat roo. fc. dafür mwil er rao. 
haupt Bieg бац кп 7 nemitd) / ©ф{сп/ 
Schwein: Safter ond Giffen/ toft cin Odg 
4 ft бп Serecin anterthafben fz. cin Kalb 
cine balbén f. епо ein Belg сіп ort pon cinem 
fz- tote riet fof er jeglicher baben (йет o o. fr? 


Abbildung 120. „Zechenaufgabe“ [Ries 3; 712 |. 


图 版 6.2. 2 之 二 
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Dux , хд, JT 
rm inoia atour" E 


图 版 6.2.2 之 四 
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二 、 数 系 

我 们 已 在 第 四 编 提 到 印度 婆罗 摩 笈 多 和 婆 什 迦 罗 先后 明确 指 
出 负数 开 方 现象 , 印度 数学 界 不 承认 负数 开平 方 根 是 数 , 理由 是 : 
“负数 不 是 数 的 平方 ， 因 此 它 没 有 平方 根 .” 欧 洲 文艺 复兴 时 代 对 
数 系 的 认识 在 实数 系 基础 上 已 有 所 提高 ， 对 负数 开平 方 根 从 无 意 
义 到 人 允许 它 像 实数 一 样 参 加 数学 运算 并 建立 一 定 运算 法 则 。 

L. Paccioli (( 约 1445 一 约 1517, 意大利 ) 在 专著 《算术 、 几 


何 、 比 例 集成 》 中 说 :“z? 十 c= 二 bx HE, BE >C." 在 此 ， 


他 已 明确 认识 一 a 无 实数 根 。 同 一 时 期 N，Chuquet (£11445— 
约 1500, ЖЕ) ЖК (ЯЖ) 中 也 指出 二 次 方程 4 十 x? 二 3x 的 
PES 2 二 一 4 是 没有 意义 的 。 С. Cardano (1501 一 1576, Ж 
大 利 ) 在 其 COR) (1544) 中 首次 计算 负数 的 平方 根 。 问 题 是 : 
“把 10 分 成 两 份 ， 二 者 乘积 是 40”。 这 就 是 解 z (10 一 z) —40, 
z'—]0x--40-—0, RH ZR: 5 十 WV 一 15，5 一 人 /一 15。 经 过 还 
原 , 说 明 答 案 是 正确 的 ,虽然 他 仍 认 为 负数 的 平方 根 是 虚构 的 、 超 
诡辩 的 量 , 但 是 他 毕竟 首先 承认 它 仍 是 数 , 把 它 引进 到 数 系 中 , fe 
许 它 作为 某 些 方程 的 根 ， 人 允许 它 参 加 某 些 数学 运算 ， 而 不 把 它 拒 
之 以 数学 大 门 之 外 。 特 别 是 以 他 的 姓氏 命名 的 Cadano 三 次 方程 求 
根 公 式 。 某 些 三 次 方程 的 实数 根 竟 可 以 用 含 负 孝 平 方 根 的 代数 式 


表示 。 例 如 z= 二 15z 十 4 的 三 个 实数 根 ，z=4， 一 2 士 ~ 3 就 是 用 
会 负数 平方 根 的 代数 式 表示 ; ~Y2 二 MV 一 127 ,M2 二 121. 
К. Bombell : ( 约 1528 一 约 1571, 意大利 ) 也 在 解 三 次 方程 时 


遇 到 负数 的 平方 根 。 是 他 第 一 次 建立 起 ae 十 5 vV (a, b REX 
TO 的 运算 法 则 。 众 信 这 是 复数 理论 的 起 点 。 
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第 二 节 R # 


一 、 二 项 式 (n Ж) 展开 的 系数 表 

这 张 西方 称 为 Pascai 三 角形 ， 我 们 称 为 页 宪 三 角形 的 二 项 式 
(n Ж) 展开 系数 表 ， 其 实 远 在 B，Pascal (1623 一 1662， 法 国 ) 之 
前 ， 特 别 在 文艺 复兴 时 欧洲 数学 专著 早已 发 表 过 。 我 们 按 发 表 年 
代 先 后 为 序 选 载 五 例 。 

J. de Nemore (法 国 ) 手 抄本 《算术 》( 约 1220) = 10 (KI g 
6. 2. 3), P. Apianus(1495—1552, (SEED (SH SUR (1527), n= 
9，( 图 版 6. 2. 4) M. Stifel ( 约 1487 一 1567， 德 国 )《 整 数 算术 》 
(1544 Œ), n—16 (图 版 6. 2.5)。N，Tartaglia (1499— 1557) 
《 数 的 度量 》 (1556), n—12 (图 版 6.2.6), G. Cardano (在 
1570) 专著 中 一 11 的 系数 表 (图 版 6. 2.7)。 都 在 B，Pascal 论文 
《 论 算术 三 角形 》 播 图 〈 图 版 6. 2. 8) 出 刊 之 前 。 


3з 

\ 2 kt 9 | 

| M оү, 4 л 
| € Ч, M © | 


t # 27%6 As a ay g ' 


| 9 36 92 '« n, 3, 36 2 1 
| to gy UB ° +) o no qu (о l 


图 版 6. 2. 3 
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图 版 6. 2. 4 
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nimaducnes fes | 7 в агл 4 


; jj* 
qu ordines 9 4% 96$. ` 
eri ex еба lis |10 í$ 


nea priorum, ое ! =! 
lutfextus ordo ей 7.28.84 216.4 62.itaincipicndo in primo ordis 


图 版 6. 2. 7 


外 篇 ”第 六 编 ”欧洲 (6 至 18 世纪 ) 599 


图 版 6. 2. 8 

二 、 三 次 方程 求 根 公式 

阿拉 伯 al-Khowarizmi 〈 约 783 一 约 850)《 人 代数》 用 几何 方法 
分 别 讨论 正 系数 二 次 方程 求 根 公式 ,对 欧洲 文艺 复兴 时 期 三 次 、 四 
次 方程 求 根 公式 的 发 明 有 重要 启迪 作用 。 

Cardano 求 根 公式 出 

G. Cardano (1501 一 1576， 意 大 利 ) 在 其 《大 术 》 (1545 
年 ) 第 一 一 章 说 ;“ 大 约 在 三 十 年 前 Bologna f Ferro 有 下 面 的 解 
法 ， 并 传授 给 威尼斯 的 A，M.， Florido。 后 者 曾 和 Brecia HY N. 
Tartaglia FACE SEE, N. Tartaglia 宣称 他 也 发 现 过 这 种 解法 .在 
我 的 恳求 下 ， 他 把 解法 告诉 我 们 ， 但 匿 去 证 明 。 借 助 于 此 ， 我 们 


© 在 译文 中 我 们 加 注 了 分 段 号 ， 译 自 ，St. рр. 62~69. 
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获得 证 明 。 虽 然 是 在 异常 艰难 情 次 下 宛 — 
成 的 。 我 们 把 结果 发 表 如 下 。” x 


Eth I mee 


hi 6. 2. 9 为 原著 书 影 ) 
解法 


之 差 是 20, 又 使 二 者 的 边 4C, CK 的 乘积 Es 
是 2。 这 就 是 取 未 知 数 系数 的 三 分 之 一 。 MESES — 

(i) REIBC=CK, 于 是 余下 的 线段 | 
AB 二 GH， 这 就 是 所 要 求 的 线段 (未知 Tc ME 
数 )。 图 6.2.1 

Gü) 根据 本 书 第 6 章 定 理 1 出 ， 我 们 可 以 分 别 理解 DA. DC. 
DE, DF 图 形 的 含意 : 

DA; BC» AB', DG: BC, 

DE: ЗАВ * BC, DF: AB, 

(iv) ЗАС * АВ, CK 意味 着 64B。 因此 4B, ВС, AC 的 乘积 
的 3 156 6AB. 

(у) 从 题 设 知 : AC, CK? (Bl BC) 的 差 是 20， 这 个 差 就 是 
立体 DA，DE 及 DF 之 和 。 因 此 这 三 种 立体 的 和 也 是 20. 

(vi) 但 是 4B? 等 于 AC? ЕЗ • AC • ВС, RK BC, + 
3BC * AC. i 

(vii) 3BC + AC, ЗАС • ВС? Z $F ЗАВ * BC * АС = 
6AB, 
< (уш) 这 就 是 说 , ЗАС * ВС? WX: 3BC • AC, 加 上 64 等 于 
0, 


® ЕР) а=иф+о, aj—u34-639--3 (Qw)v-d-uv?). 
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Нввонүй: CARDANE 


"el irprima € m:m 3o, hae autem quantitates proportional 
sg 9 sd ino fccunda: eft xquale duplo producti fecundx 


primam,cum quadruplo ргітх,ш proponebatur, 
De cubo & rebus zqualibusnumero. Сар, XI, 
та Cipio Ferreiis Bononicnfis am annis ab hinc ra í 


РА! 


id mé capitulum hoc inuenit , tradidit uero Anthonio Ma 


po. 0 Di nz Flondo Veneto,qui cù in certamen cá Nícolio Tar 
AX talea Brixcllenfe aiiquando ucnifler, occafionem dedit, u 
icolaus inuenerit & ipfe, quí cum nobis rogantibus tradidiffer, fu 
preffa demonftratione, freti hoc auxilio, demonflrartionem qu=fiui 
mus,eamtg in modos, quod difficillimum fuir, redactam fic (ubica 
mus. DEMONSTRATIO. 
Sit igitur cxemph caufa cubus с н & fcxcuplumlateris G н 

le 20,3 ponam duos cubos л z € c L, quorum dillerentia fit 20 , it 
cuo productum A c lateris, in c к lacus, 

fit 2, tertia fcilicet numeri rerum pars, € 


abfcindam c »,xqualcm c x,dico, quod fi Z 

ita fucrit, lineam a B rcfiduum , effe z quas Pu 

lcm a 4,& idco rci aflimatiouem, nam de 

G Him fupponcbatur,quod ita effet, pere e 
SMA NOR 


fciam igitur per modum prim fuppofiti 
.€ capizuli huius libri, corpora DA,DC,DE 4 
iD Pur per DC inelligamus cubum s €,per 
p rcubum A z,per p 4 triplum c ain quadratum A B,per D и triplura 
4 3 ın quadraru в c. quia igirur x AC in c K Bt 2,cx A Cin C K ter bc 
€ numcrus rerum, igitur cx A B ip triplum A c inc к fiuntó rcs as, 
fcu féxcuplum 4 s,quarc triplum producti ex A B, B C,A c, eftfexcus 
plum a 5,at uero differentia cubi a c, irubo ск, & exiflenri à cubo 
з c eiacdleex fuppofito,eft 20,& ex (uppofito pimo 6 capituli , eft 
aggregatum corporum D A,D E, D F,tria igitur hrc corpora funt zo, 
pofa ucro в с m: mbus А s,zqualis eft cubo 4 c,& tmplo a c inqua 
dratuin c s, X cubo в c m:& miplo $ c in quadratum а с m: per des 
monftrata ilhc, differentia aurem triph в c in quadratum л c, à triplo 
^ сіп quadratum в c cft productum A B,B C.A C,quarc cum hoc ur de 
saonflratum cft,cquale fit fexcuplo л в, igitur addiro fexcuplo дв, 
ad 1d quod fir ex a c in quadrarum в c ter,fict triplum в c in quadras 
tusn A Cy Cum detur p c fit miam oflcnfum eft,quod productum св 


m 


ВСЕ 


图 版 6.2.9 
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(ix) AC? Ж X: BC? ТАС? 加 上 3AC，。BC?, 减 去 3BC • AC, 
减 去 BC;， 加 上 64B， 等 于 20。 

(x) 这 是 因为 从 题 设 AC;，BC? 之 差 是 20, 

(xi) lj AB? 等 于 AC?, 加 上 34C。BC?, ЖЕ BC, 减 去 3BC 
° AC. 

(хи) PS JE ПЕТ JA] ЖП, AB: 加 上 64B8 ,等 于 4C3 加 上 34C • BC*, 
Ж ЗВС • АС, ЖУ ВС, П Е6бАВ, 7 20. 

(xiii) WE AB? 与 64B 等 于 20, W GH? 5 6GH 18$ T 20, 

(xiv) 但 是 A4C，BC RAC, CK 是 二 线段 ， 它 们 所 围 面 积 是 
未 知 数 的 系数 的 三 分 之 一 ， 上 且 二 者 立方 差 是 方程 右边 值 。 我 们 有 
以 下 规则 : 方程 中 未 知 数 [系数 ] 的 三 分 之 一 取 立 方 ， 加 上 方程 
右边 值 之 半 取 平方 。 二 者 求 和 ， 开 平方 。 平 方 根 加 上 方程 右边 值 
的 二 分 之 一 ,作为 4。 平 方 根 减 去 方程 右边 值 的 二 分 之 一 , HMB. 
А, B 二 数 各 自立 方 根 的 差 就 是 所 求 方程 的 根 。” 

上 引文 献 在 数学 发 展 史上 是 有 划时代 意义 的 一 一 高 次 方程 求 
根 公 式 从 此 起 步 。 按照 图 版 6. 2.9 及 GD 段 所 说 ,我 们 补 作 直观 
图 (图 6.2.2) 文献 中 心 议题 是 ; REAC’ —CK?=20, HAC • CK 


其 中 CK= BC, JEZGH:+6GH=20 与 4B: 十 64B==20‏ ,وگ 


为 同 解 方程 ， 其 中 A4B=AC 一 CK=A4C 一 BC，。 
在 (xiv) ВЕ Cardano 的 文字 叙述 相当 于 说 ， 对 于 一 般 三 次 
方程 x 十 pz 二 gq ( 像 al-Khowarizmi —t£, p, q 都 取 正 数 )， 
(x) 
fi 5| RBE AC=u, CK =BC =v 使 


u*—v =q, 
(ж ж) 
uo, 


方程 (* x) 已 在 上 文 G) 段 指出 。 虽 然 他 举 的 是 数值 例子 ， 但 
却 有 一 般 意 义 。Gi) 至 (хи) 段 他 推导 出 重要 命题 ， 相 当 于 说 。 
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(u— o) -H3uv (u—v) 一 好 一 到。 (жж x) 
比较 (x), Cx ж) 5S Cx ж), (ж * x )。 我 们 估计 Cardano iÁ 
为 (x x x) 关于 x 一 ”的 解 ,就 是 (* ) XT x BR. WA C x) 


Rua, Cx ж) 因此 可 以 化 为 二 次 方程 ， 于 是 正 像 他 在 (iv) 
段 指出 的 法 则 那样 。 
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EEE HEE 


而 (x x <) 的 解 就 是 (*) 的 解 ， 因 此 所 求 


eg EN FE 


Cardano 还 对 三 次 方程 的 其 他 情况 
х*%=рх-Еч, x'd-prdq-0, z='+q= px, HEF p, q, r 都 是 
正 数 ， 求 根 公 式 都 作出 详细 讨论 
另 一 方面 在 《大 术 》 中 ,Cardano 不 但 有 扎实 的 理论 , 在 数值 
计算 上 也 有 精湛 的 结果 ， 对 于 所 提出 的 具体 问题 ， 解 : 
х*+62= 20, 


他 获知 то Т08 7 一 10TwV108.0 

数学 史 评 论 者 对 于 三 次 方程 求 根 公式 的 发 明 权 都 认为 应 属于 
Tartaglia, 对 此 求 根 公式 冠 以 Cardano,， WAWR. 但 从 上 引 原 始 
文献 看 ， 在 《大 术 》 已 明确 叙述 此 公式 发 明 的 来 龙 去 脉 。 公 式 以 
Cardano 为 名 我 们 认为 并 无 不 有 要 之 处 ， 这 里 揭露 此 案 经 过 始末 有 

先是 1515 年 Scipio de Ferro ARECA r+ px—q 型 三 次 方程 
的 解法 ， 并 以 此 法 启示 学 生 A. M. Fior (Bl Florida), 

1530 年 Zuanne de Tonini da Coi ( 即 J. Colla) 向 N. Tartaglia 
提出 两 三 次 方程 

1. 2+342 =5, 

2. 2+62 + 8=1 000, 
他 声称 无 法 解 出 。 五 年 后 即 1535 f£, Tartaglia 求 得 题 1 的 根 是 


ws 


D z=4 是 方程 惟一 实数 根 . 
© 据 Sm.vol. 2, рр. 459—462 
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3 3 
z=] 4 (34-45 LE (3—4/5)—1-1.103 803 40, 


题 2 的 根 是 


3 3 
= | | 64 | | | 64 
z=AJ 500 十 A/ 250 000 一 27 十 A) 500—4/ 250 000—„- —8. 133 325 5. 


他 还 宣称 他 已 获 一 般 三 次 方程 的 求 根 公式 。 

同年 Florida 与 Tartaglia 相约 在 米兰 大 教堂 对 口 比赛 , 解 对 方 
命题 Tartaglia 所 掌握 的 解法 优 于 Florida ， 因 此 大 获 全 胜 。 EE 
写 古 希腊 欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 数学 经 典 正 繁忙 当 口 Tartaglia JT 
算 译 事 毕 后 ， 再 著述 含 三 次 方程 求 根 公 式 在 内 的 代数 学 专著 ， 对 
于 所 有 创见 ， 严 守 秘 密 。 

正如 Cardano 在 《大 术 》 坦 言 :“ 在 我 的 县 求 下 ， 他 把 解法 告 
诉 我 们 , BEEREN.” FARM Tartaglia 所 示 “ 解 法 ”为 九 行 拉 
丁 文 隐秘 诗句 。( 图 版 6. 2.10) 据 意 ， 可 拼凑 成 数学 表达 式 


Quando chel cubo con le cose appresso 
Se aggualia à qualche nümero discreto 
Trouan dui altri differenti in esso. 

Dapoi terrai questo per consueto 
Che "1 lor produtto sempre sia eguale 
Al terzo cubo delle cose neto, 

El residuo poi suo generale 
Deli lor lati cubi ben sostratti 
Varra la tua cosa principale. 


图 版 6. 2. 10 
х*-+р®=а, (ж) 


ит Ug， 
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uv 一 


a= u-—Av, 

易于 验证 : Vu — Уо 确 是 三 次 方程 
Cx) 的 解 。 在 此 匿 去 证 明 、 谜 样 的 辞 句 
中 ,“ 在 异常 艰难 情况 下 ”获得 证 明 ， 人 
们 把 此 结果 誉 为 Cardano KRAN, Ù id Y 
情 是 可 以 理解 的 。 但 是 我 们 还 应 实事 求 wawa ЖА fu 
是 地 应 让 Tartaglia 分 享 发 明 权 。 A ANNE 739 I 

Cardano 三 次 方程 求 根 公式 对 后 世 КУА NEUE 
的 影响 是 深刻 的 ， 直 至 本 世纪 上 半 叶 在 Е ТЕА 
美国 畅销 的 中 学 教科 书 Н. В. Fine 图 6.2.3 
(1858—1928) Ж «А College Algebra 》， 
我 国有 多 种 汉 译 本 :《 范 氏 大 代数 》， 也 广 为 流 传 。 其 中 第 三 十 章 
三 次 方程 解法 ， 几 乎 完全 因 袭 于 此 公式 。 


三 、 四 次 方程 求 根 公式 

J. Colla 在 1540 年 与 Cardano 通信 ， 信 中 提出 有 关 三 数 成 连 
比例 的 题 ， 他 认为 此 题 不 可 能 有 解 。Cardano 虽然 自己 也 解 不 出 ， 
但 他 否定 Colla 的 结论 ， 他 把 此 题 交 给 学 生 L. Ferrari (1522— 
1565, 意大利 )。 老师 解 不 出 , 但 青出于蓝 而 胜 于 蓝 ，Ferrari 获得 
成 功 的 解法 。 

问题 把 10 分 成 三 部 分 , 使 成 连 比 例 。 又 已 知 三 项 中 , 前面 
二 项 乘 职 是 6。(J. Colla) 


Ferrari 解法 ” 取 三 项 的 比例 中 项 为 二 ， 则 第 一 项 是 六 ， 而 第 
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三 项 是 于 @。 由 于 三 项 的 和 是 10， 把 三 项 都 乘 以 6z， 就 得 方程 
2*+ 624+ 36=60=, 
在 方程 两 边 各 加 6x?， 就 化 为 
r'-c12x*4-36— (x: 十 6)* 二 6zx? 十 60x。 (*) 

如 果 6z’ 十 60z 也 是 完全 平方 ,问题 就 迎刃而解 .事实 却 不 是 这 样 。 
必须 在 方程 两 边 再 添加 一 些 项 ， 使 两 边 都 是 完全 平方 ， 从 下 面 法 
则 得 到 了 局 发 。 

法 则 ”对 于 所 有 形 如 zt 十 ax: 十 bx 十 c==0 的 四 次 方程 都 可 以 
获 解 。 


图 6. 2.4 
证 明 图 6.2.4 正 方形 AF 分 为 两 正方 形 A4D, DF; 两 长 方形 
DC, DE, 骨 湛 加 一 矩 尺 形 KGH , 使 整个 AH 仍 是 一 个 正方 形 , 算 


(D 注意 比较 Hipperates (公元 前 5 世纪 ) 关于 解 立 方 倍 积 问题 的 历史 背景 . 
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尺 形 是 由 GC, СА 为 边 的 长 方形 的 2 倍 与 正方 形 GC 组 成 。 如 果 取 
正方 形 AD 作为 边 长 zx?, 而 长 方形 CD, DE «Ж 32°, 那么 正方 
É DF 是 9, 这 就 是 4B Maz, 而 BC 取 3。 希望 在 长 方形 PPC, DE 
之 外 再 加 上 某 些 面积 。 如 果 这 些 面积 是 长 方形 CL，KM。 为 次 成 
正方 形 ， 必 须 添 加 和 矩 尺 形 LNM。 其 中 包括 正方 形 GC 以 及 长 方形 
FL, MN, 。 而 它们 分 别 等 于 边 长 为 GC，CB 的 长 方形 ， 这 就 是 说 
LNM 是 GC。2CB==6GC 与 正方 形 GC 2, 这 就 是 我 们 的 证 明 。 
(Cardano《 大 术 》 第 三 九 章 外) 

这 是 说 ， 法 则 是 用 几何 方法 证 明 

(x^ E 3- y)* — x* g-6z?-F94- 2a? y 4-6y 4- y^ , 
不 失 一 般 性 ， 图 6. 2.4 中 BC 二 p， 法 则 就 是 
(х%++р-+у)*=х*+-2рх*-„ р'-+2х*у-+2ру-+{ y^, 
Ferrari 就 运用 此 法 则 解 Colla 问题 中 的 方程 C), 把 它 的 左 
(x! F6-4-y)!— (zx? 十 6)? 十 2 (2246) yr y, 
为 使 方程 左 、 右 边 相 等 ， 右 边 应 变形 为 
6 六 十 60z 十 2 (2+6) y+ x°, 
而 这 关于 z 的 二 次 多 项 式 是 完全 平方 的 条 件 是 
(2y+6) (у^+12у) 一 900， 

这 就 是 y 十 15y: 十 36y 二 450。 (x x) 

按照 二 次 方程 求 根 公 式 解 (x x )， 设 其 中 的 根 是 y= y, 
则 解 四 次 方程 C) 转化 为 解 两 个 二 次 方程 


G^ -- 64- y) =N 6z2 十 60z 十 2 (xz? 十 6) y, + y, 
VAR — G'464y)0!— —N 6z2 十 60z 十 2 (a+b) yty. 


虽然 Ferrari 解 的 是 数值 方程 , 由 于 其 解法 有 一 般 意义 。 史 称 


®© St., рр. 69—72 
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Ferrari 四 次 方程 解法 。 

Cardano 的 数值 计算 

Cardano 在 其 《大 术 》 中 不 但 在 理论 上 记录 和 保存 了 Ferrari 的 
创造 发 明 , 而 且 还 细致 地 作 了 数值 计算 , 他 对 三 次 方程 C(* fs 
得 一 根 


3 3 
=) 287 二 十 \/ во 449 + + 287 1 — 80 449 工 一 5 
У 2 4 2 4 ° 


后 人 发 现 其 答案 有 误 ，T.。R.、 Witmer 改正 ， 应 为 


y=V190+V33 903 +V 190— 4/83 903—5. 

Cardano 在 其 《大 术 》 第 三 九 章 还 用 Ferrari 的 解法 解 另 一 四 

次 方程 
x'4-6x5—62*--30x-F11, 

他 得 出 其 正 根 x=1 十 MV 2, 而 其 三 个 负 根 1 一 M2 ,一 4 土 V5 
全 被 略 去 。 

Vieta 的 工作 

Е. Vieta (1540 一 1603， 法 国 ) 改进 Ferrari 的 工作 ， 为 今日 
代数 教科 书 采用 的 解法 。 当 一 般 四 次 方程 变形 为 缺 zs 项 方程 

ZX 十 az 十 pz 十 c 一 0， G) 

后 ， 在 方程 两 边 加 减 x 十 二 w*， 使 左边 成 为 二 平方 差 , 式 中 为 
常数 ， 于 是 


Xx 十 ux 十 二 "LA —ux* — и? Нах? БЬх -с=0, 
жа t Lu -| (u—a) m lao | —0, (iD 
为 使 第 二 项 是 完全 平方 ， 条 件 是 
b=4 (u—a) (Tw —с| , 
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JE Вр и? —аи? — Acu--Aac — P? —0, (111) 
Ku 是 三 次 方程 GD 的 一 个 根 ， 则 GD 式 成 为 两 个 二 次 方程 
и\ b 
Z 十 人 Van 一 az 十 | 2 一 一 0。 (iv) 
2 иа 
и b 


202—3 шах ka |= (у) 


2Nu —а 
Ж Gv) 及 (у), 它们 的 根 就 是 方程 G) HRE. 

Vieta 在 三 次 、 四 次 方程 求 根 公式 的 改进 工作 , 虽然 三 百 多 年 
过 去 了 , 但 仍然 是 几乎 一 字 不 变 地 引 植 进 现代 代数 课本 之 中 @, E 
见 他 这 一 工作 的 教育 意义 和 经 典 意义 。 | 

从 解 三 次 、 四 次 方程 的 历史 发 展 我 们 有 兴趣 地 看 到 ， BF. IF 
知识 的 密切 传递 关系 ,它们 环 环 相 扣 ， 循 序 渐进 。 三 次 方程 的 获 
解 依赖 于 二 次 方程 的 求 根 公 式 ， 而 四 次 方程 求 根 公 式 又 归结 为 先 
得 解 三 次 方程 。 因 此 使 人 们 进一步 联想 : 四 次 方程 求 根 公式 可 能 
是 解 一 般 五 次 方程 的 阶梯 。 


四 、 方 程 论 

方程 根 与 系数 的 关系 

命题 方程 f(x) =r tar d +a, z+ a,=0 各 根 的 和 
等 于 zx :系数 取 负 值 ， 各 根 两 两 乘积 的 和 等 于 z-: 系 数 ， 等 等 。 
(G. Cardano) 

命题 ”方程 G) =a" +a" lj. +a, ха, = 0 # x 个 
根 如 ; mis 22, oct. maus xm. MH 


(D Sm., vol. 2, p. 469 
© F., pp. 486-487 
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NS. — (—1)* =, (F. Viéta) 
i=} ao 


我 国 称 为 韦 达 定理 , 编 入 中 学 课本 .。 清 
代 李 锐 (1773—1817) 在 其 专著 《 开 方 说 》 
也 有 相同 表述 :“ 凡 有 正 负 各 数 ORO RR 
Z, HEX (常数 项 ) HRR ( 除 常 数 项 以 
外 各 系数 ) ZRO 


第 三 节 љ 何 


кы, 


文艺 复兴 时 代数 学 界 在 几何 学 方面 的 : 
创见 不 多 , 但 毕竟 还 有 一 定 成 果 。 特 别 应 该 —— 
指出 , 欧 几 里 得 《原本 》 先 后 在 英国 、 法 国 É. ма 
出 版 了 英文 译本 (1570) 和 希腊 文 和 拉丁 文 图 6. 2.5 
对 照 本 (1573) (图 版 3. 2.1, 3.2.3). 


一 、 平 面 图 形 
Leonardo da Vinci (1452 一 1519， 意 大 利 ) 在 《原本 》 卷 1 命 
题 47 的 插图 上 、 下 ， 只 在 各 添加 一 直角 三 角形 ,， 凑 成 两 个 纵横 合 


同 的 六 边 形 ， 做 一 次 面积 减法 ,就 可 以 推导 勾 股 定理 。 (图 
6. 9. 73 


Regiomontanus (1436—1476, 德国 ) 发 现 命题 : 三 角形 的 高 


@ 本 《大 系 》 第 八 卷 第 一 编 第 二 章 第 三 节 
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共 点 (重心 ) 及 其 证 法 ,这 是 《原本 》 所 无 。 今 
日 中 学 教科 书 都 把 求证 的 三 高 4D, ВЕ,СЕ 
共 点 问题 转化 为 三 角形 中 垂 线 共 点 问题 : 
图 6.2.8 从 A4BC 从 三 顶点 4,， B, C 分 别 
引 对 边 的 平行 线 , Рр, Е, Е= 8%. T 
FE.—3R2Ë AD, BE, CF 成 为 人 D'E'F' 的 中 
ER. (中 垂 线 共 点 的 命题 为 真 , 易于 从 ga 
《原本 ) 卷 4 命题 5 一 一 三 角形 外 接 圆 作法 中 P2: ©; 
推出 )。 当 年 Regiomontanus 在 专著 《 论 三 MEUS 

角形 》 中 首创 这 一 证 法 。 此 外 他 还 提出 作 图 i 


问题 、 作 法 及 其 证 明 : 已 知 四 边 a, b,c, d. 图 6.2.6 
求 作 内 接 于 圆 的 四 边 形 。 


图 6. 2. 8 


图 6. 2. 7 


作法 图 6.2.9 取 4D=d。 EAD 延长 线 上 取 a, b,c 的 第 四 
IL BISEDE — , ДА, 为 定点 以 a s c 作 动 点 的 轨迹 (Apollonius 


BD. XB DA. c 为 半径 作 圆 。 二 者 的 交点 就 是 所 求 第 三 个 顶 
HC, JEAACB, f BC=b, АВ=а, iit ABCD 即 合 所 求 。 
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ЕҢ + ЫЕАС:СЕ=а:с, АВ : CD=a : с, 而 BC : DE 
=b: 6€ а : c; FEADECOABAC, Z1= 22. 于 是 四 边 形 
ABCD 内 接 于 圆 。 

A. Dürer (1471 一 1528， 德 国 ) 在 1525 年 指出 如 已 给 角 为 
ZAOB, 就 以 O 为 圆心 , ROA 为 半径 作 弧 4OB (图 6. 2. 10)。 把 
3X AB 三 等 分 , RC 为 靠近 B 的 三 等 分 点 , ЕОР | AB, XABA 
B4. BD AEE AHS AB FE. 设 下 为 EC 的 三 等 分 点 (SE 
Xr E). ХИВ, ВЕ 为 半径 ， 作 贺 绝 交加 于 C， 则 G 三 等 
45 АОВ,® 


图 6.2.9 图 6.2. 10 


АЖИ GE X 

用 一 个 式 子 表示 圆周 率 的 设想 是 从 FF，Viate 开始 的 。 他 用 平 
方 根 连 乘积 表达 式 

٣ے‎ 2х2 —x— 2 —.. (1579 E) 


2 М? М?+ 2 2 十 MV2 十 WA2 


与 我 国 元 代 赵 友 钦 割 圆 研 究 成 果 适 相 一 致 8. 


O 这 是 近似 作法 
® WA (KR) #6, pp. 289—191 
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二 、 立 体 图 形 

古 希腊 柏拉图 正 多 面体 和 阿 基 米 德 
半 正 多 面体 重新 受到 关注 。L. da Vinci 
在 其 专著 中 有 精美 的 五 种 正 多 面体 模型 


(图 版 6. 2.11) J. Kepler (1571—1630, SSN 
德国 ) 在 《宇宙 … 的 和 谐 》(1619) 绘制 了 ONES 
十 三 种 半 正 多 面体 (图 版 6. 2.12). 他 还 RSS 
仿照 柏拉图 从 P, 砍 去 八 个 三 面 角 构 造 SS 
A, 的 作法 ， 从 四 种 正 多 面体 构造 十 种 半 p» 
IE EEE: МР, Жж А,, А,, An; P3: 


As. Ass Pis Asa Mays Ais Р» Aos Ay, J. Kepler 
具体 作法 都 见 图 (图 版 6. 2. 13) 自明 , 只 图 6.2.11 
须 经 过 计算 使 各 半 正 多 面体 校长 都 К H 
等 长 就 行 。 
M 
三 、 尺 规 作 图 问题 的 新 考虑 
定 半径 作 图 
在 第 五 编 第 一 章 第 一 节 我 们 曾 4 B 
引述 阿拉 伯 Abul Wefa (940—998) IH &2.12 


限定 用 定 半径 圆规 直 尺 作 图 题 六 例 ， 
很 有 特色 ， 意 大 利 Tartaglia 另 补 一 题 。 

已 给 边 长 ， 用 生 锈 的 圆规 作出 正三 角形 。 

作法 : 图 6. 2. 12 中 作 线 段 为 已 给 边 长 。 圆规 具有 定 半径 AD，。 
使 AB 向 左右 延长 ， 以 圆规 截取 4D=BC， 又 借以 作 正 人 4 万 D， 
ABCK, WE BK, AH 交 于 M。 易 知人 A4MB 就 是 所 求 图 形 。 
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对 几何 三 大 问题 的 探索 
文艺 复兴 时 代 学 者 们 对 古 希 腊 辩 士 学 派 所 提 三 大 问题 ， 继 续 
化 圆 为 方 的 问题 L. da Vinci NN p 

对 之 曾 有 一 设想 : 取 半 径 为 R, 高 


为 =R 的 圆柱 。 把 圆柱 的 侧面 在 
тт qn 滚动 一 周 ， 得 矩形 长 2xR、 
® R. 取 其 长 、 高 为 二 项 , KË 
比例 中 项 ， 所 求 正 方形 边 长 就 是 


元 一 人 | 2=R ° 


Е. Viète (1540 一 1603， 法 国 ) 有 
过 立方 倍 积 作法 的 设想 , 在 图 6.2.13 中 3 4@ 
WEBE AB, Ja ZABM=90°, ZABN= `` EZ Sx 
120"。 作 直线 4C 交 BM FC, BN Y D. ` О 
tt CD= AB, M] АС=2АВ°, d 


第 四 节 趣味 数学 


我 们 已 在 前 文 提 到 印度 、 阿 拉 伯 和 YX 
Ml de iv канан ЖЕ 
4 , 在 文艺 复兴 时 代 续 有 发 展 ,是 近 现代 
组 合 数学 、 运 筹 学 和 图 论 等 数学 分 文 的 I. di Vinci 
萌芽 和 胚胎 。 这 些 文献 弥 足 珍贵 ,我 们 选 图 6. 2.14 
述 如 下 。 


NCOCEDRON.PLANVS 
УА СУУ ~ 


图 版 6. 2. 11 
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一 、 幻 方 

JE 1—2? 个 自然 数 分 别 填 入 nXn 个 方 格 内 成 为 方 阵 。 方 阵 各 
A. Dürer (1471—1528) 在 版 行 、 每 列 及 其 主 对 角 线 内 数 的 和 都 
相等 时 , 这 种 方 阵 称 为 幻 方 . 由 德国 画家 画 《 沉 思 》 图 版 6. 2. 15 右 
上 方 有 一 幻 方 (6. 2. 15 8) 其 幻 和 为 34。 后 人 发 现 这 一 幻 方 具 
有 许多 令 人 瞩目 的 性 质 。 


O 南宋 杨辉 专著 中 称 为 纵横 图 ， 见 本 “大 系 ” 第 五 卷 第 六 编 第 五 章 
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图 版 6. 2. 13 
其 一 : 第 四 行 中 间 两 数 连 在 一 起 恰 是 作画 年 代 。 
其 二 : 这 是 对 称 幻 方 : 关于 中 心 对 称 二 数 和 都 是 17。 


Kc. 其 中 有 八 个 方 阵 元 素 和 都 是 34。 
зві [sls] BB 
[o iJ Lo [i2] 617. 9115 
其 四 : 上 二 行 各 数 平方 和 ， 下 二 行 各 数 平方 和 ， 一 、 三 行 各 


数 平方 和 ， 二 、 四 行 各 数 平方 和 ， 二 主 对 角 线 上 各 数 平方 科 ， 非 
主 对 角 线 上 各 数 平方 和 都 相等 ， 都 是 748。 

其 五 : 二 主 对 角 线 上 各 数 立 方 和 以 及 非 主 对 角 线 上 各 数 平方 
和 都 相等 ， 都 是 9 248. 

对 照 中 算 ， 杨 辉 在 此 三 百 多 年 前 所 作 花 十 六 图 CH 6. 2. 15 
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bre. 


^" er. z Y. 


EX 
h 


图 版 6. 2.15 A. Dürer 名 作 《 沉 思 》 
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左 ) 与 之 同属 同 种 幻 方 , 只 需 把 方 阵 逆 时 针 方 向 旋转 90° 后 , 第 二 、 
三 列 互 换 , 就 是 Diirer AIF. 上 面 所 列举 后 四 性 质 、 花 十 六 字 图 全 
都 满足 。 


—. [н 

用 天 平 秤 称 物件 重量 ， 有 两 种 称 法 方案 : 

中 在 一 个 释 盘 内 放 物 件 ， 另 一 个 盘 内 放 硅 码 。 当 天 平 秤 平衡 
时 ， 另 一 个 盘 内 砖 码 总 重 就 是 物件 重量 . 

凶 ) 在 一 个 秤 盘 内 放 物 件 ， 在 两 个 秤 盘 内 都 可 以 放 硅 码 。 当 天 
平 秤 平衡 时 。 不 放 物 件 的 盘 内 砖 码 总 重 三 去 放 物 件 的 盘 内 其 码 总 
重 ， 二 者 差 就 是 物件 重量 。 

问题 用 天 平 秤 要 称 出 1 至 40 整数 磅 重量 的 物件 : 最 少 要 多 
少 个 夸 码 ? 

方案 中 : ЖАВ, ARX 1, 2, 4, 8, 16, 32 RE (N. 
Tartaglia) 1 2 40 中 任何 一 数 都 可 以 表示 成 这 六 个 数 中 某 些 数 之 
和 。 例 如 23 二 16 十 4 十 2 十 1 等 等 ,? 

7309). 四 个 夸 码 ， 分 别 重 1，3，9，27 E (С. С. Bachet 
de Méziriac (1581—1638, KE) Ж. 要 称 1 磅 ,必须 有 1 磅 的 
硅 码 。 要 称 2 磅 ， 必 须 添 重 2 磅 或 3 磅 的 硅 码 。 用 1 磅 ，2 ЕЕ 
可 以 称 出 1, 2, 3 磅 , 但 是 用 1 磅 , 3 磅 夸 码 可 以 称 出 1 至 4 磅 , 因 
为 2 一 3 一 1, 也 就 是 说 1，3 磅 的 夸 码 可 以 称 出 1 至 1 十 3=4 磅 。 类 
似 地 可 以 推断 再 添加 一 个 重 9 磅 的 硅 码 ， 就 可 以 称 出 1 至 1 十 3 十 
9 二 13 磅 。 再 添加 一 个 重 27 磅 的 硅 码 就 可 以 称 出 1 至 1 十 3 十 9 十 
27=40 磅 。 依 此 进一步 推出 用 1，3，32:，… ，3“ 一 ! 磅 重 的 夸 码 ， 可 


O 只 要 考虑 到 十 进 制 的 1 一 40 都 可 以 一 一 对 应 表示 为 二 进 制 数 ，Tartaglia 的 解 
题 方 案 就 很 清楚 了 . 
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以 称 出 1 至 1 十 3 十 3: 十 … 十 3 一 : 即 1 = (3"—1) REMH. 


=. ОШ 

分 油 问题 欧洲 文献 中 首 例 是 Alcuin《 益 智 题 集 》 第 一 二 题 , 其 
次 是 :“ 三 名 小 偷窃 得 香精 一 瓶 , 液 体重 24 英两 ,他 们 逃离 现场 后 ， 
在 五 金 店 买 到 三 个 量 简 ， 到 “安全 ”地 带 分 赃 时 发 现 三 量 简 大 小 
不 同 , 分 别 能 量 5，11，13 英两 。 问 ， 他 们 怎样 量 才 能 均 分 香精 ” 
(Tartaglia) 另 一 文献 :“ 桶 中 容 8 SMO 酒 。 用 二 只 空 瓶 分 别 容 
3 夸 脱 ，5 夸 脱 平分 这 8 夸 脱 酒 。 问 : 该 怎样 分 ?9” (Bachet) 


00. Josephus 问题 

这 类 问题 起 源 于 古 罗 马 军 队 中 , 在 
俘虏 或 叛 兵 中 实施 的 十 中 取 一 ，10 人 中 
择 杀 1 人 的 残酷 惩罚 习惯 @。 后 来 逐渐 演 
变 为 各 种 形式 的 类 似 问 题 : ва ISR 
人 群 排 成 圆圈 , 循序 点 数 。 总 人 数 多 少 ? DAA cm. V. 
从 谁 开始 点 ? Ий ЛГ Ер ДОЙ О А 
向 为 序 ? 点 多 少 人 为 一 轮 ? 每 一 细节 都 将 “和 人 
决定 被 点 人 群 每 一 个 人 的 命运 或 运气 。 С. G. Bachet de méziriac 

这 类 问题 的 最 早 记录 是 意大利 米兰 зурам 
Hegesippus (公元 6 世纪 ) 专著 《De Bello 


中， 只 要 考虑 到 十 进 制 的 1 一 40 都 可 以 一 一 对 应 表示 为 三 进 制 四 数 : 0001, 0010, 
0100, 1000 的 和 差 ，Bachet 的 解 题 方案 也 就 很 清楚 了 详 见 S. рр. 962 一 974 


© Ж (quart), M (pinO, ， 欧 洲 国家 容量 单位 ，1 В 790. 


®© 详 见 S，pp。962 一 974 
® FLS. рр. 952—962 
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Juduico》 讲 的 有 关 犹 太 历史 学 家 Josephus 的 故事 , 借助 于 点 数 脱 
险 。 从 此 这 类 问题 就 冠 以 Josephus F. N. Chuquet (15 世纪 ， 
法 国 ) 在 著作 Triparty en la Science des Nombres (《 数 的 科学 三 
S) 中 出 现 航海 问题 ， 后 来 在 其 他 教科 书 中 被 广泛 引用 ，P. 
Calandri《 算 术 》 题 : 15 个 基督 徒 和 15 个 异 教徒 同 乘 一 船 远 航 .。 Ж 
中 过 大 风浪 ， 船 主 指令 ， 将 全 船 乘 客 之 半 投 海 ， 其 余人 员 才 能 保 
平安 . 船长 要 大 家 排 成 圆圈 。 从 某 人 起 点 数 , 至 第 9 А, 把 此 人 投 
海 。 照 此 继续 点 数 ， 直 到 余下 15 个 乘客 为 止 。 问 : 怎样 安排 才能 
使 基督 徒 全 都 不 致 投 海 ? HEN. Tartaglia 数学 专著 中 也 有 过 类 似 
问题 。( 图 版 6. 2. 2 之 四 为 当时 算术 教科 书 插图 》 

五 、 渡 河 问题 

中 世纪 Alcuin《 益 智 题 集 》 的 趣味 数学 题 在 文艺 复兴 时 代 也 一 
绸 以 不 同方 式 传播 .N. Tartaglia 把 兄妹 渡河 题 改 编 为 “嫉妒 的 丈 
X". 三 对 夫妻 渡河 , 河上 只 有 一 只 能 载 二 人 的 小 船 ， 要求 不 是 夫 
妻 关 系 的 男女 不 能 单独 在 一 起 。( 图 版 6. 2. 16 为 原著 插图 》 


图 版 6. 2. 16 


入 、 分 割 正 方形 

把 正方 形 分 割 成 为 完美 正方 形 一 一 内 含 大 小 不 同 的 正方 形 。 
这 个 问题 数 百 年 来 一 直 受 到 数学 家 们 的 关注 ， 是 今日 图 论 研究 的 
谋 题 。 艰 难 的 研究 历程 是 从 不 完美 〈 所 含 正方 形 大 小 允许 有 相同 
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的 。) 321523. 分 割 的 个 数 从 很 多 到 
不 多 ,这 类 问题 的 开创 性 工作 是 从 
Tartaglia IR. XC B ic C s f TET3 
x13 正方 形 中 前 分 为 十 一 个 小 正方 
形 , 含 六 种 规格 , ЛИ ШШ Г FFF 
的 第 一 步 。( 图 6. 2. 17) 


图 6. 2.17 


(D #5. рр. 842~862 
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第 三 章 17 至 18 世纪 


继 文 艺 复兴 之 后 , 欧洲 在 17 至 18 世纪 科学 技术 发 展 更 快 , 数 
学 界 人 才华 出 ， 群 星 璀璨 ， 数 学 新 成 果 达 到 从 未 有 过 的 高 度 。 本 
章 选 说 其 中 有 关 文 献 ， 供 中 国 数 学 史 工 作者 参考 。 


ж-т 数 系 与 数论 


一 、 数 系 
人 们 对 数 的 认识 ， 经 过 漫长 的 ong 
历程 :从 自然 数 引入 零 HM. HM, E 
无 理 数 才 形成 实数 系 。 后 来 对 负数 ;: 
平方 根 的 存在 性 从 否定 到 肯定 ， 到 ДШ a 
文艺 复兴 时 代 在 解 三 次 方程 时 竟然 
通过 它 获得 实数 根 . 进入 17 世纪 后 УЯ 
对 数 的 平方 根 的 认识 取得 进一步 提 Qa s 
高 , 数 系 才 扩 张 成 为 完整 的 复数 系 。2 - Q 
J. Wallis (1616—1703, Ж AR 
国 ) 在 1673 年 指出 : 我 们 有 负 线段 ， S DE 
那么 我 们 也 应 有 负面 积 ， 而 负 的 面 Е 
积 也 应 有 边 。 因 此 现在 假设 有 一 负 = D | 
面积 1 600。 问 : 它 的 边 长 是 多 少 ?我 A. De Moivre 


们 不 能 说 它 是 或 一 40。 /二 1 600 应 图 6.3.1 
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jd&104/—16, 或 20 MVM 一 4, #Ё40-/—1„® 
G. W. Leibniz (1646 一 1716， 德 国 ) 研究 负数 的 平方 根 ， 
他 认为 
zat | Lis ^/ = (аа N Jl ° 
(zta 1 (аам): 


但 他 对 负数 的 平方 根 的 存在 与 否 却 有 些 犹 聊 ， 他 说 它 是 美妙 而 奇 
措 的 隐蔽 所 ， 它 几乎 是 存在 与 不 存在 之 间 的 两 栖 物 。 

在 18 世纪 以 前 , 大 多 数 欧洲 数学 家 对 于 负数 的 开 偶 次 方 持 怀 
EAE. MER. Descartes (1596—1650, 法 国 ) 认为 这 是 不 可 思 
议 的 ， 他 称 负数 开平 方 为 虚数 ， 就 这 样 ， 他 的 命名 一 直 沿 用 到 现 
在 。 

A. De Moivre (1667 一 1754， 法 国 ) 在 1722 年 提出 

命题 (cos Ф — isin p)” —cos mg 十 \/ —1sin пф 
HEH De Moivre 公式 , 

L. Euler (1707—1777, RE) 引进 虚数 单位 i 一 /一 1。 他 系 
统 地 建立 形 如 a 十 页 (a, b 是 实数 ) 的 运算 及 其 理论 , 他 借助 于 De 
Moivre ARRAZAK e 的 虚数 指数 寡 之 间 的 关系 。 


命题 e = cos z+ i sin >, 
并 由 此 建立 常数 x 和 e 之 间 可 以 通过 虚数 单位 i 联系 起 来 。 
命题 er 十 1 一 0。 


这 是 一 条 充满 数学 和 谐 美的 命题 。 

C. Wessel (1745 一 1818， 挪 威 ) 对 虚数 研究 又 有 新 的 建树 。 
1797 年 在 丹麦 皇家 学 院 宣 读 有 关 论 文 。 次 年 印刷 发 表 , 他 说 :“ 我 
们 把 十 1 作为 正 数 单位 ， 十 i 为 另 一 种 单位 ， 与 前 者 互相 垂直 ， 而 


(D Sm, vol. 2, pp. 263—264 
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具有 同一 原点 , 则 十 1 的 方向 角 为 0)" ,一 1 
是 180°, i 是 90°, 而 一 i 是 一 90° 或 270°。” 
这 是 形 如 a 十 抽 数 的 全 体 与 平面 上 的 点 
(a, b) 建立 一 一 对 应 关系 。 从 此 开始 , Ж 
如 a 十 6i 这 种 数 就 成 为 看 得 见 、 摸 得 着 的 
实物 ， 成 为 今日 中 学 教科 书 的 教材 。 

19 №2207, C. F. Gauss (1777— 4 " 
1855， 德 国 ) 正式 引进 a 十 bi 这 种 数 ， 并 
命名 为 复数 ,实数 只 是 其 特殊 情况 b= 二 0。 
他 用 Wessel 的 图 示 法 ,用 互相 垂直 的 实 
轴 和 虚 轴 建立 了 复数 平面 。 他 说 :“ 这 样 L. Euler 
的 几何 表示 使 人 们 对 虚数 有 了 新 的 看 图 6.3.2 
法 ”。 他 自己 取 Wessel 的 四 个 单位 作为 x 一 1==0 的 四 个 根 。 

自从 以 Gauss 为 代表 的 数学 家 的 创 导 和 研究 以 后 ， 复 数 便 得 
到 人 们 普遍 理解 .并 由 此 发 展 为 复 变 函 数论 这 一 新 的 数学 分 支 。 在 
弹性 力学 、 流 体力 学 、 电 磁 学 中 得 到 广泛 应 用 。 


二 、 数 论 

古 希腊 时 提出 的 某 些 数论 问题 在 这 两 个 世纪 中 续 有 人 研究， 并 
取得 新 的 成 果 ， 其 中 

x= ЖО 

欧 几 里 得 《原本 》 卷 7 定义 了 完美 数 。 在 亚历山大 后 期 学 者 
Nicomachus 和 Iamblichus 以 及 文艺 复兴 时 佚名 学 者 肯定 前 面 五 
个 完美 数 。M. Mersenne (1588—1648, 法 国 ) 在 1644 年 写 出 前 
面 八 个 完美 数 ， 它 们 是 

P. 63 P3, 28; Ру, 496; Pro 8 128; Ру 33 550 336; 


(D S., pp. 29==36. 
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Pır, 8 589 869 056; Pis, 137 438 691 328; 

P+, 2 305 843 008 139 952 128. 

Ja d AO 

毕 达 哥 拉 斯 提出 了 相亲 数 概念 ,并 举 出 首 例 :220,284。 直 至 
1636 年 Mersenne 说 ,P. de Fermat (1601 一 1665 ,法 国 ) 才 发 现 第 
二 对 ,它们 是 17296,18416。Mersenne 给 出 相亲 数 的 构造 步骤 ， 

G) 写 出 2 的 等 数列 各 项 ; 

Gi) з{@ G) 各 项 ; 

Gi) Gi) 各 项 减 1; 

Gv) 从 第 二 项 起 ，(ii) 中 前 后 项 相 乘积 减 1。 
ШЖ Gv) 中 有 素数 项 ， 那 么 它 与 同 列 第 一 项 的 乘积 是 一 对 相亲 数 成 
员 之 一 ， 而 同 列 第 一 、 三 项 与 前 一 列 第 三 项 连 乘积 是 相应 另 一 成 员 。 

我 们 列表 说 明 


1 151 18 431 73 727 


按照 命题 步骤 所 说 ,第 Gv) 行 第 二 项 71 是 素数 ， 那 么 22X71， 
2*X5X11, 即 284，220 是 相亲 数 : 第 Gv) 列 第 三 项 不 是 素数 , 就 
不 必 考 虑 。 第 四 项 1 151 是 素数 ， 就 得 另 一 对 相亲 数 
1 151 X16 二 18 416 5 23X47X16=17 296, 
1638 ÆR. Descartes 在 致 Mersenne 信 中 借助 于 Fermat 命题 ， 
他 发 现 表 中 第 GO 行 第 七 项 73 727 为 素数 ， 得 又 一 对 相亲 数 
73 727X 128=9 437 056 与 191X383X128 一 9 363 584, 


(1) 5, А рр. 36—42. 


外 篇 ”第 六 编 欧洲 (6 至 18 世纪 ) 629 


1747 年 L. Euler 宣称 , 他 找到 了 三 十 对 新 的 相亲 数 。 三 年 后 ， 
1750 年 他 发 表 一 张 含 六 十 二 对 相亲 数 的 表 ， 其 中 有 三 对 有 误 。 这 
d Joe i BUR URB ORO, 


第 二 节 A £ 


一 、 求 根 公 式 

对 多 项 式 方程 求 根 公式 进一步 完善 。L.， Euler 在 1733 年 对 
Cardano 二 次 方程 x 十 px==g 的 根 作 了 细致 讨论 : 方程 应 该 有 三 
^R. fir -—1-0,Bl (x 一 1) (x 十 zx 十 1) =0 的 三 个 根 为 1， 
w, w, HBA Cardano 三 次 方程 的 三 个 根 应 是 

УА УВ, w^ A—w' УВ, и? УА юх B, 
А. De Moivre 提出 
命题 二 项 方程 它们 是 


之 一 COS 2۳ L isin 2E T k= 0, 1, 2, ...., n—1), 


19 世纪 上 半 叶 对 五 次 (及 以 上 ) 方程 有 和 否 求 根 公式 问题 才 作 
出 结论 

命题 ”一般 形 式 的 五 次 〈 及 五 次 以 上 ) 方程 不 可 能 有 根 式 解 
(IN，H，Abel，1802 一 1829， 挪 威 )@。 

1824 F Abel 指出 对 于 五 次 (及 五 次 以 上 ) 一 般 形 式 的 方程 的 
根 不 可 能 以 其 系数 用 四 则 运算 及 根 式 来 表示 。 这 一 事实 简称 为 五 
次 (及 五 次 以 上 ) 方程 无 求 根 公式 。 甚 至 五 次 〈 及 五 次 以 上 ) X 
些 数值 系数 方程 也 不 能 以 其 系数 用 四 则 运算 及 根 式 来 表示 ， zx; 一 
4х—2=0 即 为 其 中 一 例 。 


(D FINS. pp. 38—39. 
@ Sm., vol. 2, p. 470. 
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二 、 方 程 论 

代数 基本 定理 

命题 一 个 有 和 多少 次 的 方程 就 能 有 
多 少 个 不 同 的 根 。(R. Descartes, 1596 
—1650, 8 (PER ° 几何 》 第 三 章 ， 
1637) 

命题 在 复数 范围 内 ， 每 一 个 ”62 5 
(nZDUKASDXJ ESAg—4T48. 0H Y 


等 价 命 题 

命题 ”在 复数 范围 内 ,每 一 个 
(过 1) 次 多 项 式 方程 总 有 2 NR. (C. Е. N. H. Abel 
Gauss, 1799) 图 6. 3. 3 


算术 基本 定理 2 保证 自然 数 分 解 为 素数 因数 的 可 能 (和 存在)， 
从 而 保证 所 有 算术 (数论) /问题 的 可 能 (存在 ) HII СЕ 
一 ), 而 代数 基本 定理 保证 代数 学 研究 的 重要 对 象 , 多 项 式 方程 的 
根 的 必然 存在 , 而且 引出 其 等 价 命题 , 从 而 保证 n 次 方程 根 的 个 数 
无 歧义 : 有 且 仅 有 ?7 Tou 

E AGE 

命题 У (x) 能 被 aa) 整除 的 充分 必要 条 件 是 : a 是 
F(z) 一 0 的 一 个 根 。 (R. Descartes 《方法 论 。 几 何 》 第 3 章 ， 
1673) 


方程 变换 

命题 

加 根 方程 (ж) =а2"+ах" 十 … 十 CIZ 十 an 一 0 (+) 
Hf (у) =ao (y—m)"+aƏi (y—m) a, (y—m) 十 an 一 0 (ж ж) 

@ Е. р. 588. 


© 参见 本 章 第 四 节 定 理 1. 
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жан T3 X:y—crom.3m-0, scr cdm 
m<0 时 , HE C) 变换 为 方程 (x* *) 
分 别称 为 加 根 、 减 根 变换 。 直 接 代 换 比 较 
KB. 我 国 从 《 九 章 算术 》 开 始 在 开平 方 、 
开 立 方 运算 。 宋代 责 宪 、 秦 九 韶 增 乘 方法 、 
正 负 开 方 术 中 都 熟练 运用 这 种 运算 ,用 
以 数值 解 方程 。 欧 洲 称 为 综合 除法 。 
扩 根 方程 f(x)==aor" 十 a1z” 十 *… 
+ а 1х + په‎ = 0 (ж ( 5 =(ر)۴‎ ау + 
kay" | + &'asy" ? + °°° +R" aa y k'a, 


PL x R. Descartes 


k>0, 方程 (x ) 变换 为 方程 (x * )， 分 别称 为 扩 CR h) WR. Hh 
(k f) 根 变换 ， 我 国 从 《 九 章 算术 》 开 始 在 做 数值 解 方程 时 ， 都 
熟练 运算 这 命题 求 根 到 所 需 精 度 。 

附带 说 一 句 ， 当 k= 一 1 时 , 方程 (* ) 变换 成 方程 (x* *), 
使 前 者 的 根 变 号 。 

倒 根 

(х) =ао" Ках" + Ба, 1х+а,=0 与 f(y) 二 any" 十 
a,-1y" + Ба у+ао=0 二 者 的 根 互 为 倒数 。 

符号 法 则 

命题 Uf (х) 一 aoz 十 aiz +H +a,-iz+a, (ж) 的 系数 
Bas, ais t» anis а, 的 符号 从 正 到 负 或 从 负 到 正 变 号 个 数 为 
и, MIO EB ЕШ Тр. pu. Ql f£ (х) =0 系数 数列 变 号 
个 数 为 w， 则 方程 (x0 HRH а, aso. XH THERM 


D @ 详 见 本 《大 系 》 卷 5，pp. 33—36 
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Xi B, BNJEQ P—u— Ж, q=v— E. (R. Descartes 《方法 
ib ° Ла) $83 X, 1763) 

我 国清 代 李 锐 在 正 根 、 负 根 个 数 与 方程 系数 数列 变 号 、 同 号 个 
数 的 关系 独立 地 与 Descartes 符号 法 则 , 有 与 类 似 的 探索 , 并 取得 卓 
越 成 绩 。 正 如 业 师 钱 宝 琼 老师 评价 说 ， 李 锐 对 高 次 方程 的 正 根 、 负 
根 个 数 的 研究 成 果 …… 同 笛 卡 尔 符号 规则 相 比 是 不 分 轩 轻 的 .9 


三 、 数 值 解 方程 

用 求 根 公式 解 多 项 式 方程 的 另 一 条 途径 是 运用 方程 变换 法 则 
按部就班 数值 解 方 程 ， 欧洲 最 先 ， 意大利 P. Ruffini (1765— 
1822) 1802 年 发 明 逐 步 通 近 法 解数 字 系 数 高 次 方程 。 不 久 英 国 中 
学 数学 教师 W.， С. Horner (1785—1857) 也 于 1819 年 发 表 论文 
“连续 近似 解 任何 次 数 数字 方程 的 
新 方法 ”在 英国 皇家 学 会 宣读 ， 并 
在 当年 学 会 会 刊 发 表 。 在 论文 中 他 
把 代数 方程 算术 化 ， 其 计算 程序 与 
我 国 北宋 以 来 正 负 开 方法 是 一 致 2 
的 。.@ Ç 


四 、 代 数 教学 工作 T 7 

从 问题 列 出 方程 是 从 算术 思考 WAL? 
到 代数 处 理 的 难点 。 用 “ 式 子 ” 翻 
译 “ 文 字 ”, 对 照 地 进行 是 好 的 教学 I，Newton 
方法 。 英 国 哲 人 和 牛顿 (Т. Newton, 图 6.3.5 
1643 一 1727)《 广 义 算术 》 中 作出 范 


(D RER, PHE, pp. 286—295, BEHRI, 1964. 
© 文献 已 载 本 《大 系 》 卷 5，pp. 468—470. 
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例 ， 我 们 选 介 其 中 一 例 ， 

问题 : 一 人 经 商 。 每 年 财产 增加 广 倍 ,但 从 中 要 花 去 家 用 100 
英镑 。 经 过 三 年 后 ,他 的 财产 翻 了 一 盔 。 问 ,他 原 有 财产 是 多 少 ? 
答 数 1 480 英 镑 。 


原著 中 的 对 照 表 如 下 : 
商人 原 有 财产 ， Ts 


第 一 年 花 去 家 用 100 英镑 外， х—100, 


х — 100 _ Ax — 400 
3 о 


财产 增加 广 信 。 2—100+ 


第 二 年 又 花 去 100 KE, -— 4r— 700 


— 1002 ， 
10 3 


42—700, 4x—700  16x—2 800 


H 
财产 又 增加 二 倍 。 3 9 5 


第 三 年 又 花 去 100 英镑 ， 162—2 800 _ gg... 162—3 700 
财产 又 增加 二 倍 。 1673 700 | 16-3 700_ бім 800 


64x—14 800 _ ر‎ 
27 To 


l0r=14 800, z=} 480, 


他 的 财产 增加 2 倍 。 


所 求 数 是 1 480 ж, 


O 扣除 家 用 后 的 资金 从 事 商 业 投资 . 


634 第 三 章 17 至 18 世纪 


第 三 节 数列 与 极限 


微 积分 是 本 时 期 的 重大 数学 发 明 ， 
因 限 于 本 卷 所 论 性 质 , 文献 从 略 。 本 市 仅 
引 在 数学 发 展 步 入 微 积分 之 前 有 关 数 列 
与 极限 材料 四 则 。 


一 、 自 然 数 景 和 公式 

J. Bernoulli (1654—1705, 1) 在 B 
自然 数 寡 和 公式 研究 工作 上 取得 成 果 。 
他 的 遗 作 《 猜 度 术 》 (Ars Conjestand， 
1713 年 出 版 ) 中 有 公式 


1 Ув y a et, J. Bernoulli 
r=1 力 十 1 = 
1 | 图 6.3.6 
RH B—1, DB i= > ° 2 一 6， B;=0, 
T 1 1 - xou. flos 
B,—— 30257 0, В, = 42" В,=0, Вз = 30? 


Bernoulli 认为 自然 数 前 面 n 项 p CORE BJ All g: n BJ p + 1 次 多 项 式 
( 缺 常数 项 ) 。 他 记 


n 
рут, (n) =aon?Tl+an t Бат? +. ап, 
г= 1 

п+ 1 


WI 2.;7^—SG-F DSa (n+ Fai GE D^--as Gc D^ + 


"Fa, (п+1). 
AS @m+1) —5 (n) = (2 十 1)2 一 ao C G4-?*!—43?) 十 


(D ，@ 对 照 关 孝 和 的 工作 ， 第 七 编 第 三 章 第 三 节 
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a, С (n+1)*—n?) +a, ( (2 十 1)2 一 zt ) {+ 


展开 二 项 式 ， 比 较 系 数 ， 得 到 


由 于 奇数 标号 系数 从 as 开始 都 等 于 0， 他 又 假设 


n? 


PT1 


S (n) = 


+1 b b b b 
— — 


p, 2—1) @— (0—3) {фей 4... 


Z., Cavalieri 原理 

B Ж ЖЛЕ Ch Же) КЕ, 直至 
19 世纪 末 才 发 现 中 世纪 时 羊皮 纸 抄 
本 。 后 有 英文 译本 。 而 以 B. Cavalieri 
(1598—1647, 意大利 ) 为 代表 的 欧洲 
数学 家 在 求 积 问题 上 基本 精神 与 《 方 
法 》 却 不 谋 而 合 。 他 在 《六 道 几何 练习 
题 》 所 前 述 一 一 今天 已 编 人 中 学 立体 


几何 教科 书 的 Cavalieri 原理 就 是 在 这 — 


一 思想 指导 下 完成 的 。 他 应 是 微 积分 
研究 的 先驱 者 。 他 创 导 用 不 可 分 量 (无 
穷 小 ) 研 究 连 续 形体 ,他 认为 面积 是 无 
数 个 等 距 平行 线段 构成 ， 体 积 是 无 数 


B. Cavalieri 


图 6. 3.7 


个 平行 的 平面 构成 ， 他 分 别 把 这 些 元 素 称 为 面积 和 体积 的 不 可 分 
量 。 他 形象 地 在 《六 道 几何 练习 题 》 中 指出 :“ 不 可 分 法 认为 线 是 
由 点 构成 的 , 就 象 项 链 是 由 珍珠 穿 成 的 一 样 ; 面 是 由 直线 构成 的 ， 
束 象 布匹 是 由 纱 线 织 成 的 一 样 ， 立 体 是 由 平面 构成 的 ， 就 象 书本 
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是 由 纸 页 组 成 的 一 样 。 不 过 ， 它 们 是 对 于 无 穷 多 个 组 成 部 分 来 说 
的 .” 在 他 另 一 本 专著 《不 可 分 法 几何 学 》(1635) 又 通过 比较 不 
可 再 分 割 元 素 ， 用 别 的 图 形 来 度量 图 形 的 面积 或 体积 。 用 彼此 平 
行 的 不 可 再 分 割 元 素 ， 他 发 明 至 今 以 他 的 名 字 命 名 的 原理 一 一 
Cavalieri 原理 : 如 果 二 平面 图 形 画 在 二 平行 直线 之 间 ， 又 作 任 意 
直线 与 所 作 二 平行 线 各 有 相等 距离 。 而 为 平面 图 形 所 截 的 线段 如 
处 处 相等 ， 那 么 这 二 平面 图 形 面积 相等 。 如 果 二 立体 图 形 画 在 二 
平行 平面 之 间 , 又 作 任 意 平面 与 所 作 二 平行 平面 各 有 相等 距离 ,而 
为 立体 图 形 所 截 平 面 图 形 面积 如 处 处 相等 ， 那 么 这 二 立体 图 形体 
积 相 等 (图 版 6. 3. 1 为 原著 书 影 ) 

这 一 原理 (我 们 称 为 祖 蜡 原 理 ) 至 今 在 中 学 教学 中 广 为 运 用 ， 
因为 借 此 可 以 不 动用 积分 学 工具 ， 而 达到 求 某 些 图 形 面积 或 体积 
的 同样 目的 。 

在 中 国 ， 当 西方 微分 知识 未 东 来 之 
前 , 清末 数学 大 师 李 善 兰 著 《方圆 阑 幽 》 
他 以 类 似 于 Cavalieri 所 拟 手 段 研 究 求 积 
[gr 2362246; BARRAT, AE 
之 绢 由 积 丝 而 成 也 ”。 


SCAN 
ЭЛУУ 
УОТ 


三 、 曲 线 复 盖 下 面积 

P. de Fermat (1601 一 1665， 法 国 ) 
求 广义 抛物 线 y 二 zx: 复 盖 下 区 间 [o,z] 内 
面积 。 

把 [0, a] 分 成 n 等 分 子 区 间 。 于 是 Р. de Fermat 
所 求 面 积 介 乎 外 接 多 边 形 Q, 与 内 接 多 边 6.3.8 


(D st., pp. 209—219 
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LIBER VII 435 


ipfi, SV , quod , & de cxteris quibufeuna; pf , AD , pariliclis in 
vtraque прога liquide аррагсе. Quad v ri parc ve u, рига, vt, 
BZX,conpruat uccetfario раги hgurie, Û KA. позе dum ht 
luperpofitio tali lege, яо d'um etl , fic demonttrab tuc, Cum 
enim ductis quibulcunq; ipfi , АР, paraidels concept in рипа 
iplaruin portiones , qua erant П зр du ttum, adhuc poll tuper* 
pofitionem maneant tbi in dircéium, illa vcro antetuperpotitios 
nem eflent ex hypotefi quales , ergo рой luperpufiionem pore 
tiones paralielarum ipfi, AD,in Ggurisiuperpufitiy cuncepta erüt 
aritet zqualcs, vr ex.g.QR, ST, fimul iumptx a quabuntur ipfi, 
{ У, ergo сиб vtrzque, IR, ST, congruant toti , SV, cungructite 
parte alicui parti, vt, ST, iph, S] , erit, QR, zquabs iph, 1 V ,&, 
QR, quidem erit in refiduo figura, BZ& , upcrpofitze ,| V , vero 
in tefiduo брига, С ЁЛ, cu! fit luperpolino « kodem modo oflen, 
demus Сонсоод; рагаһе ipfi, AD, concepta in refiduo figura, В 
Z&, Íuperpofit, quud tit, ti Ref 97, reipondere in dire ust gyu = 
lem rectam lineain, quc crit ín refiduo ngurz, € fA , cui ht tuper» 
fitio, ergofuperpofitione hac lege f43 , tuw iuyerefl aliquid 

e figura 'uicrpotica, quod noa cadar ic per figuram , cui ff iu 
perpofitio, necefle eft reliquae gurz ahqu:d etiain fupereile,toper 
quod nihi fit lurerpofitum , Com autem vnicuiq; recta ince 
paratleis, AD, concepta in refiduo, vel cefiduis (qu'a poflunt eife 
pures Прог reidu ; (gura , 54.6, fiue, C ВГ luper" tg , тс» 
ipondcat in duectum in refidluo, vel rendus ngurz ; С JA, ziare 
tta linca , mamíetlum cfi has refiduas брига , liue re asarum ag- 
gregata, eteina eidem parallelis, cum crgo rendua figura tig $97, 

kx 


图 版 6.3.1 
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X P. 面积 之 间 ， 前 者 @Q, Bde T, BAE), [2a], =, 
k k 
(aY 的 一 些 长 方形 构成 ， 后 者 则 由 底 为 全， 高 为 | =|, (2а), 
a, (a) 构成 ， 求 它们 的 和 
аё! 
S (P,) = +1 (1*2 + (n—1)*), 
att! 
5 (Q) == (1 4-2*H- --- --25), 
记 所 求 曲 边 梯形 面积 为 S 
"S DERI +n — S с5а" . DELIS | 
当 n 一 co 时 取 极 限 ， 由 于 
li 上 十 2 п 01 
m ntt! 241° 


、 曲 线 上 给 定点 切线 的 斜率 

P. Barrow (1630 — 1677, Ж%[ BJ) 对 Descartes HF JE 2O 
f (х, у) =z'+y'—3zy=0 E— AP (х, y) 切线 斜率 求法 ， 
设 z 的 增 量 ， 因 此 引起 у HH EPI Ax, Ay». Ul 

(z 十 Az) + (y+Ay)°—3 (z+ Ax). (y 十 Ay) =z + ر‎ - 7y, 

3a^ Ar + 3x CAx)?-F CAx)?--3y! Ay -3y CA)? + (Ду) — 3x ^y — 
3yAz 一 3AzAy 一 0， 
EF Az 和 Ay 的 所 有 高 次 项 ， 得 到 

3z Ar--3y!'Ay— 3x^y— 3yAx-0, 

于 是 所 求 斜率 


O 本 编 本 章 第 五 节 ， 五、 曲线 ， 代 数 曲 线 
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LA yor 
"mU Ax yx’ 


上 面 文献 广义 抛物 线 复 盖 下 的 求 积 问题 与 自然 数 备 和 数列 求 
和 有 不 可 分 割 的 联系 。 这 也 是 在 微 积分 成 为 数学 分 支 以 前 为 什么 
数学 界 对 之 特 感 兴趣 的 主因 。 求 曲线 上 一 点 切线 斜率 的 方法 与 仿 
日 解析 几何 数学 课 相 一 致 。 如 果 我 们 进一步 审问 ， 对 于 等 式 


Ay _ 37 十 3Ay 一 3 过 一 32Az 一 Ar 
Ar 3y2+3yAy+ (Лу)?%?—3х ' 


为 什么 右 侧 无 穷 小 Az, Ay 视 为 零 ,而 左 侧 两 无 穷 小 之 比 该 怎样 理 
E? 这 正 是 19 世纪 数学 第 二 次 危机 急需 解决 的 课题 之 一 。 


第 四 节 жеб} 


欧洲 在 同 余 理论 方面 的 工作 经 L. 
Euler, J. L. Lagrange (1736— 1813, 法 
HI) C. F. Gauss 三 代 人 的 钻研 ,取得 精 re 
淇 成果 .其 中 与 中 算 比较 , 有 重要 关系 的 CS 
一 次 同 余 理论 在 Gauss. 《算术 探讨 ) ОЧ 
(Disquisitiones Arithmeticae, 1801) 第 “+ UE 
一 、 二 两 章 有 详尽 总 结 , 这 是 一 份 完整 研 
究 报 告 。 原 著 用 拉丁 文 写 ,我 们 从 美国 耶 
鲁 大 学 出 版 社 1966 年 出 版 A. Arthur 和 Us Ew оа 
S. J. Clarke 英文 译本 中 译 了 有 关 的 前 面 
1 一 36 站 ， 并 结合 本 《大 系 》 内 容 作 比 较 性 简 注 。 

Gauss (ER 4&3) $1—36 参考 译文 

1. 如 果 一 个 数 a 整除 数 b, c ZE, 那么 以 及 c 称 为 关于 wa 同 


© S. 第 六 章 第 二 节 
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R, RWO 以 及 c 非 同 余 。 数 a 称 为 模 。 如 果 数 b,c 同 余 ， Wil 
此 是 另 一 数 的 一 个 余数 ， 否 则 称 为 无 余 。 

这 里 所 论 的 数 必须 是 正 数 或 是 负数 ,不 是 分 数 。 例 如 一 9， 
十 16 间 余 于 模 5。 一 7, 十 15 彼此 是 11 的 一 个 余数 ，3 就 不 是 [11 
关于 15] 的 一 个 余数 。 由 于 任意 一 数 整除 零 ， 因 此 我 们 考虑 任意 
一 数 关 于 任意 模 与 它 自己 同 余 。 

2，、 已 给 a， 那 么 关于 模 mx， 它 的 一 切 余数 都 包含 在 下 面 的 表 
达 式 a 十 km ZF, 这 里 是 任意 整数 , 这 一 命题 读者 易于 推导 。 下 
文 有 关 证 明 都 直接 据 此 浅显 的 命题 。 

今后 我 们 用 记号 二 表示 同 余 ， 必 要 时 用 括号 标记 模 数 ， 例 如 
—7=15 (mod 11), —16=9 (mod 5) 。@ 

3， 定 理 Kn НАК, а, atl, a2, ++, a+m— 
1。 A 是 已 给 另 一 整数 ,那么 在 这 m 个 整数 中 有 一 个 ,也 仅 有 一 个 ， 
УА 关于 m AR. 

WEARER, аА, 如 果 它 是 分 数 ， 设 4 是 最 相近 的 最 
大 整数 部 分 〈 如 果 分 数 是 负数 ，&A@ 就 取 不 计 符号 的 最 小 整数 部 
Л). 那么 4 十 km 就 落 在 a 与 < 十 m 之 间 , 这 就 是 所 求 的 。 显 然 , 这 


н. A, А14 «24 аар р, рр 2р, 


m 


жий A RENS. 


(D 模 数 显然 必须 是 绝对 值 
® СУТИ IC ERWE ЧАКЕ ЯГ НИЕ. SE] RU , Legendre 也 
用 此 . TA ААДА x x ，…， 本 卷 笔者 注 用 四 ， 四 … 


= [f] + (7), RU [f] +1, RZ, a<A, Ë Itl. 
= [MD + (1⁄1), KB СРЈ, RE, 353 及 其 推导 才 成 立 
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4. 因此 每 一 个 数 在 下 面 数列 中 有 它 的 一 个 余数 : 0,1, 2, °°°, 
— (m—1); 在 下 面 数列 中 也 有 它 的 一 个 余数 : 0， 一 1， 一 2，…， 
一 (mm 一 1)。 我 们 称 之 为 最 小 余数 。 显 然 ， 除 去 余数 0 以 外 ,它们 
都 成 对 出 现 : 一 个 正 ， 另 一 个 负 。 如 果 它 们 大 小 不 同 ， 其 中 一 个 
将 小 于 > ; 否则 每 一 个 都 等 于 了 (不计 符号 )。 因 此 每 一 个 数 都 有 
不 大 于 模 之 半 的 余数 。 它 称 为 绝对 最 小 余数 。 

例如 , 关于 模 5, 一 13 有 最 小 正 余 数 2, 这 也 是 绝对 最 小 余数 ; 
而 一 3 是 最 小 负 余数 。 关 于 模 7， 十 5 本 身 是 它 的 最 小 正 余数 ,一 2 
是 最 小 仙人 余数 ， 又 是 绝对 最 小 余数 。 

5. 当 建立 了 这 些 概念 之 后 ,我 们 再 建立 由 此 产生 的 一 些 性 质 。 

关于 合 数 模 同 余 的 一 些 数 也 与 模 的 任 一 个 因数 同 余 。 

关于 同一 模 、 一 些 数 与 同一 数 同 余 ， 那 么 这 些 数 关于 此 横 彼 
KEAR. 

下 文 各 命题 是 对 间 一 模 而 言 。 

同 余 的 一 些 数 具 有 相同 最 小 余数 ， 非 同 余 的 数 具 有 相 异 最 小 
余数 。 

6. ВЕЖА, В, C 等 等 ,又 另外 一 些 数 a, b, c 等 等 。 它们 
彼此 关于 任 一 模 对 应 同 余 。 这 是 说 ，A 志 a，B 雪 bb 等 等 , 那么 4 十 
B 十 C 十 等 等 二 a 十 6 十 c 十 等 等 。 

ШЖ A=a, B=b, ЯА A—B==a—b, 

7. Wf A=a, 2 EA==ka 也 成 立 。 如 果 & 是 正 数 ， 则 此 命 
A AE CF (S 6) 的 特殊 情况 : KA=B=C 等 等 , a 二 6 二 c 等 等 。 
WR 是 负 的 ， 一 上 是 正 的 ， 于 是 一 上 4= 一 ka， 因此 &4 一 Aa。 

ШЖ А==а, B=b, ЯА АВ==аЬ„ XER у AB= Ab=ba 

8. DAMA, B, C 等 等 , Уяа, b,c 等 等 。 它 们 
彼此 关于 任 一 模 对 应 同 余 。 这 是 说 ,A 二 a，B==6 Ж, 那么 它们 
К ВШ. АВС абс 等 等 。 从 上 节 知 4B 二 a5, 同样 
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理由 4BC=apc， 那 么 任意 多 少 因 数 都 可 以 相 乘 。 

MHRA, B, С 等 等 所 有 数 都 相等 ， 又 对 应 的 a，5b，c 等 等 也 
假定 相等 ， 那 么 下 面 的 定理 成 立 ， 如 果 A=a, k 是正 整数 ， 则 
At=a*, 

9. 设 X 是 如 下 面 形式 未 知 数 z ВЈЕРИ: Ar +B Ca 
FF, KPA, В, C 等 等 是 任意 整数 ，a, b, c 等 等 是 非 负 整数 。 
当 给 定 的 是 关于 某 一 模 同 余 的 值 时 ， 那 么 函数 和 的 值 也 与 它 
同 余 。 

RS, g 与 x АЖ, 从 上 一 节 知 : f=g°, 且 4P=4g"。 同 样 
Hid, Bü-—Bg' 等 等 。 因 此 АЈ ВРС = Ар" Вр 
Cg 十 等 等 。Q. E. D.® 

易于 理解 ， 怎 样 把 此 定理 推广 到 含 几 个 未 知 数 的 函数 。 

10. 因此 如 果 把 相继 一 些 整数 代入 z， 对 应 的 和 值 取 最 小 余 
数 , 那么 它们 将 形成 一 数列 经 过 xm 项 间隔 后 出 现 相 同 的 项 。( 为 
模 ) 这 就 是 说 ， 此 数列 以 m 项 为 周期 永远 无 限 次 重复 。 例 如 ， 设 
X-—2z'—8r-6.Him-—5, X Fr=1, 2, 3, 5555, X 值 取 最 小 余 
Ж: 1, 4, 3, 4, 3, 1, 4 等 等 。 它 的 前 面 五 个 数 1，4，3，4，3 
将 永远 无 限 次 重复 。 如 果 此 数列 取 相 继 道 序 ， 这 是 说 ， 如 果 人 们 
给 定 z 为 负 值 , 则 将 出 现 项 的 次 序 相反 , 周期 相同 的 数列 。 由 此 可 
U, 在 整个 数列 中 除了 构成 周期 中 的 数 以 外 , 不 再 出 现 其 他 的 数 。 

11. 在 此 例 中 ,XX 不 能 寺 0， 也 不 能 圭 2 (mod, 5) 至 少 不 能 
二 0, 8 —2, 因此 方程 x; 一 8zx 十 6 二 0, x 一 8z 十 4 二 0 无 整数 解 。 于 
是 ， 如 我 们 知道 那样 ， 导 致 它 没有 有 理 数 解 。 假 设 X 是 含 未 知 数 
x， 具有 形式 

HALT HBI ?十 等 等 十 NN， 


D 原著 “已 证 ” 记 为 Q. E. D, 此 为 拉丁 文 quot erat demonatrandum ZFR. 
X; 已 证 明 . 
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REFA, B,C, 等 等 是 整数 , ”是 正 整 数 。 显 然 所 有 代数 函数 都 可 
以 化 成 这 一 形式 。 BR, 一 般 地 方程 X=0 没有 有 理 数 根 , 除非 关 
于 某 一 模 基 二 0。 我 们 将 在 第 八 章 ” 详 论 , 这 里 从 略 。 从 此 例 还 可 
获 致 某 些 应 用 ， 简 说 如 下 。 

12. 算术 教科 书 中 经 常 遇 到 的 很 多 内 容 有 赖 于 本 节 所 涉及 的 
定理 。 例如， 要 确定 已 给 数 是 否 被 9，11 或 其 他 数 整除 。 关 于 模 9 
所 有 10 的 帮 都 同 余 于 1， 于 是 如 果 有 数 具 有 ae 十 106 十 100c 十 等 等 
形式 ， 关 于 模 9， 它 有 最 小 余数 ea 十 6 十 c 十 等 等 。 因 此 很 明显 ， 十 
进 制 表示 的 数 中 的 数字 不 计 所 在 位 置 ， 加 起 来 ， 它 的 和 与 已 给 数 
有 相同 最 小 余数 。 因 此 如 果 前 者 能 被 9 整除 , 后 者 也 是 如 此 ; 反之 
亦 然 。 对 于 除数 3 的 推导 同样 正确 。 又 关于 模 11，100=1， 一 般 
00, 107—1, 10%+1==10==—1, FR — MRE a4-1054-100c4- 
等 等 与 a 十 6 十 c 十 等 等 关于 模 11 有 相同 最 小 余数 。 从 此 这 众 所 周 
知 的 法 则 就 立刻 推导 出 来 ,从 这 同一 原理 我 们 易 以 推导 类 似 法 则 。 

从 上 面 的 判断 我 们 也 可 以 发 现 经 常用 来 检验 算术 运算 是 否 正 
确 所 据 重要 原理 。 特 别 是 ， 当 从 一 些 已 给 数 经 过 加 、 减 、 乘 或 乘 
方 得 到 田 一 些 数 , 就 可 以 关于 某 一 模 (在 十 进 制 数 中 9 与 11 的 余 
数 易于 找到 ， 我 们 就 取 它 们 ) 的 最 小 余数 取代 已 给 数 ， 我 们 将 很 
快 得 到 答 数 。 它 必须 与 从 已 给 数 所 得 答 数 同 余 ， 否 则 在 计算 中 有 
差错 。 因为 这 些 及 类 似 结果 是 大 家 熟知 的 , 过 多 讨论 将 是 多 余 的 。 

13. 定理 二 数 都 小 于 某 一 素数 ， 那 么 二 者 乘积 不 能 被 此 素 
数 整除 。 

Kp 是 素数 , 另 一 正 数 a 二 p, 那么 不 存在 小 于 p HERO, 使 
ab-50 (mod р), 

证 明 如 果 此 定理 不 真 ,那么 我 们 就 有 小 于 p Hb, с, а 等 等 ， 


* 原来 Gauss 打算 《算术 探讨 》 含 作 章 , 其 第 八 章 讨论 高 次 同 余 式 . 后 来 为 了 不 增 
加 印刷 费用 ， 决 定 只 印 七 章 . 
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abzz0, ас=0, adzz0 等 等 (mod р). Rib 是 其 中 最 小 的 一 个 ， 
因此 比 b 小 的 数 不 再 具有 这 种 性 质 。 ARD 1. 因为 如 果 8 王 1, HI 
ab=a <p (RR) 将 不 能 被 bp 整除 。 现 在 p 既是 素数 ， 就 不 能 被 
b 整除 , 它 在 5 НАН ЯЕ тр, Ооп) b Z B], 设 p 一 mb 二 b'。 
0' 是 小 于 6 的 正 数 。 由 于 已 假设 过 ab 寺 0 (mod р), B.mab=0 (第 
785, Map=0 KRE, 我们 有 a C(p—mb) =ab' 圭 0。 也 就 是 说 
b' 肯定 是 6。，c，d 等 中 的 一 个 ， 而 它 又 小 于 它们 中 的 最 小 的 一 个 。 
T. 

14. а, b ABA BEDA p 整除 ， 那么 乘积 ab 也 不 能 被 p 

Wa, ВЛ а, b X-T ES p 的 最 小 正 余数 。 其 中 没有 一 个 是 
0( 从 假设 ) ,现在 如 果 ab 志 0 (mod р), ШеВ==0„[ уар=ав, X5 
上 面 的 定理 相 矛 盾 。 

欧 几 里 得 在 《原本 》7. 320 已 证 明 此 定理 , 我 们 不 想 略 去 。 因 
为 现在 有 好 些 作者 运用 不 清楚 的 计算 代替 证 明 ,或 干脆 略 去 证 明 。 
用 这 一 非常 简练 的 事实 ， 我 们 易于 领会 方法 的 本 质 ， 借 此 还 可 以 
在 后 文 解决 更 为 困难 的 问题 。 

15. a, b, c, d 等 等 数 之 中 如 果 没 有 一 个 能 被 素数 p 整除 , HE 
么 它们 的 乘积 abcd 等 等 也 不 能 被 p ER. 

从 上 一 节 , ab 不 能 被 p BER, 所 以 abc 也 不 能 , 类 似 地 apcd 等 
等 也 不 可 能 被 p 整除 。 

16. 合 数 只 有 一 种 方式 分 解 为 素 因 数 。 

证 明 从 初等 结构 考虑 ， 显 然 任 何 合 数 都 可 以 分 解 为 素数 因 
数 。 但 是 这 只 是 默认 , KYEH., 事实 上 它 不 能 用 不 同方 式 分 解 。 


(D T. 1. Heath 本 《原本 》 英 文 译 释 此 为 命题 7. 24. 我国 李 善 兰 、 伟 力 亚 列 
汉 译 本 卷 7 把 此 命题 列 入 第 二 六 题 :“ 大 小 两 数 与 他 数 俱 无 等 数 , 则 两 数 相 乘 与 他 数 仍 
无 等 数 .” 
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我 们 假设 一 个 合 数 是 А ас ЗЕ, Fora, b, c 等 等 是 不 相等 
的 素数 。 如 果 它 还 可 以 分 解 为 男 一 种 素 因数 乘积 。 首 先 ， 显 然后 
者 不 能 出 现 异 于 a, b, с 等 等 以 外 的 素数 ， 因 为 它 不 能 整除 4。 类 
似 地 , 后 者 也 不 能 失去 a, b, c 等 等 中 的 任何 一 个 , 否则 按 上 一 节 
命题 后 者 就 不 能 整除 4。 那 么 在 这 两 种 因数 分 解 中 只 能 是 有 些 素 
数 出 现 的 次 数 多 于 男 一 种 。 设 某 一 因数 p 在 一 种 分 解 式 中 出 现 m 
К, 在 男 一 种 中 为 n IK, 如 ze>2*。 就 把 这 两 因数 的 寡 都 约 去 z 次 。 
原来 含 2 ЖИН KAT, 另外 一 个 则 有 nm 一 n 次 。 于 是 形成 
两 种 分 解 式 : EAGT: 一 种 没有 因数 p， 另 一 种 则 含 p"“" 次 。 这 
RAFAT. 

17. 因此 如 果 合 数 4 FE BCD 等 等 乘积 , 那么 显然 在 B, С, D 
等 等 的 素 因 数 中 没有 一 个 不 是 4 的 因数 。 而且 在 4 分 解 式 中 每 一 
个 因数 出 现 的 次 数 必 须 是 在 B,C, Р 等 等 出 现 次 数 的 总 和 。 因 此 
我 们 得 到 一 个 判别 准则 : KB 能 够 整除 4 或 者 不 能 。B 能 够 整除 
4， 它 不 含有 4 所 含 以 外 的 因数 ; XB 能 够 整除 4, 它 含 有 因数 的 
次 数 不 超过 4 所 含 的 次 数 。 如 果 这 二 条 件 都 不 满足 ，B 就 不 能 整 
RA. 

用 组 合 方法 我 们 易于 看 出 : ШЕРТУ: а, b, с 等 等 是 不 同 的 
素数 。 使 A=a*bfc” 等 等 ， 那 么 在 4 中 有 (a 十 1) (OD (7 十 1) 
等 等 个 包括 1 A 本 身 在 内 的 不 同 因 数 。 

18. m A=a bd ER, K=kl u" 等 等 , Epa, b, c 等 等 ， 
k, L, ú 等 等 为 相 异 素数 ， 则 显然 4, КІ 以 外 无 公约 数 。 换 句 
话说 ， 二 者 互 素 。 

BRA, В, 等 等 , 最 大 公约 数 求 法 如 下 。 把 各 数 都 分 解 为 
RARR. RA, В, C 等 等 的 公 因 数 。( 如 果 没 有 , 它们 间 无 公约 
数 ) 然后 记 出 这 些 素 因数 在 A4，B, C 等 等 中 出 现 的 次 数 。 换 句 话 
说 记 出 在 4，B, C 等 等 中 各 自 出 现 的 维 数 。 最后, 标 出 在 4，B， 
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С 等 等 中 各 自 出 现 的 最 小 维 数 。 它 们 的 乘积 是 我 们 所 要 求 的 公 
约 数 。 

当 我 们 要 求 最 小 公 倍 数 时 ,， 应 循 下 法 进行 。 取 所 有 能 整除 4， 
B, C 等 等 的 素数 ， 标 出 在 A4，B,C 等 等 中 各 自 最 高 维 数 。 它 们 
的 乘积 是 我 们 要 求 的 倍数 。 

Dj KA=504=2° X3 X7, B=? 880=2°xX32x5,C=864= 
2 x8'. 最 大 公约 数 ; 因数 2, 3; 分 别 取 维 数 3, 2, 答 数 是 2 x 32 = 
72。 最 小 公 倍 数 是 : 2°Х39х5х7=60 480, 

由 于 道理 简单 ， 我 们 略 去 证 明 。 再 者 ,我 们 知道 当 A,，B, С 
等 等 不 分 解 为 因 式 乘积 时 怎样 从 初等 考虑 去 处 理 .? 

19. Ша, ,5,c 等 等 关于 另 一 数 & 互 素 , 那么 它们 的 乘积 
tt SRE HEK. 

Н ўа, Б, с 等 等 与 & 无 公 素 因数 ， 因 此 乘积 xpc 等 等 除了 
a, b, c 等 等 本 身 素 因 数 外 ， 再 无 其 他 因数 。 所 以 乘积 cpc 等 等 与 
k 无 公 素 因数 。 从 上 节 知 上 与 apc FHER, 

Ra, b, c 等 等 互 素 ， 而 它们 每 一 个 都 整除 上 &， 那 么 乘积 也 
ERR k. 

从 节 17，18 易于 得 到 证 明 。 设 p 是 乘积 abc 等 等 中 的 一 个 素 
因数 ， 它 含 r 次 。 显 然 在 数 a，65,c 等 等 中 某 一 个 必须 含 此 因数 
次 。 因 此 此 数 整除 的 上 中 也 含有 x 次 请 。 类 似 地 在 乘积 apc 等 等 中 
其 余 因 数 也 是 如 此 。 

同 理 二 数 m, n XCFAUE HX Bla, b, с 等 等 同 余 ， 也 关于 它 
们 的 乘积 同 余 ， 因 为 思 一 2 а, b, с 等 等 整除 ， 因 此 也 被 它们 

最 后 ,如果 a, b ER., Hak 被 5 整除, 那么 上 也 被 5 整除 , 这 


O 《 九 章 算术 》 更 相 减 损 术 、 少 广 术 都 是 避 开 分 解 素 因 数 求 几 个 数 最 大 公约 数 、 
最 小 公 倍 数 的 算法 ， 见 本 《大 系 》 卷 2，pp. 151~155. 
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是 因为 ak 同时 被 4 以 及 5 整除 ， 也 就 是 说 ， 经 一 全 是 整数 ， 


20. Bita, b, с 等 等 是 不 相等 素数 ， 而 А ас 等 等 。 如 
ЖА ЖЖЖ: 4 一 如 ， 那 么 所 有 次 数 w，8，7 等 等 都 被 整除 。 
因为 上 中 除了 ao, b, 等 等 所 含 素 因数 之 外 ,不 再 含 其 他 因数 。 


WA Pes, =A FRAKK, Bln а, 而 和 


是 整数 ， 同 理 全 等 等 都 可 以 用 整数 表示 。 


21. Ma, b, c 等 等 互 素 时 , ПЗЕ арс 等 等 为 某 一 赛 : Б", BE 
Да, b, cí&B NIU. 

设 a==Lm*p" FF, HPL, т, p 等 等 为 相 异 素数 。 从 假设 知 
它们 间 没 有 一 个 是 6,c 等 等 的 因数 。 因 此 乘积 abc 等 等 含 因 数 / А 
K, BE m. uK, $$., МЕТА, u, ox 被 整除， 因此 
Уа =1"т" ps Ый, Nb, с 等 等 同 理 可 证 。 

至 此 我 们 已 获得 素数 方面 的 结论 ， 现 在 进一步 深入 我 们 所 要 
探讨 的 课题 。 

22. 假设 数 a ,5 能 被 另 一 数 & 整除 , 它们 又 关于 模 m AR, т 


H4 EK; 那么 <， 了 与 同一 模 同 余 。 
显然 ,a 一 6 被 & 以 及 m 整除， 因此 从 节 19， 
2 被 m 整除 ， 即 各 = 了 (mod m), 
再 者 ， 另 一 事实 与 此 等 价 : m, k 有 最 大 公约 数 e， 那 么 = 
2. (той D, KEE, Ж, аЬ НЕ 以 及 m 整除 ， 因 
此 9“， 同 时 被 二 ， 亚 整除 ， 导 致 被 如 整除 。 这 就 是 说 ，“ 二 被 


т a b m 
“整除 ， HEN my (mod "PE 
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23. MRa, m HX e, f 关于 模 m NER, 那么 ae，af X 
Tm 不 同 余 。 

这 很 简单 ， 是 上 节 和 定理 之 道 。 

显然 , Ша УМО 以 m 一 1 所 有 整数 相 乘 ， 然 后 把 乘积 化 为 关 
TE m 的 最 小 余数 ,它们 都 不 相等 。 由 于 这 里 有 mm 个 余数 ， 没 有 
一 个 大 于 m。 已 包括 所 有 从 0 到 mm 一 1 在 内 的 数 。 

24. Ra, b 是 已 给 数 ，z 是 未 知 数 或 变数 。 表 达 式 az 十 5 可 
以 关于 模 m 与 任意 数 同 余 ， 这 里 m，a 互 素 。 

设 那 个 要 取 为 同 余 的 数 是 。, LEAT Ëm, c— b 的 最 小 正 余 
е, МЕТ: Нг Тот, ах 的 最 小 余数 是 e。 设 此 
Tv, 则 我 们 有 av 硅 e 圭 c 一 5, 于 是  av-d-bzsc (mod т). Q. E. 
Е.Ф | 

25. 含有 二 同 余 量 的 表达 式 起 着 方程 的 作用 , 称 为 同 余 式 。 如 
果 其 中 一 个 是 未 知 数 ， 当 找到 一 个 值 GE) 满足 此 同 余 式 ， 就 称 
为 已 解 。 因 此 同 余 式 可 解 或 不 可 解 是 明显 的 。 这 种 区 别 与 方程 有 
无 解 相 类 似 。 下 文 将 出 现 超越 同 余 式 之 例 。 代 数 同 余 式 以 未 知 数 
的 最 高 次 数 分 为 一 次 、 二 次 、 高 次 同 余 式 。 类 似 地 ， 不 少 同 余 式 
含 许多 未 知 数 ， 我 们 用 消去 法 处 理 。 

26. 1724, RSSa 互 素 时 , 一 次 同 余 式 az 十 b 寺 c 恒 有 一 
Ж. Шо 是 z 的 适合 值 , 这 就 是 同 余 式 的 一 个 根 。 mA. 所 有 关 
Tq EU v 同 余 的 数 都 是 根 ( 节 9)。 同 样 显然 的 是 所 有 的 根 必须 与 
о FR. RHIAN Rt 是 某 一 另外 的 根 ，av 十 b==at 十 5， 因此 av= 
at, v-—t (1 2298 RIE: 同 余 式 z=w (mod т) 已 给 出 同 余 
ах -б==с 的 全 解 。 

因为 , 同 余 式 的 解 所 有 z 值 彼此 都 同 余 。 所 以 同 余 的 数 都 考虑 
为 等 价 。 我们 只 要 取 其 中 一 个 就 是 同 余 式 的 全 解 。 E] k akar b= 


® 原著 “已 完成 ” 记 为 Q，E、F， 此 为 拉丁 文 quot erat faciendum 三 字 缩 写 . 
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c 不 允许 有 其 他 解 。 它 有 一 解 , 也 只 有 一 解 。 这 就 是 说 , 它 有 一 根 ， 
Наж, И 43674-52913 (mod 11), @ Г ==5 (mod 11) 
以 外 ， 不 再 有 其 他 解 。 但 是 这 人 句 话 并 不 全 真 。 当 同 余 式 的 次 数 高 
于 一 次 或 在 一 次 同 余 式 中 未 知 数 乘 以 与 模 不 互 素 的 一 数 时 ， 人 情况 
就 变化 了 。 

27. 现在 我 们 讨论 解 同 余 式 细节 。 首 先 我 们 观察 形式 ас 
t 二 x。 其 中 如 模 与 a ER, 5ar=+1 996. RMR =r 满足 
后 者 , х= (и—г) r 就 满足 前 者 。 但 是 不 定 方 程 a 二 by 士 1 等 
价 于 同 余 式 az 三 土 1 ,2 其 中 模 是 5。 我 们 已 经 知道 怎样 解 它 , 因此 
已 有 足够 的 算法 作 计算 。 

如 果 量 A.B,C,D,E 等 等 与 a,B,7Y,6,e 等 等 有 以 下 关系 ， 

A=a, В=ВА +1, С=УВ+А, D=8C+B, E—-eD--C 等 等 
SR IG: 

А= [a]; Б= [а, B], C= [a, 8, У], D= [a, B. 7, 
0], FFO, 

现在 我 们 来 考虑 不 定 方程 4x 二 by 士 1, Kha, b REEM, H 
a 不 小 于 5。9 现在 运用 大 家 熟知 的 算法 ; 求 二 数 最 大 公约 数 ， 按 
照常 规 除法 ， 我 们 记 出 方程 

a 二 ab 十 c，b 二 Bc 十 d，c 二 Yd 十 e， 等 等 。 


中 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 卷 3 题 3，( 治 历 演 纪 ) 把 同 余 式 化 为 不 定 方程 获 解 ， 见 
Æ (KE) #5, рр. 393—403. 

Q 这 一 关系 我 们 可 以 作 进一步 考虑 ， 

D [а, B, Y, A, и] + CB, Y, =, А] 一 (a, B, Y, =, А] + CBS У, + 
A, и] =+1, ШЖа, B, Y, =, B 为 偶 ， 取 正 ， 否 则 取 负 。 

2) ХКА, BI 

[а, B, Y, +, А, ul = [m À, +, Y, B, aj 我 们 略 去 简单 证 明 ，. 

© (EBLE) Ufa 小 于 6， 所 以 大 衡 总 数 术 说 :“ 诸 本数 各 满 定 母 ， 去 之 .不 
WES. 
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使 其 中 cc，p8，7 $F, c, d, e 等 等 都 是 正 整 数 ; 而 2，c，d，e 恒 
递 降 ， 直 至 mm 二 yn 十 1。 这 种 运算 总 能 做 到 ， 其 结果 是 
a= ns Hs s Y, 8, а], b= ET Bs o У, в]®. 
如 果 我 们 取 z= [s --, 7, 8], yo [p =, У, В, а], а, 
B. Y, =, p, n T CSS. 我 们 有 azx==by 十 1， 当 个 数 为 奇 时 ， 则 
az 一 by 一 1.@ Q. E. Е, 
28.。 欧 拉 最 早 给 出 这 种 类 型 不 定 方程 的 一 般 解法 (圣彼得堡 
科学 院 报 1734 一 35, 1740, 1746)” 他 的 方法 包括 以 其 他 未 知 数 取 
Кл, y» 是 今天 大 家 众所周知 的 方法 。 Lagrange 处 理 问题 的 方法 


略 有 不 同 。 他 指出 用 连 分 数理 论 易于 求解 。 把 分 数 之 化 为 连 分 数 


把 最 后 部 分 元 删 去 ， 重 新 化 为 普通 分 数 革 ， 那 么 如 果 a，6 互 素 ， 
azx 二 by 士 1]， 两 种 方法 使 用 了 同一 种 算法 .9 


O 高 斯 借助 于 欧 几 里 得 算法 解 一 次 不 定 方程 ， 其 实 秦 九 韶 所 创 大 衡 求 一 术 与 同 
义 ， 但 早出 550 年 . 
© 大 衍 求 一 术 也 着 重 两 种 情况 ， 特 别 指出 :“ 须 使 右上 末 后 奇 一 而 止 .” 
* "Solutio problematis arithmetici de inventendo numero qui per datos numeros 
devisus, relinquat data residua. " 


Э 参见 本 《大 系 》 卷 5，p.。 327. 
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Lagrange 的 研究 成 果 发 表 在 柏林 历史 科学 院 院 报 1767, p. 
3." 后 来 有 人 在 欧 拉 代数 论文 的 法 文 译本 作为 附录 发 表 。” 

29. 在 同 余 式 az 十 上 ==x 中 ， 模 与 a 不 互 素 ， 就 容易 化 为 上 文 
情况 。 设 模 为 m， 而 a，m 的 最 大 公约 数 是 6。 易 知 任何 满足 关于 
Bim 的 解 z-， 也 满足 关于 模 6 的 解 ( 节 5), 但 是 因为 6 整除 a， ах 
=0 (mod 6)。 因 此 除非 tz 寺 x (mod 8), 即 : 一 “被 $ Ж, KER 
式 无 解 .出 

现在 使 4 二 6e， m-—8f, t—u-ók, Wie, f Е, Wler+k= 
0 (mod ó f) 与 所 假设 的 ez 十 6k 寺 0 (mod 6 了 ) 等 价 ， 即 不 论 z 是 
什么 数 ， 只 要 满足 其 中 一 个 ， 就 满足 另 一 个 ， 反 之 亦 然 。 易 知 当 
ёх-ЕдЕ 被 6f 整除 时 ，ez 十 上 就 被 厂 整除 ,反之 亦 然 。 但 是 我 们 已 
从 上 文 看 到 怎样 解 同 余 式 ez 十 E=0 (mod f)， 因 此 很 明显 ; ШЖ 
"是 z 的 一 个 解 ， 那 么 z=v (mod f) 已 给 出 所 示 同 余 式 的 全 解 。 

30. 当 模 是 合 数 时 ， 用 下 面 解 法 有 时 是 方便 的 。 

设 模 是 mn, |а] аль, 首先 按 模 m 解 此 同 余 式 , bo 


о mod (REK, НТО Em, a 的 最 大 公约 数 。 BR, WE 
以 mn 为 模 的 同 余 式 az= 的 解 也 满足 以 m 为 模 的 同 余 式 。 解 可 记 


Bv 2] =， 坟 是 某 一 参 变数 。 反 过 来 则 不 真 ,因为 并 不 是 所 有 
ЖИП + |) z' 都 满足 以 mn 为 模 的 同 余 式 。 为 确定 过 使 v 十 
||| 2] x Lav=b (mod ETT. 


* "Sur la solution des problemes indetermines du second degre. " 
ж “Elemens d'Algebre раг L. Euler traduits de L'Allemand avec des Notes еї 
des additions,” Lyon, 1795. 
Q 《数学 九 章 》 卷 1“ 古 历 会 积 ” 题 命题 和 外 错 , 无 解 的 原因 : 就 是 因为 让 一 o. 2 
见 本 《大 系 》 卷 5，p. 381 
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ARR) © | х'=”— (mod л), 这 就 导致 结论 ; 任 一 关于 模 mn 
的 一 次 同 余 式 的 解 可 以 化 为 两 个 分 别 关 于 m,n 的 同 余 式 , 而 且 显 
R, 如 果 n 又 是 二 因数 的 乘积 , 那么 关于 ”= 的 那个 同 余 式 又 可 以 化 
为 两 个 分 别 关 于 这 二 因数 的 同 余 式 。 一 般 说 ， 以 合 数 为 模 的 同 余 
式 解 可 以 化 为 由 这 些 组 成 合 数 的 因数 为 模 的 同 余 式 ， 方 便 的 话 这 
些 因 数 可 以 分 解 到 素数 为 止 。 

А ”假如 我 们 要 解 19x+ 寺 1 (mod 140), 先 解 关 于 模 2, 得 z= 
1 (mod 2), # z—1--2z', Р 38 = — 18 (mod 140)。 这 等 价 
于 19x' 圭 一 9 (mod 70)。 如 还 是 解 关于 模 2， fz'-—1 (mod 2). 
再 设 z'==1 — 2х”, 49 38z"— — 28 (mod 70), 或 19z"— 
—14 (mod 35) XT ES, #f##x”=4 (mod 5), (A z”=4+5z”, 
W AJ 95z>”==—90 (mod 35) ER 19х”==—18 (mod 7)。 这 就 导致 
z”==2 (mod 7), ikr” =24+7r" ， 得 z=59 十 140z”。 也 就 是 说 
х==59 (mod 140) 是 同 余 式 的 全 解 . 


31. 用 同样 方法 az 一 的 根 可 以 表示 为 乞 。 同 余 式 cz=2 也 可 
以 记 为 和 .同时 使 与 同 余 式 az= 的 模 相 联系 , 以 为 区 别 。 例 如] 


(mod 12) 可 以 表示 任意 数 二 11 (mod 12). зй. (тоа с) 
并 不 表示 任何 实 的 东西 。( 你 可 以 认为 是 虚 的 )， 但 we，c 如 有 公约 


O 按照 《孙子 算 经 》 以 来 中 国 习惯 ， 中 算是 这 样 考 虑 的 ， 
192==1 (mod 4) Зх==1 (mod 4) r-3 (mod 4) 
192==1 (mod 140) |в (тоа 5) [= (mod е [rm (mod 5) 
19z=:1 (mod 7) 5х==] (mod 7) 'х=3 (mod 7) 
35F,z1 (mod 4) 3Fi=1 (mod 4) F, =3 (mod 4), 
ЖЕ, Fo. Ез, BE, 28F:=1 (mod 5)@:3F;=1 (mod 5)@F;=2 (mod 5), 
20Ёз==1 (mod 7) 6Ёз==1 (mod 7) Fs=6 (mod 7) 
r-35X3X34-28X2X44-20X6»X3 (mod 140) x=59 (mol 140). 
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数 ， 不 允许 整除 5。 除 去 这 一 例外 ,表达 式 生 (mod с) HAR: 
ща, c 互 素 时 ， 它 有 无 限 多 个 值 ， 所 有 这 些 值 都 关于 c AIR. 或 
E, ща, 有 公约 数 $ 时 ， 它 关于 仿 同 余 ， 这 种 表达 式 有 一 种 算 
法 与 普通 分 数 算法 非常 相像 .从 上 面 的 讨论 很 容易 导出 某 些 性 质 ， 
我 们 指出 ， 

1) ЖЕЖ с, Шаа, b== В; RARER (mod c) 与 


Г] (mod c) 等 价 。 


22 (тоа сё) 与 (mod c) 等 价 。 


3) 2 (mod c) 5“ (modo «84, ЖФА, ER. 

我 们 还 可 以 引述 很 多 类 似 的 命题 ， 但 它们 不 难 导 出 ， 而 且 对 
下 文 并 不 特别 有 用 ， 我 们 将 进行 别 的 考虑 。 

32. 要 求 出 关于 已 给 模 4, В, С 已 给 剩余 一 切 数 的 问题 易于 
从 上 文 所 说 获 解 。 下 面 的 方法 将 证 实 非常 有 用 。 

设 二 模 4， B 为 已 给 ， 关于 二 者 要 求 出 >， 使 各 与 a， b 同 余 。 
所 求 z 将 有 形式 4z 十 a, 这 里 x 是 不 定 的 , НАх+а=ь (mod В), 
WFA, B 有 最 大 公约 数 8， 那 么 这 同 余 式 的 全 解 是 

z=v (mod 5) 或 x 三 vo 十 | 饱 ] ,为 参 变数 。 所 以 公式 ho 十 ae 十 


ES 将 包含 所 有 zx 值 .也 就 是 说 z= 二 Av 十 a (mod АЁ) 是 问题 的 全 


fe . Ul TERRA, B 之 外 我 们 再 添上 第 三 个 模 C， E 显然 我 
们 可 以 用 同样 方法 去 解 。 因 为 上 面 二 条 件 已 并 为 一 个 。 如 果 4 


C 的 最 大 公约 数 是 e， 又 同 余 式 | 4Ê B) z-Av--a— =c (mod C) 的 解 


2) 
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是 r=w (mod °, 那么 借助 于 同 余 式 = 一 | 252] + hv 十 


а mod 2C] , age иен, RESÊ, 全 < 分 别 是 4, B 


ЦКА, B, C ESSA RR HERRERA, В, C 等 等 有 多 少 ， 
如 果 它 们 的 最 小 公 售 数 是 M， 那 么 全 解 具 有 形式 zx=r (mod М). 
但 是 必须 没有 一 个 辅助 同 余 式 无 解 ,这 意味 着 问题 蕴含 不 可 能 性 。 
мид, B, 等 等 互 素 ， 此 事 就 不 会 出 现 。 

. P| A, B, C; a, pc 是 504，35，16; 17, —4, 33, X 
里 有 二 条 件 : z=17 (mod 504), х= —4 (mod 35) 这 等 价 于 一 个 
Ж 2—521 (mod 2 520)。 如 与 条 件 z 二 33 (mod 16) KA, 就 得 
z=3 041 (mod 5 040) 

33: WRA, B, C 等 等 都 互 素 , 显然 它们 的 乘积 就 是 最 小 公 
倍数 。 在 此 情况 中 , 所 有 同 余 式 z 寺 a (mod А), z=b (mod В) 等 
地 等 价 于 一 ^F BIA ==, (mod R), 其 中 R ЕЖА, B, C 等 等 的 
乘积 。 这 一 事实 转化 为 : 单一 条 件 z 三 r (mod R) 可 以 分 解 为 许多 
ЖЕ. R 可 以 分 解 为 因数 4, В, C 等 等 。 其 中 4, B,C 等 等 互 素 。 
Б Z z=r (mod А), zer (mod B), z=r (mod С) 等 等 。 这 一 
分 析 不 仅 能 使 我 们 发 现 问题 是 否 存 在 不 可 能 性 ， 而 且 还 提供 令 入 
满意 的 优美 解法 。 

34， 如 上 所 述 , iš z=a (mod А), z=b (mod В), z= 
c (mod C0), 分解 所 有 模 成 为 彼此 互 素 的 因数 . А RA A A" A". % 
等 ，B 成 为 B'B"B” 等 等 ， 等 等 。 CARO зев н E, RH 
A, В, C 等 等 本 身 是 素数 或 素数 的 突 ， 就 没有 必要 再 分 解 。 显 然 
代替 原 设 问题 可 以 改写 为 z 寺 a (mod A'), «= а (mod А”), 

a (mod A" ) 5555 ; zb (mod B') ,zzxb(mod B”) ,z=b (mod » ) 
等 等 ， 等 等 。 如 果 并 不 是 A4，B, C 所 有 数 都 互 素 〈 例 如 4，B 不 
互 素 )， 显 然 4， 妃 所 有 素 因 数 并 非 全 互 异 。 在 4'，4"，4? 等 等 
之 中 一 个 或 另外 一 个 是 B',B”,B” 等 等 中 的 一 个 或 其 乘积 ， 作 为 
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第 一 种 可 能 : A' 二 B'。 此 时 条 件 z 寺 a (mod AD, zzb (mod В’) 
等 价 ， 即 a= (mod A'R mod B')， 因 此 二 者 之 一 可 以 略 去 。 如 
Ra=b (mod A') ЖЕ, 问题 就 无 解 。 第 二 种 可 能 是 B' 为 А’ 
数 ， 条 件 z 寺 a (mod AU 包含 在 条 件 z 三 blmod B') 之 中 ， 也 就 
是 说 条 件 z 夺 bh (mod AO 是 从 后 者 化 过 来 ， 与 前 者 等 价 。 这样 分 
№, MEME =a (mod 4') 可 以 略 去 。 当 然 话 得 说 回来 ,在 
某 种 矛盾 条 件 出 现 ， 例 如 问题 本 身 无 解 ， 就 不 能 略 去 。 当 所 有 多 
余 的 条 件 被 略 去 后 , 所 有 剩 下 的 模 以 因数 存在 : A, А”, А” 等 等 
B', B", B" 等 等 ,等 等 都 互 素 。 至此， 肯定 说 ; 问题 有 解 ， 且 可 
按 上 文 计算 。 
35. 例 从 节 32, z=17 (mod 504), z 三 一 4 (mod 35), z= 

33 (mod 16), 这 些 条 件 可 以 化 为 : = == 17 (mod 8), z= 
17 (mod 9), z = 17 (mod 7), z == —4 (mod 5), z = 
一 4 (mod 7),z 三 33 (mod 16) fE X ES Ж f rh 22:17. (mod 8) 5 
z—17 (mod 7) 可 以 略 去 , НУВ СЕ 5 1E —33 (mod 16) 中 ， 
而 后 者 则 与 z 寺 一 4 (mod 7) 等 价 。 这 就 留 下 ， 

17 (mod 9)， 

—4 (mod 5), 

—4 (mod 7), 

33 (mod 16), 
就 得 到 z=3 041 (mod 5 040), 

这 很 明显 : 把 经 过 挑选 后 余下 的 条 件 整理 , 解 题 是 很 方便 的 。 

某 些 条 件 z 三 a (mod А'), z=a (mod А”) 等 等 已 被 栈 去 ， 余 下 
的 是 z 寺 a (BARERA, A", A 乘积 为 模 )。 上 述 例 中 条 件 
z-:—4 (mod 5), 2==—4 (mod 7) 已 被 z 过 一 4 (mod 35) Ф. 
这 不 只 是 因 略 去 了 多 余 的 条 件 而 简化 了 计算 ， 更 重要 的 是 解 题 的 


N 
|| 
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细节 和 技巧 . 岂 
36. SWARA, B, С, D 等 等 都 互 素 时 ， 下 面 解法 尤其 方 
fg. 确定 一 个 数 a 使 关于 模 4 同 余 于 1, 关于 其 余 模 的 乘积 同 余 于 


0。 这 就 是 说 ，“ 是 一 值 RN), RHRERBED KK (mod А) 


RL BCD 等 等 ( 节 32)。 类 似 地 设 8 寺 1] (тоа В) =0 (mod ACD 
等 等 ), r=1 (mod C) =0 (mod ABD 等 等 ) 等 等 。 那 么 如 果 我 
们 把 z 看 做 关于 模 A4，B, С, Р 等 等 分 别 同 余 于 a, b, c, d 等 等 ， 
就 可 以 记 为 
z=aa + 8b+-Yc+ ód 等 等 (mod ABCD 等 等 ) 

@#Хаа==а (тоа А), 而 其 余 的 数 Bb, Ус 等 等 都 三 0 (mod A). FH 
№ za (mod 4)。 对 于 其 他 的 模 可 作 类 似 证 明 。 其 应 用 起 源 于 年 
FF: 当 小 纪 、 黄金 数 、 太 阳 周 期 已 给 定 要 确定 侨 略 年 。 这 里 4= 


， _— 1 И 
15, В = 19, С = 28, ВУИ F f (8 тоа (mod 15) 或 


RT (mod 15)J& 13, 那么 c=6 916。 同 理 我 们 找到 8 是 4 200, 7 


是 4 845 而 所 求 数 是 6 916a+4 2008 十 4 845c 的 最 小 余数 ， 其 中 a 


OD 我 们 感到 有 兴趣 的 是 秦 九 韶 《 数 书 九 音 》 所 收 一 次 同 余 式 组 十 例 中 ， 不 少 在 
解 题 时 也 先 删 除 多 余 的 模 . 当然 秦 氏 未 用 分 解 因 数 方法 ， 而 是 运用 窗 含 中 国 特色 的 
“ 约 奇 弗 约 偶 ” 法 . (本 《大 系 》 卷 5p. 341—345) 以 “ 积 尺 寻 源 ” 题 为 例 ， 问 题 相 当 
于 要 解 zx 二 60 (mod 130) =30 (mod 120) =20 (mod 110) =30 (mod 100) 三 30 
(mod 60) =:30 (mod 50) =5 (mod 25) 三 10 (mod 200. 经 过 按部就班 ， 有 条 不 紊 
地 “ 约 奇 弗 约 偶 ” 步 又 ， 略 去 多 余 的 模 ， 化 为 与 原 题 等 价 的 同 余 式 组 

х==60 (mod 13) 2530 (mod 8) =20 (mod 11) ==30 (mod 3) =30 (mod 25). 

秦 九 韶 异 途 同 归 ， 已 获得 五 个 两 两 互 素 模 13，8，11，3，25， 就 可 以 按照 中 国 剩 
余 定理 解 得 所 求 

х==4 291 230=1 230 (mod 13X8X 11X 3X 25) 
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EME, b 是 黄金 数 ， 而 < 是 太阳 周期 . 
第 五 节 JO # 


本 时 期 内 在 几何 学 领域 内 也 有 许多 创新 ， 我 们 分 段 选 述 部 分 
有 关 文 献 。 


一 、 三 角形 
直角 三 角形 


对 欧 几 里 得 《原本 》 卷 1 命题 47, T. Simpson (1710—1761, 
英国 ) 以 出 入 相 补 原理 ， 获 见 图 自明 的 新 证 。( 图 6. 3. 10) 
平面 上 的 勾 股 定理 有 推广 到 三 维 空间 的 文献 记录 。 在 三 维 直 
角 坐 标 系 中 一 平面 截 割 坐标 三 面 角 成 三 直角 三 棱锥 ,其 四 个 面 上 
(图 6.3.11) 人 4BC,A4B80, 人 4CO, 人 BCO 面积 间 有 以 下 关系 ， 
(S(4BC)) 一 (S(4B80)) 十 (S(4CO))2 十 (SCBCO))2。 
(J. Faulhaber, 1580—1635, RE) 


O 本 节 高 斯 所 说 只 是 记号 不 同 ， 与 中 国 剩余 定理 (RATEM AX, EER 
们 作 一 对 照 . 参见 本 《大 系 》 卷 5p. 331 定理 14. 


高 斯 《探讨 》2. 36 中 国 剩余 定理 
“Жа, b, c, d. ri ISi, у©л) 
BA, B, C, D аўн ў. mi, (mi, mj) =1 
确定 系数 a，B，… 
a=] (mod A) ЖЕ; 使 
=0 (mod BCD) M Fs] (mod M), 
В =1 (mod B) . 
==0 (mod ACD) M= Пт: 
问题 的 解 是 RHE 


z 一 aa 十 pp 十 yc 十 5d (mod ABCD) х= 2; M Fir; (mod M) 
1 Mi 
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Faulhaber A WEÔ; 
№ А Ж Ж 8 АС = 
Va +e , ВС=-/Ы-єсї, 
AB — ^a! +b. M Heron 
HERAA, S (ABC) = 


1. (AC+BC+AB) 。 


e (AC+BC— AB) • 


° (AC—BC+AB) ° 


° (ВС+АВ—АС) = 图 6.3.11 


|= гоз tol— коз مھ‎ 


+ 


L CAC+BC) +AB] * [ CAC+BC) —AB] * [AB+ 


-— 
сә 


(АВ— ВС) | ° [AB— (BC— АС) ] 


=i CAC* - BC* 3-2AC • BC— AB!) (4B: 一 BC: 一 4C2 十 2BC 。 


@ НС, vol. 2, PP. 370-371. 
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АС) 


= Qa FEN Fe ne) (2 at EAE e a) 


"n (ab -Fa?c* EP? c?) , ME EE, 

在 推导 过 程 中 ， 他 巧妙 地 作 代 数 恒 等 变 换 使 问题 得 优美 解 。 

正三 角形 

定理 

正三 角形 内 一 点 上 三 边 距离 的 和 为 定 值 。( 此 定 值 为 高 ) СУ. 
Viviani，1622 一 1703， 意 大 利 ) 

证 法 V. Viviani 自 证 很 简洁 。 设 正三 角形 八 4BC 内 任 一 点 

为 0,O ЖЯ = ВС, АС, AB ERA BRI Mi i JJ ABOC, 


ЛАОС, AAOB 的 面积 分 别 是 十 zaha, n Ten. 我 们 又 记 底 


WBC MiB a, RE EE SA. 从 正三 角形 三 边 相 等 的 性 质 ， fü 
题 得 证 ， kathi tki =h, 

面积 证 法 是 常见 几何 证 法 , 以 其 简洁 见 胜 , 应 该 说 Viviani 的 
推导 方法 是 开创 性 的 。 

一 般 三 角形 

与 距离 有 关 的 命题 

定理 ЛАВС 中 , АР Ж/А 的 平分 线 , 其 长 度 记 为 i。。 又 
102 Вр-х, DC=y, Jll 


bc —ti4 zy. 
其 中 bc NIB, ZC 所 对 边 长 ,DD 为 角 平 分 线 与 BC 交点 (F. van 
Schooten. $31615—1660, 122) 
ERO P 是 和 人 ABC 内 任意 一 点 ，G 是 重心 ， 则 РС? = 


(D 详 见 S，p. 466. 
© PR S, p. 464. 
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4-(РА?°+ PB: + РС?) — (at +Ë + 


c).,a, bse H-A. (С. W. Leibniz, 
1646—1716, #2) 
EO — 4EAABC Kù BC 上 取 一 
HOP, ЖАР, Wi 3s 
АВ? + PC+ AC' • PB—PA' * ВС) Ac 
= BC • PC ° PB Ç ; E 
(M. Stewart, 1717—1785, 英国 ) 2:5 
共 线 点 与 共 点 线 š EA 


定理 过 人 A4BC 的 顶点 4, B,C 分 图 6. 3. 12 
别 作 共 点 (O) WZA, 300 ВС, AC, АВ T D, Е, Е, 
BDCEAF _ 


ИТ БВ ск Appi CT. Ceva, 1648—1737, 意大利 ) 


证 明 Ceva 于 1678 年 公布 此 命题 , 并 以 面积 证 法 推导 定理 。 
在 图 6.3.13 中 
BD S(BAD) SCBOD) 


DC S«(DAC) S(DOC) 


| .S(BOA) T 
= S(COA) i 
CE S(BOC) . 

HÆ MA 一 SC405) Ч) 

AF S(AOC) Буз 
FB S(BOC) © 


G) ~ Gi) 三 式 左 右边 相 乘 ， 命 题 已 证 。 

Ceva 发 表 此 命题 上 距 希 腊 亚历山大 学 者 Menalaus 关于 三 角 
形 共 点 线 的 定理 已 十 五 个 世纪 。 二 者 有 对 偶 性 质 ， 在 几何 学 理论 
和 应 用 上 都 有 重要 意义 。 


(D LS, Р. 464. 
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图 6.3.13 
定理 三 角形 内 切 圆 切 点 分 别 与 对 角 顶 点 连 线 ， 三 线 共 点 
(J，D，Gergonne，1771 一 1859， 法 国 )。 


=. E 

我 们 以 四 边 形 有 否 内 切 贺 或 外 接 圆 分 类 叙述 和 。 

不 外 切 于 辕 也 不 内 接 于 园 

定理 ”四边形 两 对 角 线 中 点 、 两 组 对 边 交点 连 线 的 中 点 ， 三 
点 共 线 。 此 线 史 称 牛顿 线 一 ,牛顿 (1. Newton, 1643—1727, Ж 
E). 

定理 ”依次 连结 四 边 形 各 边 中 点 的 图 形 , 是 平行 四 边 形 (P. 
Varignona，1654 一 1722， 法 国 ) 

定理 ”四边形 对 边 中 点 连 线 、 两 条 对 角 线 中 点 连 线 ， 三 线 共 
点 ， 并 且 互 相 平 行 。(Varignon) 

$F 1⁄2 + Bl 

定理 УТРИН, 对 边 切 点 连 线 、 四 边 形 二 对 角 线 ， 
四 线 共 点 。 (牛顿 ) 此 点 史 称 牛顿 点 。 


Ф 详 见 S. ， 第 三 章 第 五 节 ， 一 般 四 边 形 
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定理 ”外 切 于 圆 的 四 边 形 二 对 角 线 中 点 与 圆心 、 三 点 共 线 
(牛顿 ) 。 史 称 牛 顿 线 二 。 

Р] 4k + Bi) 

ЕП ДЕЕ E k £ L НЭТ RO, ККЖ ЕКЕ. 

^T B| X 4k + B 

外 切 于 圆 又 内 接 于 贺 的 四 边 形 称 为 双 圆 四 边 形 , MEN. Fuss 
(1755—1826) 对 之 作出 杰出 成 绩 ， 发 明定 理 二 则 。 

定理 ” 双 圆 四 边 形 内 切 圆 相对 切 点 连 线 正 交 。 

Fuss НИ: ( 6.3.14) 四 边 形 
ABCD 的 内 切 贺 切 点 为 X，X', Y, Ү. 
DC, AB; AD, BC 的 延长 线 分别 交 于 QQ， 
P, QX=QX', AR 4=/5.,„ [n]3H 
Z1-76.,1EPIZÜUE Y'DX'E Ч: 

ZD+ Z1+ Z2+ ZY' EX! =360°, 
在 四 边 形 YEXB +: 

ZB+ 23+ Z4+ Z XEY=360° 
而 ZXZ1l1= Z6=180°—u. 3, 

Z2=180°— Z5=180°— Z4, 图 6.3.14 
X ZD+ ZB=180°, TE ZY'EX' +Z ХЕҮ = 180°, MZY'EX', 
ZXEY ЖХ. ФЕЛНИ. 

Ж ХЕ, Лр, ЕПУ R, r, MLE 
为 4。 两 圆 分 别 是 某 一 四 边 形 的 外 接 圆 不 是 内 切 贺 的 充 要 条 件 是 
2r? (R:+-d2) = (QRi—q?*y, 

N. Fuss 自 证 充分 性 ， 后 人 补 证 必要 性 ,名 


O 参见 第 四 编 第 三 章 第 二 节 几 何 ， 二 、 四 边 形 
© RS., p. 564. 
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三 、 六 边 形 

内 接 于 贺 — 

B. Pascal (1623—1662, 法 国 ) 16 # BM 
(1639) ER (IE Hl ЖР OC EDU SC, ў 
含 此 定理 :“ 内 接 于 圆锥 曲线 的 六 边 形 ,每 | 
两 条 对 边 相 交 成 三 点 , 三 点 共 线 ”论文 未 | 
给 出 证 明 ,不 入 失传 。 少 数学 者 曾 见 此 文 。 
R. Descartes 读 后 ， 惊 叹 说 ， 他 不 能 相信 | 
文章 竟 出 自 少 年 人 之 手 。 С. W. Leibni 
T1678 年 在 巴黎 获 读 论 文 ,并 癌 Pascal B3 : 
姨 曙 论述 此 事 及 其 内 容 。 直 至 1779 FAR ` 
又 重新 被 发 现 。 定 理 的 逆 命 题 也 成 立 , 是 "Nie 
射影 几何 最 重要 命题 之 一 。 图 6.3.15 

定理 ”内 接 于 圆 的 六 边 形 三 组 对 边 
的 交点 、 三 点 共 线 。 史 称 Pascal Ж „© 

外 切 于 国 

Pascal 定理 发 表 后 160 多 年 ， 其 对 偶 定 理 经 巴黎 综合 技术 大 
学 在 学 学 生 C. J. Brianchon (1783—1864, =) 发 现 ， 当 时 他 
才 23 岁 (1806). 

定理 ”外 切 于 圆 的 六 边 形 ， 三 组 对 顶点 连 线 ， 三 线 共 点 。 史 
称 Brianchon 点 。 | 

与 Pascal 定理 允 称 数学 中 璀 玻 美 玉 ， 同 是 射影 几何 最 重要 命 
题 之 一 ,@ 


(D ES., p. 570—573 
® S, рр. 574 一 576,， 其 一 般 形 式 ， 对 外 切 于 圆锥 曲线 的 六 边 形 本 命题 也 成 
DA 
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д. B 

圆周 率 表达 式 

1E17—18 世纪 期 间 数 学 发 展 益 快 , 研究 数学 的 工具 增多 , 因 
此 也 出 现 不 同形 式 的 圆周 率 表达 式 | 

iE fn 

J. Wallis (1616—1703, 英国 ) 于 1650 年 
发 表 他 的 表达 式 

x 2X2XA4XAX6X6X8-- 


2: 1X3X3X05X5X7XT-** 

英国 皇家 学 会 首 任 主席 W. Brouncker M m 
(1620—1684) 用 连 分 数 表 达 式 i 

= il r £ E 


4 1 十 2 十 2 十 2 十 ` | 
据说 他 是 从 Wallis 公式 推导 ， 于 1655 ERR. J. Wallis 


当时 谁 也 说 不 清 他 是 怎样 推导 的 0。 аж 
交错 级 数 
С. W. Leibniz (1646 一 1716， 德 国 ) 的 表达 式 1674 FÈR 
و‎ ОР ТИЕ Е 
-—— a ШЕ šj 


上 面 三 式 形 式 上 很 简洁 、 优 美 , 但 不 便于 用 : 它们 都 收敛 太 慢 , Вр 
使 求 的 几 位 有 效 数 字 也 得 计算 成 干 上 万 项 。 特 别 是 那个 交错 级 
数 ， 正 负 相 间 。 求 总 和 时 更 是 透 途 徘徊 ， 很 难 达 标 : 要 获得 二 位 
有 效 数 字 得 计算 几 百 项 。 

RAK 

牛顿 于 1676 FEK 


(D S., р. 620 
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x _ 1 1(1) l ‚1х3/1\|9°1 ,1х3х5[1|\'1,‚.. 
i-i 3 2X4 3 5 DX] 7 十 
此 式 于 1701 年 传 来 我 国 ， 称 为 杜氏 2 九 术 之 一 


AREH 
J. Machin (1680—1751, Ж ) 指出 (1706) 


x 1 1 
— = arctan — —arctan 一 一 
4 5 , 


239 


ж? 


3 7 
其 中 arctan х= Б 
C. Hutton (1737—1823 英国 ) (1776 年 ) 


т 1 1 
7 arctan 2 --arctan 3， 
С. F. Gauss (1777 一 1855， 德 国 ) 


二 一 12arctan ıl + 8arctan = — arctan zi: | 

用 的 反正 切 关 系 又 运用 每 级 数 展开 ， 收 敛 速度 快 。W. 
Shanks (1812 一 1882， 英 国 ) 借助 于 Machin 公式 ， 以 毕生 年 华 ， 
ИЯ п ж 707 位 小 数 ， 图 版 6. 3. 2 为 原著 书 影 。 近 世 用 计算 机 把 x 
值 运算 到 小 数 点 后 位 数 以 亿 计 @。 我 国 曾 纪 鸿 于 1877 年 用 Hutton 
公式 计算 x 到 小 数 点 后 一 百 位 ,对 此 式 收敛 速度 感到 满意 ,他 深 有 
体会 地 说 : “车 用 内 容 外 切 法 ( 即 按 阿 基 米 德 《 量 贺 》 命 题 3 方 
法 ) 则 需 数 年 之 力 ， 始 可 得 二 、 三 十 位 。” 


(D 杜 德 美 (P，Jartoux、1668 一 1720， 法 国 ) 
© 2001 年 最 近 记 录 ; 日 本 学 者 已 计算 回 周 率 有 效 数字 达 2061，5843 亿 位 . 
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DERE LA E 

已 有 不 少 实验 方法 求 
圆周 率 值 , 18 世纪 最 早出 
现 了 投 针 方法 。 (图 
6. 3. 17) 

С. L. L. Buffon 
(1707 一 1788， 法 国 ) 于 
1777 第 提供 一 个 有 名 的 
实验 。 在 一 张 纸 上 兽 好 一 
条 条 等 距离 (a) 平行 线 。 图 6.3.17 


用 长 度 为 ![ нак 
针 ， 随 机 向 纸张 投 针 2 212 次 ， 其 中 与 平行 线 相交 704 ҮК. Buffon 
WS: 


2 212 _ NE 
704 223. 142===x o 


半圆 与 长 方形 4 
定理 AB dE p 

AMB 的 直径 。 作 长 方形 

4BDC， 使 它 的 高 是 圆 内 

接 正 方形 的 一 边 。 连 接 


CM, DM, ЖЖ TE, Е, [: Z D ^O 
则 
AF*-- BE! — AB, 6. 3. 18 


(P. de Fermat, 1601—1665, FE) 
Fermat Ê UE: 图 6. 3.18 H, ZP= ZDBQ, ZQ= ZPAC, Ë 


@ 详 见 S. ， р. 612 
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此 八 ACPWA 人 BDQ, РС: BD= AC : DQ. 已 给 BD=AC， 则 
PC* DQ—AC*, X.2AC! -AB', 2PC* DQ—AB'SCD', (i) 
从 图 易 知 РС: AE-CD: EF=DQ: FB. (ii) 
从 G) 式 得 ?АЕ • ЕВ=ЕЕ?. Gii) 
从 图 AF 十 EB 二 4B 十 EF ， 两 边 平方 ， 再 从 Gi) A, 得 
АЕ+ЕВ?+?АЕ • ЕВ= AB2:+2(AE * FB-- AB * EF). (iv) 
又 从 等 式 (AE 十 EF) (EF+FB) = 
АЕ, FB+EF (AE+EF+FB), 

这 就 是 

АЕ • ЕВ= АЕ • ЕВ+АВ • EF, (у) 
综合 Gv), (у) 两 式 ， 命 题 已 证 。 


五 、 曲 线 
本 时 期 在 古 希 腊 数 学 基础 上 作出 各 
种 曲线 ,品种 之 多 、 范 围 之 广 、 研 究 深 入 、 
周到 是 前 所 未 有 的 。 我 们 选 介 八 例 。 
代数 曲线 
三 次 曲线 M. G. Agnesi 
1. Ж Ж М.С. Agnesi (1718— 图 6.3.19 


1799， 意 大 利 ， 在 《分 析 讲 义 》， 
1748) PTFE. # BJ Bl? + y! —2ay = 
0 在 切 点 4 作 切 线 4AB, 其 中 0A= 
2a. BRAO 引 任 一 直线 OC 与 切 
线 及 圆 相 交 于 B, C。3 引 CP/ АВ, 
又 引 BP_|CP, P HEE, P 的 轨 
кем (图 6. 3. 20) 方程 是 


т ie 2? 它 的 渐 近 线 y= 0, 
2. MÆ% R. Descartes 于 1638 年 最 先 作出 
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x+ ر‎ = 3azy 
HER, CAME R z+ yy+a=0 (图 6. 3. 21). 

3、 环 索 线 ”最 先是 I、Barrow (1630—1677, 英国 ) 后 来 Jean 
Bernoulli (1667—1748, m+), М. С. Agnesi (1718—1799) Ж 
继 研究 这 一 曲线 作法 : 在 Ox EI2OR=OS=a, AR FOr 的 垂直 
RTA. AS 起 作 任 意 直线 如 SK， 交 Oy WFK. 在 SK ERRKP 


=KP'=OK ,那么 P(P') 的 轨迹 是 环 索 线 ， yma = cie 
(Ё 6. 3. 22), r=a (TQ) ЖЕЙТ Ж. 


图 6.3.21 


图 6. 3. 22 

4、 角 三 等 分 曲线 C. Maclaurin (1698—1746, 英国 ) 以 此 

曲线 为 工具 三 等 分 任意 角 。 他 以 a 为 半径 , 在 直角 坐标 系 中 作 圆 ， 
Ty 二 a’， 

过 点 4 (а, 0) (ЕОР, ЕС. ЕРОС f FER AP 
FP, Р 点 的 轨迹 就 是 所 求 角 三 等 分 曲线 。( 图 6. 3. 24) 

Maclaurin 设 P ЖА (х, у), ЇЕ 

OP=.N Fy, AP—A/(at- x) y, 

MERR, З ЈЕ Л АСОС AOPC , 于 是 OP : OC= AO : 
AC, ЇЙ АС=АР+РС=АР+ОР, THÉ x y + asa: 
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(A (ax) y! Aat у). 7 
这 就 是 2z(z: 十 办) 一 2(a3 一 3 (z2+ y2)) 
如 果 以 点 A 取 作 新 的 原点 经 过 坐标 轴 平 А 
移 ， 则 方程 为 ©; 
2z (Ty) =a (3z?2— °), 

四 次 曲线 ED Ж 

1. WH% E. Pascal 以 此 为 工具 , =: А, d ў: 
ЭЛЕНА. ВЕКА АОЛ 
Е, 以 2a 为 直径 作 圆 。 过 极点 O 8525 £5 АЕРО 
交 圆 周 于 D。 BUDE — жь, ШЕ 的 轨迹 i 
ЎН 26: 0= 2асоѕ 0 十 5, 直角 坐标 方程 是 图 6. 3. 23 
(z+ уг — 2ax)* = (z2+ y?) , Pascal їй 
4 AHR (E 6. 3. 25). 

2. 心脏 线 С.Е. M. M. Salvamini 
(1708—1791, 意大利 ) 在 1741 年 以 其 
延生 地 Castillon 命名 此 曲线 。 
J. Ozanam (1640—1717) 曾 以 此 作为 4 
是 线 的 特殊 情况 考虑 : 曲线 的 极 坐 标 方 
程 是 p= 二 2a (1 一 cos 9)， 对 应 的 直角 坐 
№ 方程 为 (а + y + ar) = 
4а ”(Z 十 多 )。 这 是 今日 解析 几何 教科 图 6. 3. 24 
书 教学 内 容 。 它 也 是 外 旋 轮 线 的 特例 。 (图 6. 3. 26) 

非 代 数 曲 线 

1. 蔷薇 曲线 ”在 中 世纪 欧洲 哥 特 式 建 筑 教堂 主 立 面 中 央 常 以 
茧 葵花 为 饰 。 图 版 6. 3. 3 为 巴黎 圣母 院 十 六 瓣 大 茧 蕉 花 窗 、 圣 母 院 
Ж Р 12~13 世纪 (1163—1235). 
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图 6. 3. 26 
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С. Brandi 1713 年 命名 [二 asin пб, p=a cos nô (n 为 自然 数 ， 
п>1) 为 蔷薇 曲线 。 图 6. 3. 27 ;z& n—2, 3, A 时 曲线 图 像 。 


图 6.3.27 

2， 旋 轮 线 ”半径 为 a 的 圆 在 Ox 上 滚动 。 其 上 一 点 己 (<=, 
y) (与 圆心 距离 为 5) 的 轨迹 称 为 旋 轮 线 。C. de Bonells 1501 年 
EH, БЖС. Galileo 〈1564 一 1642， 意 大 利 ) 在 1599 4E, M. 
Mersenne 在 1625 Æ, G. P. Roberval. (1602—1675, 法国 ) 在 
1634 年 分 别 都 曾 对 此 曲线 作 深 入 研究 。E. Pascal 称 之 为 旋 轮 线 ， 
并 借以 讨论 求 面积 问题 , 还 找到 其 一 拱 的 重心 位 置 。J. Bernoulli 
(1654—1705) 证 明 它 是 最 速 降 线 @。C，Huygens 在 1673 年 指出 
其 等 时 性 ， 可 以 在 钟 摆设 计 上 应 用 ， 因 此 又 称 为 摆 线 。 


Ф 详 见 S. pp. 1024—1027. 
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当 辅助 圆 (半径 a) 圆周 上 的 定点 P(x, у) 从 z=0 Жз], WU 
旋 轮 线 方程 是 (a=b) 
z=aarccos 1—2 | —22y—».. 
当 辅 助 圆 半径 上 的 定点 P' (P) 从 zx=0 起 动 ， 旋 转角 9， 扩 
Р! (P) 与 圆心 距离 OP' (OP) 为 2， 则 旋 轮 线 方程 是 
6— "sin 0| i 


T 


ya 


° 


1 E РЯ 0 
а 


图 6.3. 29 中 曲线 1 (a=b), W2 (>b), W3 (а<р). 


NNNN 


C. Huygens 
6. 3. 28 图 6.3. 29 

六 、 作 图 题 

尺 规 作 图 

这 里 选 录 文献 二 例 

问题 “ 作 同 心 圆 , 三 等 分 圆 面积 。(G. Galileo) Galileo 作法 : 
图 6. 3. 30 在 半径 OA 上 取 三 等 分 点 M,N, B| AM=MN= NO. UJ 
AO 为 直径 作 半 圆 。 从 M,N 引 垂 线 垂 直 于 4O， 交 半圆 于 已 ,Q。 
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LO 为 心 分 别 以 OQ, OP 为 半径 所 作 同 
心 圆 ， 三 等 分 圆 面积 。 

问题 ” 作 已 给 圆 的 内 接 三 角形 ,使 | 
它 的 三 边 分 别 过 已 给 三 点 (G. Cramer, А 
1704—1752 瑞士 ) 

问题 提出 后 ,直至 1776 4g J. 
Castillon (1704 一 1791， 意 大 利 ) 获得 
解法 , 史 称 Castillon Bi, 后 来 J]. Steiner 图 6. 3. 30 
(1796 一 1863， 瑞 士 ) 另 拟 新 的 解法 。 

Castillon 作 图 法 分 两 步 走 ， 先 解 一 条 件 较 弱 的 辅助 问题 。 在 
此 基础 上 本 题 获 解 。 

辅助 问题 ” 作 所 给 圆 的 内 接 三 角形 ， 使 其 一 边 平 行 于 已 给 直 
线 ， 另 二 边 分 别 过 已 给 二 点 。 

分 析 6.3.31, AABC 的 边 4 
BC //1, [为 已 给 直线, 935 АВ, 
AC 分 别 过 已 给 点 P,Q。 作 CD/ PQ, 
又 连接 DB, S PQ FE. H+ BC//l, 
DC // PQ, Z1 为 定 角 , JA m 3k BD , 3X 
BD 有 定 长 。 又 由 于 一 2 一 3 一 一 4， 
4, 卫 ,五 ,QQ 四 点 共 圆 , МЕРВ - PA 
= PE‘ PQ—PT*, T IO 直线 PT 
HIR. WREKE NER. 

作法 ”在 PQ 线段 上 取 E 点 ,使 
РЕ, PQ—PT*, TRE 5|[ O 的 制 图 6. 3. 31 
Z EBD, BE BD= TK. CÈ MXA 
FÎ fê = Z1, BC, PQ 3C ED EA BEQ 的 外 接 圆 与 已 给 圆 O KFA. 
AQ ҰО 于 C， 则 入 ABC 为 所 求 三 角形 。 

Crammer 问题 的 解法 : MP, Q, R 为 已 给 点 , 同 图 内 用 辅助 
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问题 作法 ， 在 已 给 圆 O 内 作 内 接 ABCD,， 使 得 DC// PQ, Tf AW 

i DB, BC 分 别 过 E,，R, KH РЕ, PQ—PT*, T gi P 对 圆 所 

引 切 线 的 切 点 。 然 后 连接 PB, XAFA. WJ AABC 为 所 求 三 角形 。 
几何 三 大 作 图 问题 

本 时 期 数学 界 对 此 三 大 问题 的 解法 持续 感到 兴趣 ,文献 记载 : 

三 等 分 一 角 

1. E. Pascal 利用 他 创制 的 暑 线 为 工 
R, 取 5=a, 图 6. 3.25 H, Ж АОВ 
的 一 边 放 在 极 轴 上 ， 角 顶 与 极 相 合 。 角 的 
另 一 边 交 圆 于 DD, XRHAFE. МІН 
ÒC (ЕСЕ /OE, WJ ⁄ ECF 为 所 求 角 。 

这 是 因为 从 蜡 线 性 质 和 作法 知 

OC=CD=DE, /4= /5, A1=L3, # 
y /1=/2, ZFCA= Z4= 75-271, Ñ 
命题 得 证 。 

2.C. Maclaurin 利用 他 设计 的 角 三 等 А. C. Clairaut 
分 曲线 ， 三 等 分 任意 角 图 ,6. 3.24 中 图 6. 3. 32 
< BOC 为 已 给 角 , 置 4 在 Oz HE, AP 交角 三 等 分 曲线 于 已 , X 
Hr’ +y’ =a FC, ЖОС, ШОС 三 等 分 已 给 角 。 

这 是 因为 从 作法 知 ， 一 2 三 А 
Z, Ш/1п=/3„ X Z4= Z2+ 
<3. їй Z 4=2Z2. 

3. A. C. Clairaut 变通 Pappus 
А, ЕГЕ. АОВ 为 已 给 
fä, ЦО 为 心 , OA—OB 为 半径 作 ¿£ 
AM. Æ AB, ЖИ 7009. 

AH —HK —KB (图 6. 3. 33) 角 平 
ROC Ж АВ FL, BI2HL—AH, 
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以 4 为 焦点 ，OC HÆR, Н 为 顶点 作 双 曲线 。 
XX dl ZAR [BE AB + P. 

{E PM LOC, EK PM ЖЧ Т О, 

MAP: PM—AH : HL=2 : 1, 


AP=2PM=PQ, 
获知 Ji AP =f РО, 
于 是 Z AOP— АОВ. 
命题 得 证 人。 
化 较为 方 


f BJF ЯА Hippias of Elis 的 割 圆 曲线 (图 3.1.7) AA 
у, [EL 


— xy 
+= ycot 2R° 


当 了 向 量 半径 4D', 平行 线 B'C' 都 趋 近 Oz RHE} , 188) F L' Hospital 
(С. F. A. de, 1661—1704 法 国 ) 法 则 


这 说 是 ， rk, ili C=2rR. 
那么 割 圆 曲 线 在 Oz 上 的 截 距 4G， 可 用 以 尺 规 作出 圆周 长 C. 
AG : 2R=?R : С, 


当 C 求 出 后 , RRFC, R 作为 二 项 , 其 比例 中 项 就 是 面积 等 于 图 


Ф 详 见 S. р. 412 
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面积 〈 半 径 为 R) 的 正方 形 边 长 TCR, 

立方 倍 积 

数学 家 深 知 立方 倍 积 何 题 等 价 于 探求 二 数 的 双 比 例 中 项 。 
17 一 18 世 纪 这 二 百年 间 发 明 不 少 用 尺 规 以 外 的 工具 解决 这 耐 人 寻 
味 的 作 图 题 。 

1. G. de Saint-Vincent 
(1584—1667, 法 国 ) 在 1647 
年 提出 作法 : 过 长 方形 顶点 
Q (a, b) 引 一 双 曲 线 使 其 渐 
近 线 是 长 方形 , 另 二 边 〈 即 
Z 一 0,y 一 0) 。 双 曲线 与 长 方 
形 外 接 圆 交点 书 与 二 渐 近 
线 距离 是 长 方形 二 边 a,6。 的 
双 比 例 中 项 。 

理由 :图 6. 3. 34 PIN di | 图 6.3.34 
%ту=аЬ 与 外 接 于 长 方形 的 圆 xz 十 y: 一 az 一 by 二 0 二 者 交点 ， 异 
T (a, b) 之 外 , ER PU а, а), 8а, b 间 双 比例 中 项 。 
У b=2a, ЕЖ. 

2. К. Descartes (1596—1650, E) 提出 两 种 方法 

作法 一 rty =aytbr, z2=ay 的 交点 是 a, b 间 双 比例 中 
ж. PRAMME —ay, y =br 的 另 一 组 合 形式 ， 而 后 者 即 c : z 
—r3 узу: 5。 希腊 Menaechmus 早 有 论述 (5—2a), 

作法 二 图 6.3.35 中 ， 作 边 长 为 a 的 正三 角形 ， 延 长 CA 至 
D, 使 4D=a。 JEK AB ЖР, 作 直线 PC 交 DB 的 延长 线 于 Q, 使 
ОР=а, Ща: х=х: у=у: 2а, K'HQC—z, BP—y, 

3. ФЙ (1643—1727, XE) 对 此 也 有 成 果 。 

作法 : Bab. IEOA-—b (图 6. 3. 36), В 为 其 等 分 点 。 以 
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ВС ЖЕЕ, IE Ер=0в= 15, 则 
а: OD—OD : EC— EC : b, 


牛顿 指出 ， 从 截 线 AC 和 和 八 OBE 知 ， 
OA ° BC * ED= ВА * EC • OD, 


图 6. 3. 35 


图 6. 3. 36 

从 作 图 条 件 得 2BC- ED—EC* OD, ВС • 2ED—EC • OD, 

于 是 BC : OD= EC : OA, G) 

X ВС : EC=OD : OA, (BC+EC) : EC— (ОР+ОА) : ОА, 
BE: EC=FE : OA, BE: FE=EC : OA, 

МЕРТЕ 28, WI BE • EC=FE • GE. 

也 就 是 说 GE: EC=BE: FE=EC : ОА, 

因此 OD : EC= EC : OA, (ii) 

综合 G), Gi), MABE. 


хт dg 


在 本 时 期 内 提出 的 不 少 脸 灵 人 口 的 趣味 数学 问题 .为 后 世 、 直 
至 今天 组 合 数学 、 拓 扑 学 等 分 支 的 启蒙 内 容 。 我 们 选 录 文 献 数 则 . 
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—. 05% 

一 方面 是 在 构造 幻 方 方 法 上 ， 进 一 步 掌握 了 一 般 规 律 。 例 如 
S. de la Lombere1687 一 1688 年 期 间 任 法 王 路 易 十 四 派 往 驻 逮 罗 
(SRED 使 节 时 ， 在 那里 学 到 奇数 阶 幻 方 制作 步骤 ， 经 他 整理 、 
JR. A3 Lombere 法 。 对 任意 阶 幻 方 的 制作 也 有 成 法 可 循 ;， 这 
是 法 国 科 学 院 院士 B.、 Frenicle de Bessy (1605—1675) 所 创立 。 把 
已 作成 为 n 阶 幻 方 镶 边 ， 拓 广 为 n 十 2 МӘ. 
pe [n e s]. [|n [s s [m 
faf eles fistan 
е |ә е а) (ә fetafai 
ШЕЛ 
ИШПИ 

| 图 6. 3. 

另 一 方面 是 增多 条 件 ， 全 新 成 果 成 为 幻 方 中 的 精品 ， 传颂 十 
$. 代表作 为 L. Euler1759 年 构造 的 马 步 幻 方 二 例 , 一 为 五 阶 , 另 
一 为 六 阶 (图 6. 3. 372. 在 x 个 数 中 从 某 一 数 起 填 , 时 上 时 下 , 2 
左 忽 右 。 其 结束 恰好 填 满 全 局 无 一 重 亚 ， 也 无 一 漏 缺 。 而 且 前 者 
与 中 心 元 素 13 等 距离 , 二 元 素 和 都 等 于 18, 共 12 对 。 后 者 的 对 称 
性 又 非 比 一 般 。 与 中 心 等 距离 二 元 素 之 差 都 等 于 18, 共 18 对 ; 此 
外 ， 如 果 考 虑 从 元 素 6 起 填 ， 历 经 7，8，9，…，36，1，…，4， 


5， 又 重新 呵 到 6， 真 是 巧夺天工 . 《不列颠 百科 全 书 》 长 文 “ 幻 
方 ” 条 就 以 这 二 幻 方 为 全 文典 后 ,作者 为 此 郑重 指出 :“ 在 不 同 作 


D ŽAS. PARESE, =. BE ° HD. 
D WEBHEAUEIZ TUE HERR. ПЖ COKE) %5, pp. 625—627. 


680 第 三 章 17 至 18 世纪 


者 所 作 许 许多 多 的 美妙 机 智 的 幻 方 之 中 ， 我 把 发 表 在 《柏林 皇家 
科学 院 学 报 (1759)》Euler 的 作品 代表 本 文 结语 ,” 


Z., Euler 名 题 

七 桥 问题 

L. Euler 于 1727 年 ， 他 20 岁 时 ， 去 俄罗斯 圣彼得堡 科学 院 
工作 。 德 国友 人 告诉 他 一 个 令 人 困惑 的 问题 当时 普鲁士 名 城 
Kónigberg-E fr [n] Ei , 

Königsberg Ј2, НТ, 德语 义 ; 王者 之 城 , 在 Pregel ij E, ў 
中 小 岛 名 Kneiphof。 河 流 过 小 岛 后 ,分 为 新 河 与 旧 河 (图 
6. 3. 38) 在 小 岛 附 近 商 业 繁 荣 ， 以 河流 为 界 分 为 4，B,， С, DD 四 
区 ， 在 18 世纪 时 建 有 七 座 桥 ,a, b, с, d, е, f, g 以 为 连 系 。 
Kanigsberg 七 桥 问 题 :“ 一 人 从 Kanigsberg 城 任何 一 点 出 发 散步 ，。 
要 求 他 经 过 每 一 座 桥 ， 而 且 只 经 过 一 次 ， 再 返回 出 发 点 。 问 : 他 
是 否 能 完成 这 个 散步 方案 ?” 

这 一 问题 属于 拓 朴 学 一 笔画 课题 ，Eujler 为 之 建立 四 条 定理 ， 
简明 扼要 地 对 此 问题 给 出 否定 的 结论 @。 

三 十 六 年 官 问题 

L. Euler 在 他 逝世 前 一 年 , 1782 年 在 荷兰 一 份 杂 志 上 发 表 论 
文 ， 提 出 36 个 军官 的 问题 : “在 6 个 兵种 中 分 别 选 出 6 种 军阶 
(ED 军官 各 一 名 。 把 选 出 的 36 个 军官 排 成 6 行 6 917r Be, 使 每 行 
每 列 都 有 来 自 不 同 兵 种 、 而 且 不 同 军 阶 的 军官 。 Euler 认为 这 个 
方 阵 不 存在 ， 而 且 问 题 的 证 明 是 困难 的 。 

这 一 问题 属于 组 合 数 学 正 交 拉丁 方 问题 。 自从 Euler 提出 n= 
6 时 , 方 阵 不 存在 的 猜想 后 。 数 学 界 为 之 作 跨 越 两 个 世纪 的 富有 成 


(D Encyclopaedia Britanica, vol.17, p.313, 1ith Edition. 
© 详 见 S. pp. 8197-829. 
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图 6.3.38 
果 的 辛勤 研究 。1959 年 终于 获 证 ， 对 此 猜想 作 了 结论 : n=6 В, 
Euler 方 阵 不 存在 由 
古 题 新 编 


L. Euler 在 他 的 《代数 基础 》 专 著 中 改编 先 人 算 题 成 为 有 趣 
味 的 问题 ， 这 里 选 录 二 题 
1. 两 农村 妇女 共 带 100 个 鸡蛋 上 市 场 。 二 人 所 带 蛋 数 不 同 ,出 
售 单价 也 不 同 ， 而 总 售 价 相同 。 甲 说 :“ 你 的 蛋 照 我 的 单价 卖 ， 可 
以 卖 15 个 克 勒 采 @"。 乙 说 :“ 你 的 蛋 照 我 的 单价 卖 ， 可 以 卖 6 — 个 
HAR” F]: 二 人 各 带 多 少 个 量 ? EX: 甲 40 个 ， 乙 60 个 。 
我 们 如 设 妇女 甲 带 z 个 鸡蛋 , 则 乙 带 100 一 z 个 。 按 题 意 ， 甲 


所 定 出 售 单价 是 -02 二 ， 而 乙 所 定单 价 是 2。。 那 么 原来 自 有 蛋 所 


(D 见 S.p.870 
® Ж (Krenzer) 德国 货币 名 称 


682 第 三 章 17 至 18 世纪 


ik 192 — 2001002) . HEAR, х=40, 

Euler 认为 下 面 的 解法 是 最 巧妙 的 ， : 

乙 的 蛋 数 是 甲 的 m ë, 而 二 人 售 价 相同 ， 因 此 甲 出 售 单位 是 
2.0 тА. 现在 在 出 售 之 前 把 鸡蛋 互 换 ， 那 么 甲 的 蛋 数 和 单价 分 
JUEZ m 倍 , 甲 的 总 售 价 是 乙 的 m? ff: 15 一 6 Tm m=, F 
是 得 乙 带 鸡 重 60 个 。 

2. 老人 痢 终 遗嘱 ， 把 一 笔 现 金 分 给 儿子 们 。 他 说 :“ 长 子 得 
100 克 勒 采 及 余数 的 十 分 之 一 .次 子 得 200 克勤 采 及 余数 的 十 分 之 
一 。 二子 得 300 克 勒 采 及 余数 的 十 分 之 一 。……: 照 此 方式 分 配 遗 产 
给 其 余 的 儿子 .” 这 个 分 配方 案 还 要 求 所 有 儿子 所 得 相同 , 也 就 是 
说 各 人 得 这 笔 现 金 的 平均 数 。 问 : 这 笔 现 金 有 和 多少 克 勒 采 ? 老人 
有 多 少儿 子 ? 

Euler RP rJ. 每 个 儿子 得 y 个 克 勒 采 , 据 题 意 
立 出 方程 组 。 


长 子 得 y 一 100 十 10 (z 一 100)， 次 子 得 y= 2004-.— 0 〈z 一 2 一 
200), 三 子 得 y= 300+ o (®—2у—300), се 而 长 子 与 次 子 , 次 
子 与 三 子 ， «нето. 于 是 不 妨 取 长 子 、 次 子 所 得 立 式 ， 整 
9 个 儿子 .9 


=. Жї 


蜂 房 由 正六 棱柱 组 成 ， 其 截面 为 正六 边 形 ， 其 底部 为 三 个 合 
同 的 莹 形 。 有 关 蜂 房 构造 的 最 早 数学 文献 是 希腊 亚历山大 时 期 


(D 注意 对 照 本 编 第 一 章 第 一 节 ， 三 、Planudes YE. 
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Pappus 所 作 。 我 们 已 在 第 三 编 第 
三 章 第 四 节 ， 三 、 卷 5《 蜜 蜂 的 智 
慧 》 序 引述 。 蜜 蜂 用 同样 多 的 螨 ， 
建造 容积 最 大 的 蜂 房 截面 、 用 正 
六 边 形 以 外 ， 在 其 空间 形式 上 另 
有 节约 措施 : ЕВЕ Н = 
有 特定 夹 角 的 萎 形 封底 。 蜂 集 正 
是 这 些 特定 空间 形式 一 一 蜂 房 的 
iR. (图 6. 3. 39) 

蜂 房 这 一 奇特 的 空间 构造 形 
式 引 起 数学 界 的 关注 。G. Е. 
Maraldi (1665 一 1729， 法 国 ) 在 
1712 年 著 文 “蜜蜂 的 观察 和 研究 ” 
文中 指出 蜂 房 的 底 由 三 块 萎 形 板 
块 组 成 ， 各 含 钝 角 109"28' ， 锐 角 
70°32'„ ^^ Z R-A. Ferchault de 
Réaumur (1683—1757, 法 国 ) iZ 


6. 3. 39 


想 ， 蜜 蜂 之 所 以 采取 这 一 构造 是 出 于 节约 建材 ( 蜡 ) 的 需要 。 他 
就 问 J.。S，Koenig (1712—1757, 德国) 请 教 , 并 提出 问题 “请 
问 由 怎样 三 个 合同 的 菱形 封底 ,使 一 个 正六 楼 柱 含 相同 的 容积 ,而 
其 表面 积 为 最 小 ?”Koenig 在 法 国 科 学 院 学报 发 表 简 报 ， 证 实 
Réammur 的 设想 ， 并 算出 (未 述 算法 ) 他 的 结果 ;封底 的 菱形 二 
夹 和 角 和 分别 是 109°26', 70°34', 5j Maraldi 实测 各 相差 2'， 
C. Maclaurin (1698 一 1746、 英 国 ) 在 1743 FRX “ФТ 
蜂 房 的 底 ” 他 用 初等 几何 方法 算出 相应 角度 是 109"28'16”, 70°31' 
44"55 31 年 前 实测 一 致 ， 而 与 Koenig 计算 有 差异 。 有 人 查 对 ， 是 


因为 Koenig 所 用 对 数 表 有 误 。 
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数学 学 科 增 添 新 的 分 支 。 


(D 详 见 S。 第 九 章 第 一 节 、 三 、 立 体 体积 ， 蜂蜜 问题 
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第 七 编 
日 本 


概 iR 


三 上 义 夫 在 《中 国 和 日 本 数学 发 展 史 》 下 编 概论 中 说 :“ 日 本 
上 古 时 代 所 掌握 的 数学 知识 我 们 一 无 所 知 .” 芯 原 松 三 郎 编著 的 五 
卷 本 《明治 前 日 本 数学 史 》 以 中 国 数学 摄取 时 代 开 篇 ， 对 日 本 上 
证 数学 也 不 着 一 字 。 我 们 只 能 在 远 芯 利 上 页 编著 的 《日 本 数学 史 》 第 
一 编 得 知 : 上 十 时 代 以 小 石 、 木 片 为 算 器 以 记 数 ,用 十 进位 值 制 。 
计量 制度 极为 粗糙 : 例如 长 度 用 “ 握 ”( 合 并 除去 大 拇指 以 外 四 指 
宽 )、 阿 多 ( 伸 直 大 拇指 、 中 指 指 端 间 跨 度 )、 比 目 ( 伸 直 两 辟 , Z 
右手 中 指 指 端 间距 离 ;。 远 芯 利 页 对 那 一 个 时 代 文 化 总 结 说 :“ 上 
HRR, ERRA, TELA, HARR.” 

公元 3 世纪 时 朝鲜 、 日 本 间 有 战事 , 中 算 直 至 6 世纪 才 传 入 日 
本 。 当时 日 本 数学 文献 我 们 已 在 本 《大 系 》 第 四 卷 第 七 编 系 统 介 
з. 其 中 主要 工作 如 记 数 法 、 著 书 体例 、 数学 用 语 、 计量 制度 、 天 
文 历法 、 数 学 教育 以 及 数学 研究 成 果 如 ， 九 九 、 互 减 、 齐 约 、 入 
子 、 次 人 、 百 五 、 百 鸡 等 项 目 都 模拟 中 算 ， 本 编 不 再 蒙 述 。 


O 本 《大 系 》 第 四 卷 ，379 一 402 
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有 特色 的 日 本 数学 史 称 “和 算 ”D， 是 指 江 户 时 代 (0603— 
1868) 的 数学 研究 成 果 。17 世纪 之 始 ， 伴 随 城市 手工 业 和 工商 业 
的 发 展 ， 对 数学 的 要 求 日 益 迫 切 ; PARRER, HAREAK 
数学 专著 的 输入 ， 对 和 算 的 成 长 无 疑 产 生 巨 大 影响 。1622 4E, Н 
本 出 版 了 第 一 部 印刷 本 数学 专著 ， 即 毛利 重 能 编写 的 《 割 算 书 》。 
1627 年 吉田 光 由 编写 的 《生动 记 》 也 相继 出 版 ， 其 中 很 多 算 题 都 
是 根据 本 乡 本 土 的 实际 编写 。 此 书 对 当时 及 以 后 和 算 的 普及 、 提 
高 都 具有 重大 作用 。 已 有 统计 :《 侍 支 记 》 发 行 了 各 种 版 本 达 300 
多 种 。1639 年 今 村 知 商 编写 的 《 竖 效 录 》 出 版 ,是 另 一 部 与 《 尘 
动 记 》 相 仿佛 的 脸 炙 人 口 的 和 算 专 著 。 

从 17 世纪 70 年 代 之 后 , AZA (291642—1708). 及 其 学 派 经 
几 代 人 的 努力 ， 使 和 算 进 入 兴旺 发 达 时 期 。 关 氏 备 受 尊崇 ， 誉 为 
和 算 之 圣 , 师弟 相 承 , MRAM. 据 统 计 , 知名 和 算 学 者 有 300 £ 
人 ， 和 算 书 籍 5000 余 种 。 和 算 主 要 师承 世系 如 表 7. 0. 1。 


表 7.0.1 
毛利 重 吉田 光 由 (1598 一 1672) 
能 (16 
世纪 末 今 村 知 商 (1639 EEA) 
一 17 Ж 


EUR 磁 村 吉 德 (? 一 1710) 
高 原 建部 贤 弘 …… (六 传 至 )…… 会 田 安 明 
吉 种 关 孝 和 (1661—1716) (1747—1827) 
($5 1642 
—1708) ЖНЖ 一 松永 良 弱 一 山路 主 任 
(1640 一 1718)(? 一 1744)(1704 一 1772) 


和 算 浩如烟海 ”， 本 编选 述 有 代表 意义 的 三 位 和 算 家 一 一 吉 
田光 由 、 今 村 知 商 、 关 孝 和 力作 中 的 有 关 文 献 ， 分 三 章 介 绍 。 


@ D. , pp. 300—301. 
D 若 原 松 三 郎 巨著 《明治 前 日 本 数学 史 》 五 卷 合共 3000 余 页 ， 可 以 想见 和 算 内 
容 的 丰富 . 
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三 上 义 夫 (1875 一 1950) 是 和 算 史 研究 的 莫 基 人 。 在 他 的 影 
响 下 ，20 НЕНА НЕН, ЖАЫ НЕРУ НА, 
要 参考 文献 有 : 

Y. Mikami, The Development of Math. in China and Japan. 
Dresden, 1910 

Y. Mikami & D. E. Smith, The Hisd of Math. in Japan, New 
York, 1913 

RAMES, 三 上 义 夫 编 , 增 修 日 本 数学 史 . 恒星 社 , 1916 

ЕЈ В, ВЕ ЯУ (EFE), FRE, 
1937 

JURE BP], MADEX, RIL: 1944 

Жл ВЕ, 明治 前 日 本 数学 史 CRE), Ж, 1955—1957 
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第 一 章 F ш ж d 


吉田 光 由 (1598—1672) BHA. 幸 明 治 十 三 年 (1880) ji 
北朝 邻 《本 邦 算法 者 小 传 》 有 记 ， 始 明 大 略 。 大 正六 年 915), 
LURE (ЖЕЛМЕ) (汉语 ) 道 之 尤 详 。 

吉田 幼 时 名 与 七 ， 后 名 七 兵 卫 ， 正式 名 光 由 。 出 家 后 易 名 久 
Æ. XTE (672) 庄子 十 一 月 二 十 一 日 死 ， 寿 七 十 五 。 法 
AEE БЛА, SE3EJKIES 5 I Do de, Бар. 

JG H ЕНЕ УЛ ЗЕКЕ, HIL. DUEGEfÉSGXCERIE.) HN 
从 师 毛 利 重 能 , 始 学 《 九 章 算 术 》, 后 又 习 程 大 位 《算法 统 宗 》。 于 
宽 永 四 年 (1627) 写成 算法 专著 十 八 卷 ， 选 取 其 中 特别 重要 的 三 
卷 ， 请 天 龙 夺 长 老 辫 光 写 书 名 ， 玄 光 起 名 《 尘 动 记 》。 按 “ 动 ” 
(梵文 Kalpa) ， 喻 时 间 之 长 ,“ 尘 ” 喻 空间 之 小 。《 法 华 经 》 有 云 ， 
“三 千 生 点 劫 。” 我 国 徐 岳 《 数 术 记 遗 》: “不 辩 积 微 之 为 量 ， 谍 晓 
HILFT.” WAU (BPA) ЕЕ. “RERA, LP] 
0—81 EE”, BECNHESISCK: GTER, КЕЕШ,” 
同 谓 数 学 遍历 无 穷 小 迄 无 穷 大 时 空 。 

1977 年 ， 日 本 岩 波 文库 大 矢 真一 新 编 本 《 侍 动 记 》， 共 三 卷 。 
全书 体例 、 层 次 、 系 统 都 较 零 乱 ， 但 也 有 其 特色 ， 其 中 ， 

着 1 含 19 段 ， 分 述 大 数 、 小 数 、 比 重 表 、 九 九 表 、 珠 算 口 诀 、 
LR, HK, E, іт. MESHES, 

卷 2 含 16 段 ， 分 述 分 配 比例 、 平 面 图 形 面 积 及 地 积 、 容 器 容 
积 、 建 筑 材 料 计 算 、 土 方 计算 等 ; 

— 83 含 21 段 ,分 述 Josephus 问题 、 分 油 问题 等 趣味 数学 内 容 ， 

又 回 接 测量 、 进 一 步 复杂 的 分 配 比例 、 加 倍 算 、 国 事 统 计 、 开 平 


HE BLR 日 本 689 


方 和 开 立 方 等 。 

上 文 已 述 中 算 对 日 本 数学 发 展 有 直接 巨大 影响 ,而 “日 本 从 
中 国 得 到 好 多 东西 ， 江 户 时 代 的 和 算是 从 学 习 《 算 法 统 宗 》 开 始 
的 ”这 一 事实 ， 在 《 尘 动 记 》 中 反映 特别 显著 ， 好 些 内 容 源 自 
《算法 统 宗 》， 例 证 很 多 ， 例 如 : 

《算法 统 宗 》 卷 10 有 题 :“ 今 有 程 途 二 千 七 , 十 八 人 骑马 七 匹 ， 
FE TERR, RAR. TEER?” CEM: 人 行 1650 E, ¥ 
11050 里 。)《 尘 支 记 》 有 题 对 应 ;“ 行 程 六 里 , AWA, ZB. [и]. 
各 骑 行 、 步 行 多 少 里 ?” 增 作 插 图 如 图 版 7. 1. 1. 


图 版 7. 1.1 
又 仿照 程 氏 解法 : 一 马 行 6 E, 三 马 行 18 HR, 每 人 可 骑 行 4.5 


O RAW. 中 国 的 数学 ， 东 京 ， 1974 
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8. (C3. 16)® 

《算法 统 宗 》 卷 11 有 题 :“ 隔 墙 听 得 客 分 银 , 不 知人 数 不 知 银 
七 两 分 之 多 四 两 ; 九 两 分 之 少 半 斤 .”( 答 数 : 6 Л, 银 46 W) “P. 
劫 记 ” 摹 拟 为 :“ 桥 下 盗 人 分 绢 。 每 人 分 八 匹 , "LU; 人 分 七 匹 ， 
ZAL, H: 有 多 少 人 ， 有 多 少 绢 ?” ( 答 数 ，15 人 ，113 EB, 
СЗ. 10。) 也 增补 插图 如 图 版 7. 1. 2. 


图 版 7.1.2 
我 们 按 各 卷 各 段 所 论 ， 以 所 属 不 同 数学 内 容 分 五 节 介 绍 。 


第 一 节 度量 衡 制度 


公元 7 世纪 上 半 叶 开始 ,日 本 采用 中 国 计 量 制度 。 公元 606 年 
仿造 中 国 漏 刻 时 计 一 县 夜 时 间 等 分 一 百 刻 @. 8 世纪 制订 计量 国家 
标准 ， 颁 布 《 大 宝 令 》(702)@， 对 各 种 计量 都 有 明确 规定 


®© Сз. 16 指 《 尘 动 记 》 卷 3 第 16 8. 
© mAH. HEHE. 1981 年 平山 详 修 订 本 . 
© FK KB. 科学 技术 史 事 典 ， 东 京 ， 1983 
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E (Кае) PRE: “十 分 为 寸 , 十 寸 为 尺 , TRAX.” 
日 本 尺 称 为 曲 尺 ， 以 唐 尺 为 准 折 合 曲 尺 九 寸 七 分 八 厘 。 今 测 日 本 
奈良 法 隆 寺 藏 象牙 曲 尺 ， 确 合 唐 尺 九 寸 八 分 弱 。 一 干 多 年 来 日 本 
长 度 单位 变化 不 大 。《 侍 动 记 》 成 书 前 在 日 本 使 用 的 4 FPR, 经 实 
测 实 长 如 下 : 

ERR 30. 363 厘米 

FWAR 30. 304 JE Ж 

EHR 30. 369 厘米 

Pu Bp R 30. 258 厘米 

《大 宝 令 》 还 仿 唐 制 规定 导出 单位 :5 尺 为 1 步 , 300 步 为 1 里 。 

E 《大 宝 令 》 也 仿 唐 制 规定 :“ 十 合 为 升 ， 十 升 为 斗 ,十 斗 
为 佣 。” 升 的 大 小 至 《 尘 动 记 》 有 标准 升 尺度 : 底 方 4.9 寸 X4. 9 fF, 
D 2.7 T, 容积 二 64. 827 立方 寸 (C2. 7), Ж Ж (1661—1672) [В], 
国家 借以 公布 标准 升 容积 64.827 立方 寸 ， 在 日 本 全 国 通行 ®。 

衡 ”《 大 宝 令 》 把 唐 时 24 铁 为 1 两 改 10 钱 1 两，10 分 1 钱 。 
16 两 1 斤 承 唐 制 ， 又 新 增 单位 芙 (1 000 £& —100 两 =6.25 JT). 

吉田 光 由 《人 尘 劫 记 》 计 量 制度 忠实 记录 日 本 千年 传统 ， 而 有 
差异 。 其 各 级 单位 名 称 及 进 制 如 下 : 

EE 里 (36 HJ), HJ (60 间 ), 间 (6.5 尺 )， 尺 〈10 寸 )， 
+ (10 分 ), 分 A0), Æ (10Җ), (C3. 9), 

面积 HI? (60 间 X60 间 一 3600 坪 )， 反 (300 PE), Bi (30 
PE), PE ( 步 ，6.5 尺 X6.5 尺 =1 间 X1 间 )， 分 (6.5 R «6.5 
分 ), JE (6. 5 5X 6.5 5D, SE (6.5 寸 X6.5 分 )， 丝 (6.5 分 X6.5 
分 )， 忽 (6.5 FX6.5 BD, Ж (6.5 EX 6. 5 JE), (C1. 4) 


Ф 下 平和 夫 . 江 户 时 代 初 期 思 长 这。 面积 。 体 积 从 乙 心 蕊 。 计 量 史 研 究 ，1986 
(1) 
@ 注意 长 度 、 面 积 单位 都 有 町 级 ， 但 意义 不 一 样 . 
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容量 f. +L, f, 6, ^p. £5. 1, E, ЗЕ C1. 3) 进 制 同 
(TRAO, 

ИШ | (KES). 

钱币 银 15 钱 值 铜钱 1 贯 ， 但 有 浮动 2。 

日 本 明治 维新 后 , 于 明治 二 十 四 年 (1891) 颁布 度量 衡 法 , 其 
中 规定 : 

1 R =30. 303 0…… 厘 米 ， 

1 fF=1 804.1 立方 厘米 ， 

1 № ==0. 6 公斤。 

《 尘 动 记 》 计 量 折合 公制 是 多 少 ， 可 以 参考 上 引 数 据 折算 。 


第 二 着 ” 记 数 法 、 适 算法 则 与 珠算 


一 、 记 数 法 

大 数 ” 共 21 种 单位 , 万 以 下 十 进 , 万 以 上 万 进 ， 除 改称 无 量 
数 为 无 量 大 数 以 外 ， 与 《算法 统 宗 》 卷 1 大 数 法 全 同 。 

— +t; H, TF, 万, 亿 , X, 2, JE, ff, 8, 5, Hl. E, 
R, BK, 190700, WER, Rh, RAAK, 无 量 大 数 。 
(C1. 1) 

小 数 ” 共 10 种 单位 。 除 尘 下 增设 埃 以 外 ,与 《算法 统 宗 》 卷 
1 小 数 法 无 殊 。 其 整数 单位 称 文 ，10 文 ( 钱 ) 为 两 ， 小 数 都 十 进 。 

Pj. X: ( 即 钱 )9, 分 , E.B. 丝 , 忽 , 微 , F, 沙 , Б, B, 


Ф 本 《大 系 》 第 四 卷 ，42 一 43 

© 参见 第 三 节 第 二 段 折扣 第 B. 

© “ 文 ” 即 “ 钱 ”， 与 昌 中 国 习 惯 相 符 ， 但 这 里 的 钱 (铜钱 ) 与 银 1 两 为 10 钱 的 
钱币 值 不 一 样 . 
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二 、 运 算 

乘法 九 九 表 : 二 二 、 W, 二 三 、 六 , IW, A, 二 五 ,十 , 二 
KX. FZ, ZE, FM, ZA. FA, ZM. FA; 

三 三 、 九 , 三 四 、 十 二 , ZR. ФЕ, 三 六 、 tA, =+. 二 
十 一 ， 三 八 、 二 十 四 ， 三 九 、 二 十 七 ; 

HPH, FA, HME. ZF, 四 六 、 二 十 四 , 四 七 、 二 十 八 , 四 
八 、 三 十 二 ， 四 九 、 三 十 六 ; 

五 五 、 二 十 五 , EX, ZT, 五 七 、 三 十 五 , LA. 四 十 ,五 
九 、 四 十 五 ; 

AN. ZFA, SLE. MHZ, RA. HHA, Ki, E+ 
pu ; 

七 七 、 四 十 九 ， 七 八 、 五 十 六 ， 七 九 、 六 十 三 ; 

八 八 、 六 十 四 ， 八 九 、 七 十 二 ， 

九 九 、 八 十 一 。(C1，6) 
共 36 句 ， 删 去 《算法 统 宗 》 卷 1“ 九 九 合 数 ” 原 55 句 中 的 “一 一 
如 一 ， 二 二 如 二 ，……- 一 九 如 万 ”等 9 4j, 

除法 口诀 

二 一 天 作 五 ， 逢 二 进 一 十 ; 

三 一 三 十 一 ， 三 二 六 十 二 ， 着 三 进 一 十 ，; 

四 一 二 十 二 ， 四 二 天 作 五 ， 四 三 七 十 二 ， 着 四 进 一 十 ; 

五 一 倍 作 二 ， 五 二 倍 作 四 ， 五 三 倍 作 六 ， 玉 四 倍 作 八 ， 着 五 
进 一 十 ; 

六 一 加 下 四 ， 六 二 三 十 二 ， 六 三 天 作 五 ， 六 四 六 十 四 ， 六 五 
AF, #><3šk—+; 

七 一 加 下 三 ,七 二 加 下 六 ， 七 三 四 十 二 ， 七 妇 五 十 五 ， 七 五 
七 十 一 ,七 六 八 十 四 ， 因 七 进 一 十 ， 

八 一 加 下 二 ， 八 二 加 下 四 ， 八 三 加 下 六 ， 八 四 天 作 五 ， 八 五 
х=, АЖЕТ, ЛЪЖА, ЖА; 
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九 归 加 下 一 倍 ， 连 九 进 一 十 。(C1. 7) 
共 37 句 与 《算法 统 宗 》 卷 1“ 九 归 歌 ” 略 异 。 我 国 珠算 口诀 琅琅 
成 诵 , 原因 之 一 是 汉语 为 单 音 节 , 一 字 一 音节 , 随 呼 随 拨 算 珠 , 得 
心 应 手 ， 计 算 便捷 。 日 语 与 汉语 有 异 ， 上 引 口 诀 虽 源 自 中 算 ， 对 
“ЛН” Б/Е, 


=. ЕЙ 

中 国 珠 算盘 与 《算法 统 宗 》 同 时 传 入 日 本 。 丰 臣 秀 吉 侵 朝 时 ， 
前 田 利家 在 朝鲜 所 用 珠算 盘 至 今 保存 ,是 珠算 传 入 日 本 早期 实 
物证 据 。 珠 算 不 久 就 风行 日 本 ， 至 今 仍 是 不 能 被 取代 的 大 众 化 计 
算 用 具 。《 尘 动 记 》 用 大 量 篇 幅 全 图 描述 除数 为 一 位 数 及 多 位 数 的 
除法 (C1. 7—1. 9)， 图 版 7.1. 3 示 

3 060--375=8. 16 

珠算 运算 过 程 。( 含 口诀 ) 
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《 竺 动 记 》 以 《算法 统 宗 》 为 蓝本 。 吉 田光 由 的 叔叔 角 仓 又 从 
事 商 业 、 ЖЕЕ ЧУ, 在 此 双重 影响 下 ,《 侍 动 记 》 命 题 偏重 经 济 
生活 。 


一 、 四 则 运算 

题 日 本 有 男 1 994 828 Л, 女 2 904 820 人 ， 合 共 4 899 648 
人 。 每 人 每 日 口粮 五 合 ， 问 : 每 日 共 需 粮食 多 少 ? 年 共 需 粮食 多 
少 ? 答 数 : 日 需 24 498 石 2 斗 4 升 , 年 需 867 万 2 376 石 9 斗 6 Ж. 
(C3. 7) 


O FR. SRR. HEMMER. ЖЖ. 1972 
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二 、 折 扣 

在 正常 情况 下 , 银 15 钱 值 铜 1 F (960 文 ) ， 因 银 、 铜 市 价 升 
降 ， 二 者 比值 浮动 ， 这 是 国民 生活 大 事 。《 尘 动 记 》 列 表 GE 
7.1.1) MH. (C1. 4) 

1. 铀 元 1 贯 文 值 银 17 RR, 问 : 有 银 212 钱 5 分 值 多 少 铜 元 ? 
23. 铜 元 12 F 500 Ж, 

2. 铀 元 1 贯 文 值 银 18 REF, Pl: 有 铜 元 7 贯 372 文 ， 值 多 少 
ERIR? CUN. 8132 R7 49 5 E, 


37.1.1 钢 元 1 贯 (960 文 ) 值 银 z 钱 时 ， 每 钱 银 值 铜 元 y X 


Cc © OO < C CO A oOo N RA 


. 1 
. 2 
.3 
.4 
. 5 
‚6 
. 7 
‚8 
. 9 
. 0 


3. 毛坯 银 569 钱 ， 已 知 其 中 含 杂 质 20% H: 可 提炼 纯 银 多 
少 ? 又 纯 银 792 钱 ， 人 允许 添加 杂质 20 风 。 问 ， 可 得 合金 多 少 ? 
原著 解 : 569X (1 一 20%) =455#24}, 


Ф 20 世纪 30 年 代 我 国民 国 时 ， 银 元 、 钢 元 比值 每 日 市 价 不 一 ， 银 元 1 元 不 变 ， 
变更 每 银元 能 兑换 钢 元 数 。《 尘 支 记 》 则 反 是 ， 钢 钱 1 贯 文 数 〈960) 不 变 ， 变 更 它 能 
兑换 银 的 钱 (重量 ) Ж. 


外 篇 ”第 七 编 日 Ж 697 


792 (1—20%) 一 990 钱 。 
(Cl1.15) 图 版 7.1.4 为 原著 播 图 。 


图 版 7.1.4 
4. 1 石 米 中 有 3 FREE, Ml: 850 石 米 中 共有 正品 粮 多 少 ? 解 


法 相当 于 说 ， 有 正品 粮 
850X (1—3%) —824 85 3L, (C1. 1D 


=. mA (C1. 18) 

1. RRG 8504X, EXE 1596, fn]: 一 年 后 获 利息 多 少 ? 解 
ik: 6 880X15%=1 027.5 (D. 

2. 一 年 得 本 利和 3 000 8, 年 利率 20% 。 ij. 本 金 是 多 少 ? 解 
ik: 3000— (1+20%) =2 500. 

з. 用 米 复 利 放 债 ，3 年 共 得 米 本 利和 137. 28 石 。 已 知 利率 ， 
第 一 年 30% ， 第 二 年 20% ， 第 三 年 10%% 。 
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问 : 原 放 债 米 多 少 石 ? 

解法 : 

137. 28 二 (1 十 10%) 二 (1 十 20%) 二 (1 十 30%) 王 80( 石 ) 。 
4. 本 银 1 贯 ,年 利率 50% 。 问 10 年 后 得 复 利 本 利和 多 少 ? 解法 : 
1X (1+50%)1=57.665 039 07%? Ж. 


四 、 数 列 

倍 算 

1. 1 粒 米 ， 第 二 天 加 倍 成 2 r, 第 三 天 成 4 粒 。 问 : 30 日 后 
AREY? 

原著 解 : 1 升 含 6 FRX, 30 日 后 有 米 536 870 912%. 折合 
89 H437 #864 ^8 T5 3 E3 3. (C3. 6) 

ME Ay. 

2. ЛЕ fX (图 版 7.1.5 2) 313 ER, 问 : 共有 多 少 个 物 


件 ? 解 : E sgk (CT, 13) 


D 原著 答 为 57 贯 65 fk 4 JE. 
© 应 是 1 073 741 824 粒 . 
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3. 物件 梯形 吉 (图 版 7.1.5 右 ) 上 
ER 8 个 , 底层 18 个 共 11 RE. MM: 共有 
多 少 件 ? 


解 x11=143, (C1. 12) 


五 、 分 配 比例 

1. 8 个 锅子 分 别 容 ], 2, 3, 4, 5, 
6,7,8 升 ,这 套 锅 子 共 值 银 43 钱 2 分 。 
如 按 容量 多 少 递 增 锅 价 , 问 :各 值 银 多 
少 ? (图 版 7.1. 6 为 原著 插图 ) 

f£: D1, 2, 3, 4, 5, 6, т, 8 ZF 
743. 2 二 (1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6 十 7 十 
8) =1.2 (£) 得 管 数 1 钱 2 分 ，2 钱 4 
4. 3 钱 6 分 , 4 钱 8 分 , 6 8, 7 钱 2 分 ， 
8 钱 4 分 ，9 钱 6 ZF. (C2. D 

2. 甲乙, 丙 三 人 各 付款 银 64. 8， 
52.3, 42. 9 R, 以 购买 人 参 250 т. DC 
香 70 斤 、 绢 280 匹 ,了 丝 8 400 斤 4 种 
货物 。 如 按 付 款 银 数 比例 分 配 , 问 : 各 
人 各 分 得 多 少 ? 


原著 按 648，523，429 比例 分 配 4 ` 


种 货物 。 答 数 为 ， 

甲 : 人 参 101 斤 10 两 , 沉香 28 IT 
14 两 , 绢 113 E1 X5 №2 fF, 丝 3 402 
mr. 


O 照 中 国 习 惯 每 匹 4 Y. 


本 
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Z: 人 参 81 斤 28 PI? 3 钱 , 沉香 22 F35 两 1 钱 , 绢 91 匹 1 
丈 9 尺 9 寸 5 分 ， 丝 2 745 厅 12 M. 

W: A67 Fr 1 W 18, 沉香 18 斤 30 两 3 钱 , 2875 [L 2 K 
8 寸 5 分 。 丝 2 252 斤 4 两 。(C2.2) 

з. 十 四 个 街坊 合资 兴建 两 座 桥梁 .其 中 四 个 街坊 在 两 桥 之 间 ， 
七 个 街坊 在 桥 北 , 其余 三 个 在 桥 南 。 建 桥 费 用 7 000 钱 , 由 街坊 分 
摊 支 付 。 规 定 两 桥 之 间 街 坊 支付 相同 费用 ， 桥 外 街坊 按 离 桥 距 离 
递减 。 如 果 递 减 率 是 43 钱 , 问 : 每 街坊 应 支付 多 少 ? (图 版 7. 1.7 
为 原著 插图 ) 


图 版 7.1.7 
解法 ; 我们 设 两 桥 之 间 每 街坊 支付 a 钱 , 则 三 处 街坊 各 自 支付 
数 为 : | 
两 桥 之 间 街 坊 4а, 
桥 北 街坊 7[a— 435117], 
桥 南 街 坊 3{а—43х ЁЗ | 。 


Ф 管 数 中 出 现 28 两 ，35 两 ，30 两 未 按 16 两 1 斤 进 位 ， 令 人 费解 . 
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据 题 意 得 方程 14а=7 000 十 43 (7X4 十 3X2) 
解 得 a=604 2. (ER) 


原 题 后 也 作 相同 理解 ， 认 为 桥 北 、 桥 南 递减 总 数 为 
43X((1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6 十 7) 十 (1 十 2 十 3))。 


题 后 详 记 答 数 : 两 桥 中 间 各 街坊 支付 604 1 (БО, 桥 北 各 竺 


6 6 6 6 6 6 
坊 支 付 依 次 为 561 14，518 14，475 11，43214，389 ]4，346 ] 4， 


6% ¿ 6 6 6 
303 ул 《〈 钱 )， 桥 南 各 街坊 支付 依次 为 561 了 7，518 14, 475 T 


( 钱 )。(C3. 2) 


六 、 百 五 算 
今 有 物 不 知 数 ， 只 云 七 数 剩 二 , 五 数 剩 一 , 三 数 剩 二 , MP: dE 
几何 ? 答 数 ，86。(C3. 13) 


第 四 节 JL 何 
《 尘 支 记 》 几 何 成 果 较 少 ， 水 平 也 不 高 ， 分 述 如 下 ，: 


一 、 平 面 图 形 (C2. 4) 

仅 述 平面 图 形 面积 、 地 积 计算 

1， 长 方形 长 37 间 、 宽 28 间 ， 问 : WELE? 

原著 有 见 图 自明 解说 ， 答 数 : 3 K4 B16 步 。( 图 版 7. 1. 8 为 
原著 插图 ) 

2. 正六 边 形 , 已 给 每 边 长 7 18], 问 : 地 积 多 少 ? 原著 说 :“ 以 


O 插图 中 数据 尾数 已 折 为 过 剩 近似 值 4 分 2 08. 
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mm 
г 
Н 
| 

КУ 


图 版 7.1.8 
六 角 法 7 乘 7， 又 以 2 598 相 乘 ”,， 得 27 坪 3 分 2 БУЙ. “7, 7 相 
ЗЕ, FEL 433, 1821217; 又 乘 6.” 也 得 127 坪 3 分 2 0, 


Ф 相当 于 把 正六 边 形 分 割 为 6 个 正三 角形 ， 每 个 底 为 7 间 ， 高 为 7sin 60°a=7 х 
0. 433 [8]. 
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3. 正八 边 形 ,已 给 每 边 长 6 [В] , 问 :地 积 是 

多 少 ? 原著 说 :“6, 6 3H3E, 1936. W2, 得 “в [м 

72。 以 八角 法 4 142 相 除 。” 得 172 БЕВ 分 3 EO, А H 
4. 加 直径 15 [8], 11]. 地 积 是 多 少 ? 原著 


Bi. “15, 15 838, 18225, 又 乘 以 79.” 得 5 KERA 


H 27227475E, 


二 、 立 体 体积 
1.《 竺 动 记 》 取 正方 形 底 边 长 4 1 
二 9 分 ,高 2 寸 7 分 的 立方 体 作为 量 
wo EPAM “F7”. CHM 7.1.9) 
4. 9X4.9X2.7 
一 64. 827 (立方 寸 )。(C2.7) 
2， 方 台 体 积 公 式 误 。 上 底 、 下 
底 边 长 如 为 ci， @2» UA 时 ， 体积 用 


[ep > 
І КМЖ р 
тих. 一 方 各 形容 器 (图 版 i ! | 
7.1.10 上 、 下 底 边 长 分 别 为 6 寸 、 

3 才 6 分 ,次 6 才 , 问 ; 它 的 容积 是 图 版 7.1.9 


多 少 ? 合 多 少 升 ? 原著 解法 相当 于 说 : 


© 据 大 矢 真一 解释 (87.1. D 把 正八 边 形 分 为 9 块 。 如 记 原 图 形 边 长 为 4。,， 那 


么 正八 边 形 面 积 ~ ABC AT LO BED СУ? —1) a 
2 一 】 


2a? _ _ _ 2a? 


Мо р 9414 2` 
& 由 此 推测 , (EMC) В па М0 253. 16, Н =0. 79. 
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2 
> | X6=23.04X 6=z138.2 GLH TT) 


合 138. 2—64. 82722 (Ж) 1 ( 合 ) 3 (XJ), (C2.7) 


图 版 7.1.10 
3. 长 方 台 体 积 公 式 误 。 设 上 底 边 长 为 ai， bis 下 底 边 长 为 a;， 
bz; ЖУА, ЖА Н 


EN a taz 
v=| 2 | 
有 题 :一 长 方 台 容 器 ,上 底 长 4 尺 , 宽 3 尺 8 寸 ;下 底 长 2 尺 , 宽 1 R8 


才 , 容 震 的 深 是 5 寸 , 间 : 它 有 容积 多 少 ? 原著 解法 相当 于 说 ， 
y | 88| | 2+1.в 


жел 
2 ^. 


2 2 | x0. 5=3. 9x1. 9X0. 5 


=7. 41 X0. 5=3. 705 (CAFF), (C2. 7) 
4. 圆 台 体积 公式 误 :, KER. FRERSS Ad, d,, RA 
h。 体 积 用 
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图 版 7.1. 11 
图 版 7. 1.11 要 计算 上 、 下 底 直 径 分 别 为 5 R, 4 尺 , 深 为 4 尺 的 米 
桶 容积 ， 原 著 相 当 于 说 


2 
y = 54) X 420.79 (4.5)2X4 


= 0. 79х20. 25 X 4220. 79 х 81 
一 63. 99 УЛ. (C2. 7) 
s. ЖК. Е Еа, Таз Bh, ku, НУ =, 
AE. 坦 体 上 宽 2 间 ， 下 宽 6 间 ， 高 2 间 , 长 17 间 。 问 : HEL 
方 多 少 ? 原著 相当 于 说 
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_6+2 
V=; 


х2х17=136 GF). (HM 7.1.12, C2.15) 


0190 ا ی 


图 版 7. 1. 12 
6. BE: RAAE, РЕЖ. EX Еа, Та; d 
KER a, Fb, А, Kl. WAR T. 1.13, 误 取 体积 公式 


ШЕ; ANA 


1 图 版 7. 1.13 
m (aı Faz +b, +b) hl GR), 
图 版 7. 1. 13 中 ai 一 3， az 一 2， b,—8, b,—6, h=2, {== 56 
(单位 间 )。 原 著作 解 ， 相 当 于 说 


y-l (34-2--8--6) X2X56—4. 75x 2X 56 
—9.5X56—532 (FE), (C2. 15) 


=. mm 

《 尘 动 记 》 提 到 测量 问题 . 

直接 测量 

在 卷 3 第 九 节 有 :把 一 块 绸 纵 的 经 丝 、 纬 丝 全 长 量度 河 宽 的 故 
事 。( 图 版 7. 1. 14) 
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图 版 7.1. 14 


本 
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故事 说 和 服 是 用 “ 九 纪 ” 绸 组 制 成 的 。 每 块 岗 组 宽 1.2 尺 ,长 
33.6 R, 已 知 在 宽度 方向 内 用 80 48 262€, 每 线 用 丝 9 根 。 在 长 度 
方 加 内 每 十 用 50 RA, 把 这 块 绸 纹 所 用 丝 全 长 接 起 来 , 刚好 是 河 
w. H: 河 宽 是 多 少 ? 

原著 计算 

经 线 用 丝 全 长 ”33.6X80X9=24 192 (R) =1 H 26 HT 1 间 
5 尺 5 寸 ， 

纬 丝 全 长 2х336х50=20 160 (R) =1 ¥15 M41 H3 R 
5 TT. 
合共 全 长 3 里 5 町 43 间 1 尺 5 寸 Gu, 
原著 管 数 3 里 6 HJ 43 间 2 尺 5 寸 ， 有 外 错 。 

间接 测量 

利用 等 腰 直 角 三 角形 直角 边 相 等 这 一 事实 作 间 接 测量 。 
(C. 3. 3) 

其 一 〈 图 版 7.1. 15) 是 趴 在 地 上 。 躯 干 与 两 腿 成 直角 ， 考 虑 
眼睛 与 腰部 距离 等 于 腿 长 。 当 视线 看 到 树 顶 时 , 眼睛 与 树 根 距离 ， 
就 是 树 高 。 

其 二 (图 版 7.1.16) 把 正方 形 厚 纸 对 折 。 直 角 边 之 一 下 悬垂 
球 ， 使 另 一 直角 边 水 平 。 视 线 沿 斜 边 前 视 ， 当 看 见 树 顶 时 ， 量 树 
根 到 测量 人 距离 。 这 一 距离 就 是 所 求 树 高 。 

前 者 是 很 原始 的 做 法 ， 但 蕴含 着 日 本 早期 间接 测量 文献 。 后 
者 具体 可 行 , 如 果 是 在 平地 操作 , 有 一 定 精度 。 这 与 古代 埃及 、 W 
代 希 腊 量 手杖 影 长 测 高 度 的 文献 ， 同 样 是 使 用 工具 而 不 必 计 算 的 
简便 方法 。 

FIER CERT. 1. 17 TO 测量 者 手持 矩 尺 〈 图 版 7. 1. 17 E) 其 
Ht GAR) 长 2 尺 1 二 7 分 。 人 在 远 处 ,假设 他 有 高 度 5 Л, iA] CHE 
RO Ef, Wy, (0. 008у R) 则 人 立 处 与 测量 者 距离 为 

Z 一 5X2.17X1 000— (R) 
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图 版 7.1.15 
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图 版 7. 1. 17 
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—5x2.17X3X1 000—3y (№) 
SETS (829, 


图 是 指 人 高 5 Л, мів CER) 上 值 为 8 厘 时 ， کے‎ 3 HI 


28 BJ2 R 1 T73. 

《 尘 动 记 》 另 考虑 人 在 远 处 持 表 (标杆 高 1 3:—10 RO, ША 
立 处 与 测量 考 距离 为 “3。”( 间 )， 原 著 附 表 ( 表 7.1.2) Br, y 
间 关 系 ， 从 读 值 y (上 面 粗 体 字 ) 即 可 查 得 相距 Cub 数 (下 面 宋 
体 字 ) 。(C3. 4) 

四 、 从 正方 形 面积 、 立 方 体 体积 反 求 边 长 

1. 已 给 正方 形 面 积 为 15 129 PE, 问 : 它 的 边 长 是 多 少 ? Ж. 
123 间 。(C3. 19) (图 版 7.1. 18) 


ya use 


图 版 7.1. 18 


(D 1 间 =6.5 尺 2.17X3 尺 一 6.51 N. 


= H X H 
Ж 7.1.2 
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2. 芥子 一 粒 每 日 倍增 ，120 日 后 把 芥子 堆 成 立方 体 ， 问 : 这 
立方 体 每 边 长 多 少 ? (每 4 粒 芥子 占 长 度 1 分 ) 答 数 : 155 392 H9 
ЮТ 31 间 1 尺 7 寸 2 分 7 厘 5 毛 。(C3. 6) (图 版 7.1.19) 


JU LL dedi p. 
J д» J. T A 
= ШВ 15 
T т d. E 
Éi A m + g 
七 ы жел + 
“Р — S Zç 
一 + + JL i55 
H NIIT 
{î E җн — = 
л zi 
+ +P PH JL 
图 版 7. 1. 19 
第 五 节 趣味 数学 


《 尘 劫 记 》 记 载 不 少 趣味 数 
学 ， 成 为 它 的 特色 ， 并 且 提 供 
了 东西 方 数学 交流 新 的 凭据 。 


一 、9993 (C3. 8) 

1 REA 999 RHE, 
每 个 海滩 上 有 999 пов, 2 122 
国有 999 Ч. а. 共有 多 
ZR EB PFE? (图 版 7. 1. 20) 
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原著 答 997 002 999 根 ， 是 正确 的 答案 。 大 矢 真 一 注 说 这 十 
《孙子 算 经 》 开 门 见 九 堤 题 的 草拟 工作 。 


—. ZJ] 
ТЕ (9710) 21, 22 之 间作 为 补 日 ， 有 一 张 四 环 四 径 约 圆 
征 解 图 , 要 求 在 适当 位 置 填 上 1 至 33 共 33 个 自然 数 。 它 的 解 显然 


图 版 7. 1. 21 
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就 是 杨辉 的 斤 九 图 出 。 (图 版 7. 1. 21) 


=. Sih (C.3.1D 

有 一 斗 油 ， 要 用 3 JF. 7 TAS 653698 ОТ. FM: 该 怎样 分 ? 
(图 版 7.1. 22) 原著 说 ， 关键 是 要 使 3 升 容 器 中 剩 有 2 AW, FE 
AAT 升 容 器 中 , 再 把 3 FEA, 那么 7 升 容器 和 原来 盛 一 斗 容器 
都 各 有 5 升 油 。 问 题 已 解 . 大 矢 真 一 作 注 说 :“1 斗 油 用 3 Tr. 7 升 
容 老 平分 是 求 不 定 方 程 3z 一 7y 一 5 或 7z=—3y=5 的 最 小 正 整 数 解 
的 问题 .” 它 们 是 
(D 
© 


图 版 7.1.22 
我 们 认为 如 果 三 种 容器 都 不 止 一 个 ， 就 不 存在 问题 ， 只 要 列 
出 方程 ， 求 解 就 是 。 问 题 就 在 于 : 以 本 题 而 论 ，1 斗 〈10 升 )，7 
jp. 3 升 容 妖 只 允许 有 一 个 。 对 于 第 @ 种 情况 来 说 , 从 数学 模型 的 
АЕ, 用 3 升 容器 取 4 次 , 得 12 Ж, 再 用 7 升 容 器 取出 1 次 , 就 得 
结果 :5 升 。 正 因为 三 者 各 只 有 一 个 , 问题 就 来 了 : 油 总 量 才 10 FA, 
就 不 可 能 连续 用 3 升 容器 取 4 次， 即使 能 取 到 12 升 ， 又 没有 比 10 


O 本 《大 系 》 第 五 卷 ，p. 641. 
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AKM, ЖАН EFSF . 但 是 如 果 根 据 具 体 条 件 适 当 变 通 ， 
移 东 补 西 ， 那 么 解 不 定 方程 提供 的 线索 ， 很 有 用 处 。 我 们 作 表 说 
明 ， 表 中 上 中 下 行 分 别 表 示 每 次 取出 倒 入 后 容器 中 存 油 升 数 。 


表 7.1.3 


表 中 下 面 一 行 出 现 4 个 3 字 , 说 明 用 3 升 容 器 在 10 升 容 器 内 
共 取 出 4 次, 而 中 间 一 行 出 现 一 个 7 F: 用 7 升 容器 倒 入 1 X. EE 
终结 果 ， 上 、 中 容器 各 有 油 5 T, 


四 、 药 师 算 (C3. 13) 

图 版 7. 1. 23 右 表 示 每 边 8 
子 排 成 的 空心 方 边 阵 。 如 果 左 
竖 列 保持 不 动 ， 其 余 3 边 重 排 
成 8 子 竖 边 2 列 ， 还 有 一 列 缺 
少 4 子 (原著 称 为 端子 ) 药师 5 
算是 说 ， 从 这 缺少 端子 数 的 4 OO 
倍 ， 不 论 每 边 有 多 少子 ， 都 可 OB 
以 借以 推算 原 方 阵 总 共有 多 
少子 。 本题 答 数 是 4X4 十 12== 
28。 如 果 原 方 阵 每 边 有 13 F, 共有 子 数 是 (13 一 4) X4 十 12 一 9X 
4 十 12 一 48 等 等 .这 个 不 变 的 常数 12, 对 于 在 数学 发 展 初级 阶段 的 
人 们 来 说 , 是 很 神秘 的 现象 。 大 矢 真一 为 之 作 注 说 :“ 药 师 琉璃 光 
如 来 是 立 十 二 碑 愿 的 佛 ， 常 带领 十 二 神 只 。 其 庙会 在 每 月 的 十 二 
日 ， 本 问题 计算 的 末尾 一 定 是 加 12， 因 此 这 种 算法 称 为 药师 算 。” 


图 版 7. 1. 23 
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我 们 认为 对 一 般 情 况 说 ， 如 每 边 有 ?2 TF, JBE A T N= 
4 (一 1), 这 是 极为 明显 的 现象 。 KRM РАУ, Ил = 4, BË 
么 
М==4 (r 十 3) =4r+12=4 (2 一 4) +12, 
上 世纪 上 半 叶 日 本 和 算 学 家 ， 林 和 锥 一 (? —1935) 对 此 有 专文 论 
$, O 


五 、 继 子 立 〈C 3.1) 

继 子 立 日 本 语 ， 义 : 前 妻 之 子 。 吉 田光 由 原 题 大 意 是 说 ， 老 
人 前 妻 生 了 15 个 儿子 , 后 妻 也 生 了 15 个 儿子 。 此 人 病危 时 要 后 妻 
选 定 一 个 儿子 继承 家 业 。 后 妻 设计 好 ， 要 30 个 儿子 按照 她 预定 的 
MEW, HERAA, 图 版 7. 1. 249 中 穿 白衣 的 表示 前 妻 所 生子 ， 
穿 黑 衣 的 是 后 妻 所 生子 。 原 图 记 看 汉字 ， 意 思 是 说 顺 时 针 方向 点 
人 数 到 10, 第 10 人 退出 圆圈 ， 即 告 淘汰 ， 失 去 继承 权 。 如 此 轮番 
循环 进行 ,被 淘汰 的 14 人 全 系 白 衣 人 。 老 人 知 其 中 有 诈 ， 责 令 重 
新 挑选 ， 点数 规则 不 变 ， 只 把 顺 时 针 改 为 逆 时 针 方向 ， 并 从 仅 余 
的 前 妻 儿 子 起 数 。 结 果 ， 前 妻 的 儿子 以 1 比 15 劣势 险胜 ， 获 得 继 
ЖАХ. 

XK Josephus 问题 是 同一 类 型 . mi Vi 7; ЛР TEE 
怖 凶杀 题材 ， 本 题 却 笔锋 突 转 ， 改 变 为 喜剧 内 容 。Josephus 问题 
与 继 子 立 问题 之 间 的 承袭 、 交 流 关系 值得 我 们 去 探查 。 英 人 李 约 
琶 在 其 《中 国 科 学 技术 史 》 卷 3 (数学 ) 中 指出 :,“ 一 些 与 幻 方 相 
联系 的 问题 被 称 为 Joseph 问题 …… 可 以 肯定 , 它 曾 引起 后 期 日 本 


O 林 稚 一 .和 算 研究 集 录 卷 下 ，p. 739， 开 成 馆 ， 东 京 . 
Q 为 原著 插图 ， 第 47 Ж. 
@ 第 六 编 第 二 章 第 四 节 ， 四 、Josephus 问题 . 
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图 版 7.1. 24 
数学 家 的 极 大 兴趣 ”。 岂 他 以 继 子 立 插图 作为 凭证 . 


7v. Я (C 3.5) 

问题 :正月 里 一 对 大 老鼠 和 6 对 小 老鼠 住 在 一 个 富里。 二 月 里 
7 对 老鼠 每 对 又 会 生 下 12 只 小 老鼠 ， 假 使 它们 雌雄 各 半 ， 就 增 至 
49 对 。 照 此 方法 繁衍 ， 请 问 : 到 年 底 将 会 有 多 少 只 老鼠 ? (图 版 
7.1. 25 为 原著 书 影 ) 


(D N. 9 卷 de рр. 136—137. 
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正月 大 2， 仔 12， 

二 月 生 仔 84， 共 98， 

三 月 生 仔 588， 共 686， 

四 月 生 仔 4116， 共 4 802, 

五 月 生 仔 28 812, 333 614, 

六 月 生 仔 201 684， 共 235 298, 

十 一 月 生 仔 3 389 702 988, JE3 954 653 486, 

十 二 月 生 仔 23 727 920 916， 共 27 682 574 402 H, 

原作 相当 于 说 , 岂 uo™=2, и =14, u;—98, из=686›, ++, ,二 
иби, 17и. 1。 题 末 说 ， 这 些 老鼠 如 果 后 面 一 只 咬 着 前 面 一 
只 的 尾巴 , 可 以 从 日 本 到 中 国 海面 排 成 一 条 长 线 , 长 788 677 里 12 
梧 8 寸 ， 说 可 以 渡海 到 中 国 云云 ， 以 形容 老鼠 之 多 。 


O 参考 第 六 编 第 一 章 第 三 节 ， 五 、 数 列 、 有 关 斐 波 那 契 数列 通 项 的 记 法 . 
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今 村 知 商 ， 生 卒 年 失 考 ， 又 名 仁 兵 卫 ， 他 也 是 毛利 重 能 及 门 
弟子 。 用 日 本 式 汉 语 添 加 假名 写 数 学 专著 《 竖 效 录 》(1639) 及 
《 因 归 算 歌 》(1640)、《 日 月 会 合算 法 》(1641) ttt. МН 
《 竖 交 录 》 序 ,能 说 明和 算 发 展 初 期 对 数学 的 见解 、 和 算 与 中 算 的 
关系 以 及 今 村 知 商 学 算 的 经 过 。 以 下 选 录 其 中 主要 情节 。“ 侈 幼 志 
于 算术 ，…… 不 能 尽 解 也 。 爱 一 日 传闻 毛利 氏 重 能 为 明 算 学 士 , 寻 
TEFL., ЖЕН. 欲 作 算 业 者 ， 常 纪实 与 法 ， 勘 考 因 乘 归 
商 ， 或 增 减 之 术 ， 或 方 弦 之 术 ，…… 所 谓 方 弦 之 术 乃 勾 股 弦 ……. 
tB. +. 苟 宇 宙 之 洪荒 上 且 有 度数 乎 ? 因 以 虽 为 小 学 ， 又 不 可 不 明 
此 术 。 而 或 问 师 ， 师 目 : 夫 算数 之 滥 盘 者 ， 伏 牺 始 画 八 卦 ， 黄 帝 
定 三 数 为 十 等 ,俯首 因 以 为 著 九 章 。 故 八卦 九 章 、 万 物 之 本 ， 一 
t. РЕТИ BE, ЖА. БА КУЖ, JABR, URS. Æ 
HE. CREF, WURD, КНН, 算术 之 法 元 也 ， 亦 事物 
之 口 枢 也 。…… KT RE, НКО ЕК. JAFARA 
条 …… 编 册 ， 而 目 晶 竖 交 录 。 盖 古 之 竖 效 ， 步 中 谓 乾 坤 测量 。 今 
使 此 书 有 人 掌 内 事物 之 度数 ， 立 料 设 侨 。 敢 以 知 不 登 而 高 ， 知 不 行 
MF, BIKER? HERETER TÆ, TALAN 
而 已 ， 且 为 幸 钦 。 时 宽 永 已 卯 岁 [十 六 ] 仲春 吉 旦 。 今 村 知 商 谨 
T." 

笔者 据 谢 野 宽 、 正 宗 敦 夫 ., 与 谢 野 晶 子 编纂 《日 本 古典 全 集 。 
古代 数学 。 竖 交 录 》 共 九 卷 ,( 李 迪 教 授 藏 此 书 , 1999 年 5 月 在 北 
京 借阅 ) 选 述 撰写 本 章 。 

坚 交 是 传奇 人 物 , 源 出 我 国 古 代 地 理 典籍 《山海 经 》。 其 中 有 
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记 :“ 大 章 竖 辫 。 盘 使 大 章 步 目 东 极 , 至 于 西 惟 ,二 亿 三 万 三 干 三 
百 里 七 十 一 步 。 又 使 竖 均 步 贾 极 ， 尽 于 北 和 三， 二 亿 三 万 三 于 五 百 
里 七 十 五 步 。 竖 北 淖 手 把 算 , 左手 指 青 邹 北 。” 今 村 知 商 借以 名 专 
著 ， 可 见 他 对 汉学 的 崇敬 。 各 卷 内 容 为 ; 

21 数 式 分 述 大 数 、 小 数 、 度 量 衡 及 其 进 制 。 

#2 жж ЖП. 

жз ЖА 四 则 运算 算法 。 

#4 FFA 述 二 次 方程 : 二 项 及 完全 二 次 方程 的 数值 解 


卷 5 FIA 述 三 次 方程 : 缺 项 及 完全 三 次 方程 的 数值 解 


26 FERA ”直线 形 有 关 计 算 问题 。 

卷 7 AFA 圆 及 其 部 分 的 计算 题 。 

18 方 直 式 ”多 面体 的 有 关 计 算 问 题 。 

#9 圆 直 式 ”曲面 体 特别 是 球 及 其 部 分 的 计算 题 。 

卷 1、 卷 2 内 容 与 《 持 动 记 》 卷 1 有 关内 容 大 多 相同 , 但 有 其 
特色 。 如 在 卷 1 中 提出 基数 : 一、 二、 三、 四、 五 、 六 、 七 、 八 、 
九 、 十 。 在 计量 中 : 度 的 基本 单位 选 为 尺 ， 并 明确 指出 ， 趟 一 一 
曲 尺 百 寸 。 全 书 九 卷 只 示 术 文 〈 公 式 )， 无 应 用 题 ， 与 《和 侍 动 记 》 
大 异 其 趣 。 

大 体 说 , 卷 1 至 卷 5 讨论 数量 , 其 中 卷 4, 卷 5 涉及 代数 问题 ， 
此 已 在 《和 持 动 记 》 基 础 上 提高 一 步 ,， 但 只 是 中 算 有 关 工 作 的 基础 
阶段 。 卷 6 至 卷 9 讨论 图 形 ， 先 直 后 曲 、 先 平面 后 立体 。 卷 7 尤 有 
特色 ,反映 他 的 研究 独 有 所 钟 :“ 子 顾 以 质 钝 ， 遂 外 研 ， 以 圆 弦 之 
术 ， 乃 名 径 天 弦 、 弧 矢 芝 .” 我 们 选 述 值得 称道 的 工作 ， 分 二 节 介 
78. 
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第 一 节 ”直线 形 与 多 面体 


一 、 直 线形 

斜 三 角形 面积 公式 

我 们 已 在 第 三 编 第 三 章 第 四 节 海 伦 ， 一 、 图 形 面积 中 述 著 名 
的 海伦 公式 及 其 推导 过 程 ,也 在 本 《大 系 》 卷 
5 秦 九 韶 有 关 工 作 中 记 同 一 问题 的 中 算 成 ^ 
R, 其 中 关键 是 在 建立 三 角形 高 与 三 边 的 关 
系 。 除 希腊 、 中 国外 ,印度 、 阿 拉 伯 国 家 在 EZ 
数学 发 展 中 也 热衷 于 此 : 即 如 已 给 入 4BC 
二 边 a, b, c; a, b 在 c БЮ р, д, 高 
AA, WH „== (El 7.2. D 

SHARA IOR” HE, ЕЕ, GEE 
恰 道 出 这 一 射影 关系 一， 

“ 今 有 山形 (7. 2.1 中 的 A4BC) 之 纵 @ (с) УКН (5, 
a) RRR (A) 者 。(Sh6)@ 

ХХ, KHER, AFR, RAA. 

以 长 登 自 因而 得 步 数 加 (b?), NEY HARME (а?) & 
登 之 步 数 内 减 去 短 登 之 步 数 , 而 余 之 步 数 。(6? 一 a*), 于 是 加 纵 之 
Н 3€ c^, MAHR., (c+ —a), TERAZ ESUS 20. HBR 


пав, KZA) , 


b 


图 7.2.1 


Ф 所 引文 献 在 不 失 原 意 条 件 下 ， 已 有 删改 。 下 文 仿 此 ， 
O 今 村 知 商 纵横 与 我 们 理解 适 相反 ， 

© sh6 指 坚 亥 录 卷 6， 下 仿 此 . 

Ф 步 数 指 平方 尺 ， 坪 数 指 立方 尺 . 
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接着 ,他 就 利用 以 a, b, с 表示 的 g, Жї: EAR (q), 长 
Xu b), HAARA, FEB (л) 也 。” 这 就 相当 于 说 ， 
h=V — g. 

接着 ， 他 又 明确 地 说 :“ 今 有 山形 之 纵 〈c)， 横 (h), MER 
E". 


_1 EB EZ 
$ CABC) = > CR 一 ?5 b 2c 


d م‎ | tea 
2A/2 © 2 


我 们 有 兴趣 地 看 到 今 村 知 商 在 此 ， 已 完整 地 推导 出 秦 九 韶 三 斜 求 
FARO, 

对 于 这 有 关键 意义 的 g AR, УНАП Ем 
及 说 明 其 所 以 然 的 理由 。1681 SERERE Ха 4 | 
《算法 勿 悦 改 》 中 用 出 入 相 补 原理 道 其 详 。 在 ||, 
图 7. 2. 2 F, 他 把 以 c 为 边 的 正方 形 分 成 四 块 ，? 
又 在 以 g 为 边 的 正方 形 打 上 A 记号 ,以 p 和 5 为 
边 的 长 方形 打上 QO 号 。 从 勾 股 定理 易 知 

(62—а?) 十 cz —qi— p +e 
-2x(la--Lo |) 


= cq. 


—9—4 
JE SUE 7.2.2 
今 村 知 商 对 正 多 边 形 中 某 些 特征 线段 长 度 ， 给 出 有 一 定 精度 
的 近似 计算 ,他称 边 长 为 方 。 奇 数 (2m 十 1) 边 形 的 边 长 至 对 角 顶 
KR HER NA (8)， 偶 数 Om) HEREM HEA fA CD), 


O 参见 本 《大 系 }》 ЖНА. 247. 沈 康 身 , 九 章 算术 导读 . 湖北 教育 出 版 社 , 1997, 
113 
@ J. #1, 368. 
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A YE HE AFA (d). (图 版 
7. 2. 1 为 原著 插图 ) 
例如 
“五 方 ” 方 一 寸 ， 钩 一 十 五 四 
ua aD (D 
مسا‎ ۶ EAT.” 图 版 7.2.1 


他 计算 所 得 近似 值 和 真 值 的 比较 


见 表 7.2. 1。(Sh6) 
表 7.2.1 


奇数 边 形 ( 边 长 为 1) dO 


ПО ez [=t Tx; 
ЕЗШШ ИШЕ ТИЕ ТИ 
` RODE ( 边 长 为 1) WAH CD MFH ау. 


1. 732 1. 732 
1. 848 1. 847 


二 、 多 面体 

在 卷 8 中 所 论 多 面体 改正 了 《 侍 动 记 》 长 方 台 体 体积 近似 公 
式 ， 以 中 算 《 九 章 算术 。 商 功 》 和 刍 童 公式 代替 , 这 是 一 大 进步 . Ж 
著 记 “ 今 有 方 台 之 本 末 之 方 背 , 知 竖 式 者 。( 图 版 7. 2. 2)” 方 台 体 


726 BE SRR 


积 公式 是 ;“ 以 本 方 之 尺 数 倍 之 (2a1), 而 加 末 方 之 尺 数 Ca. F 
是 用 本 方 之 尺 数 (2)， 因 乘 而 得 步 数 C (2а, ca) b). URAL 
АЖИ Oa) WA TREO GO, 于 是 用 本 方 之 尺 数 GO, 
因 乘 而 得 步 数 C Carta) 62)。 并 合 而 得 步 数 ,于 是 用 竖 A) 之 
МЕЗЕ, MEF, = IR) 归 则 得 数 .” 这 就 是 说 : CH 
7.2. 3) 


图 版 7. 2. 2 图 7.2.3 


=+ ( (2а, ах) bi + (2а, +a) bz), ® 


此 公式 之 所 以 正确 , 今 村 知 商 也 未 示 所 以 然 之 理 。1661 +8 
村 吉 德 《算法 缺 疑 抄 》 对 此 有 推导 @: 把 方 台 剖 割 成 两 个 鲜 除 (和 
算 称 为 榨 形 久 )， 方 法 简洁 ， 为 中 算 自 刘 微 注 以 来 各 家 所 未 逮 : 

V =V(EF—CDHG)+V(CD—BAEF) 


= t (25, +b:)aıh + n (25; Fb )азћ 


—4 


6 ( (2а, +a: )b i + (2a;4d-a)b)h, 


对 照 本 《大 系 》 第 二 卷 ，p. 185 
Ј., Ж1, р. 302 
沈 康 身 ， 九 章 算术 导读 ， 武 汉 :， 湖北 教育 出 版 社 ，1997，p. 382 


eoo 


外 篇 ”第 七 编 H 本 727 


第 二 节 A54 (Sh. D 


С ЖЖ) 38 7 论述 圆 及 弓形 

—. BEA. HIE 

“ 径 知 圆 之 周 ， 法 三 十 一 六 二 。 径 自 因 之 步 法 ， 七 分 九 厘 五 ” 
显然 是 指 圆周 长 及 面积 ， 


C=x=De=s3. 162D, А=-үтр?лч0. 795D2 


=. SEX. %5[B HE 

1、 从 弦 、 矢 求 直径 (图 版 7. 2. 3 为 原著 插图 ， 图 7. 2.4 HA 
代数 学 记号 表示 ) 

REW: UZRA ARTE A. 于 是 用 矢 之 尺 数 四 因 
之 ， 而 得 扩 数 ， 而 归 除 ， 而 得 尺 数 。 于 是 加 矢 之 尺 数 ， 俱 是 得 尺 


数 ， 是 轿 径 也 .” 这 就 是 万 一 乞 十 6。 此 为 正确 公式 。 我 国 程 大 位 


《算法 统 宗 》(1592)》 WE. "SEE SDE, HR, UREZ, WR.” 
指 同一 命题 。 


BIN SERES 


ZEA 


图 版 7.2.3 图 7.2.4 
2. ME. RRZ 
“ 圆 径 之 尺 数 内 减 去 矢 之 尺 数 而 止 。 余 之 尺 数 。 于 是 用 矢 之 尺 
数 四 因 之 ， 而 得 尺 数 。 自 乘 而 得 步 数 为 实 。 用 开平 之 式 ， 则 得 尺 
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数 ， 是 弦 也 。” 这 就 是 a 二 ~V 4b (Db), 

з. МФ. ЖЖЖ 

“以 圆 径 之 尺 数 自 因 乘 而 得 步 数 , РИЙ 542 ХЖ, A HRT 
得 步 数 。 此 余 之 步 数 为 实 ， 用 开平 之 式 ， 而 得 尺 数 。 又 贺 径 之 下 
数 内 减 开平 方 商 之 尺 数 而 止 。 余 之 尺 数 半 之 , 则 得 尺 数 , ERE.” 


这 就 是 b= 六 (万 ЈР? а?) , 
后 面 两 种 关系 (2, 3) 易 从 第 一 种 关系 (1) 推导 得 出 。 于 此 
也 见 今 村 熟练 代数 运算 的 技能 、 技 巧 。% 


三 、 弓 形 弦 、 矢 、 径 、 弧 长 与 面积 

1. 从 弓形 弦 ， 所 在 圆 直 径 求 弧 长 

“用 知 径 矢 弦 之 径 式 ， 知 圆 径 。 而 圆 径 之 扩 数 ,于 是 加 和 天 径 之 
尺 数 半 之 ,而 得 尺 数 ， 俱 是 尺 数 。 于 是 用 矢 之 尺 数 四 因 之 ， 而 得 
尺 数 。 因 乘 而 得 步 数 为 实 ， 而 开平 之 式 ， 则 得 太 数 。” 这 是 说 弓形 


ME c= | p+ | ° 


我 国 北宋 沈 括 有 会 圆 术 @, 认为 弓形 弧 长 与 弦 , 直径 的 关系 是 
cm IE +a. (ЖЖ) 与 之 不 合 ; 但 经 分 析 @， 今 村 公式 与 沈 括 公 


式 ， 当 a 一 万 时 分 别 对 于 rx<*3，~/10 准 确 。 当 a ЕЮ В, 二 者 都 
是 近似 公式 ， 而 前 者 精度 优 于 沈 括 公 式 。 

我 们 还 可 以 比较 印度 婆 什 迦 罗 的 相应 工作 。 婆 氏 对 弓形 弧 长 
与 弦 长 关系 公式 提 法 顺序 相反 : 先 述 如 何 用 直径 、 弧 长 、 圆 周 长 


(D 对 照 第 三 编 第 六 章 第 六 节 ， 五 、 圆 及 其 部 分 ， 马 形 具有 相同 的 成 果 . 

® 见 本 《大 系 》 第 五 卷 ，p. 72 

© REK. EZR” PHARA. 数学 史 研究 文 (三 )， 内 蒙古 大 学 出 版 社 ， 
1992, pp. 152~158 
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ERZEK, ЖЫЯ К. 至 于 二 者 精度 比较 ， 有 竺 研究。 
2、 从 弓形 弧 长 、 矢 高 求 图 直径 及 弱 长 。 
“ИУ ХАЗЕР, РЕНК К, 四 因 之 ， 而 得 
斥 数 ， 归 除 而 得 太 数 。 内 减 去 天 之 扩 数 ， 半 之 ， 而 得 斥 数 而 止 余 
之 乓 数 ， 是 圆 径 也 。 知 圆 径 而 用 知 径 矢 弦 之 弦 式 ， 则 得 乒 数 ， 是 


KU.” RREH D=<—, a=. (D-0). Дерс EB 


形 的 绝 长 (图 7. 2.4)。 此 式 显 然 是 从 上 一 段 弧 长 公式 反 算 径 长 所 
{8. 

3. KERIK. RE. ЖК, KESER. 

“用 径 天 藤 之 径 式 ， 知 圆 径 。 而 圆 径 之 尺 数 与 驱 之 尺 数 ， 相 因 
乘 ， 而 得 步 数 , 四 归 之 而 得 步 数 。 圆 径 之 尺 数 ,， 半 之 ， 而 得 尺 数 ; 
内 减 去 矢 之 尺 数 ， 而 止 。 余 之 尺 数 与 弦 之 尺 数 相 因 乘 ， 而 得 步 数 ; 
半 之 ， 而 得 步 数 。 右 径 弧 相 乘 ， 四 归 之 。 步 数 内 减 去 苞 ， 止 。 剑 
相 因 半 之 步 数 ， 而 止 。 余 之 步 数 ， 是 寸步 也 。.” 这 是 说 ， 所 求 弓形 
面积 (图 7. 2. 4) 

Jp- 外 8- 
其 中 第 一 项 是 扇形 O 一 4BC 面积 ， 第 二 项 是 等 腰 八 4BC 的 面积 。 
公式 正确 。 此 公式 与 中 算 《 九 章 算术 ， 方 田 》 绝 田 公 式 @ 有 很 大 
差异 。 如 果 用 径 弦 近似 公式 计算 弧 长 ， 再 求 弓 形 面 积 。 其 精度 是 
否 与 弧 田 公式 相当 ， 值 得 研究 。 


O 见 第 三 编 第 六 节 ， 三 、 圆 及 其 部 分 .弓形 . 
© Ж CK 2#, р. 178. 
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第 三 章 RFJ 


关 孝 和 (231642—1708) 一 名 新 助 , 字 
Cj, &EB BE. BEBE A. ЖКМ 
原 种 吉 学 数学 。 后 在 东京 为 甲 主 (贵族 家 
ЖЕ) 掌管 财务 (审计 工作 )。 他 是 关 流 (和 
算 关 氏 学 派 ) 宗师 , 日 本 人 氏 苯 为 和 算 之 


X, 


关 氏 数学 著作 等 身 , 创作 丰硕 , 都 用 und 
ЛВ Н жЕ, ЕМЕ Л. З 


弟子 间 转 抄 流传 。 正 式 出 版 物 仅 其 弟子 巷 
木村 英 刊行 《发 微 算法 》 一 种 。 直 至 1974 X ER 
E, EUR, FFARR, AS Edy TE , 在 图 7. 3.1 


大 阪 教 育 图 书 株式 会 社 编纂 《 关 孝 和 全 

E) 出版, 全 书 一 巨 册 , 1 一 572 页 加 附录 1 一 211 页 ( 含 英 文 提 要 、 
索引 )。《 全 集 》 收 关 氏 专著 : 《规矩 要 明 算 法 》、《 缺 疑 抄 答 术 》、 
《 勿 悦 改 答辩 》、《 发 微 算法 》、《 解 见 题 之 法 》、《 解 隐 题 之 法 》、《 解 
伏 题 之 法 》、《 开 方 翻 变 之 法 》、《 题 术 辨 议 之 法 》、《 病 题 明 致 之 
ж). (PEZE BSEC. (ИМЕ). 《 验 符 之 法 》 ОК 
积 》《 球 缺 变 形 法 》、《 开 方 算式 》、《 插 要 算法 》、《 八 法 略 诀 》、 
《授时 发 明 》、《 授 时 历经 立成 之 法 》、《 授 时 历经 立成 )》、《 关 订 书 》、 
《四 余 算 法 》《 宿 曜 算法 》《 算 法 许 状 》《 发 微 算法 演 段 详解 》 共 
26 种 .我们 选 述 与 本 《大 系 》 各 卷 关系 密切 的 《 括 要 算法 》(1683 一 
1688) 以 及 《 方 阵 之 法 ， 圆 攒 之 法 》 (1683)、《 算 脱 之 法 》 
(1683)、《 解 伏 题 之 法 》(1683) 等 有 关内 容 ， 分 六 节 介绍 ， 其 中 
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我 们 ， 或 图 版 形式 ， 摘 录 关 氏 原 著 的 日 本 式 汉语 〈 删 去 假名 )， 以 
FERH. 


第 一 节 ^" (G4)® 


一 、 圈 周 率 

在 《 括 要 算法 》 卷 4 一 开始 就 讨论 圆周 率 ， 

“ 求 圆周 率 术 ”假如 有 圆 , 满 径 一 尺 , M: BERT, н, 
径 一 百 一 十 三 ， 周 三 百 五 十 五 。 依 环 秆 术 ， 得 径 一 之 定 周 。 而 以 
零 约 术 得 径 一 百 一 十 三 ， 周 三 百 五 十 五 。 合 间 。” 

我 们 依次 引述 关 氏 的 工作 。 

其 一 、 环 矩 术 。 

在 原著 中 有 环 矩 播 图 〈 图 版 
7. 3.1)， 这 是 指 在 直径 一 尺 的 圆 内 ，/ 
从 正方 形 开始 ， 信 增 边 数 , 逐步 计算 从 
这 些 倍增 的 正 2" ERK. RINE 
n 边 形 边 长 为 a， 环 矩 术 就 是 运用 名 
股 定理 逐步 从 a 计算 cw, 从 而 获得 周 
长 


Pan = Nam» se. (1) 
MXE ant а, B5] R A М АЖ 
HERO 的 结果 。 


中 G4 表 示 《 括 要 算法 》 卷 4， 下 仿 此 . 
@ Ж Ж) RË., pp.152—167 


732 =й REN 


=N 2R* —2 N 4R*—ai, 


原著 记录 周 长 pw 二 2"74aw (2 一 2，4，…，17) 16 个 周 长 ， 有 
效 数字 多 达 20 余 位 ， 例 如 ， | 

“WAAD, A5 +, HE 5b, 3E 7.017 067 818 0… 寸 ， 周 
2. 828 427 122 eR. 

八角 ， 勾 1.464 466 094 037---sF, 股 2.535 535 905 93… 寸 ， 
弦 3.826 834 223 65… 寸 , 周 3. 061 467 458 52… 尺 。……?” 其 完 
整 成 果 如 表 @ 7.3.1, 


X 7.3.1 


. 828 427 1 3 318X107! 3. 885 450 07 
. 061 467 А 933х107? ‚971 143 00 
‚121 445 . 294X107 ‚992 787 44 
. 136 548 А 416X107? . 999,819,30 
‚ 140 331 。 804X10 一 .999 548 37 
‚141 277 - 033x10 * . 999 886 82 
. 141 513 . 408X 1075 . 999 971 85 


. 141 572 。 006 xX 107° ‚999 992 93 
. 141 587 . 050X]10^$ .999 998 24 
. 141 591 . 598x107" .999 999 
.141 592 . 549X107 . 999 999 
. 141 592 . 369 032 X10 $8 .999 999 
.141 592 А 842 268X107% . 999 999 
. 141 592 . 682X107? ‚999 999 
592 
592 


O 所 引 原 文 在 必要 时 ， 数 字 改 写 为 阿拉 伯 数 字 ， 下 仿 此 . 
© 前 后 二 项 周 长 差 及 其 比值 是 我 们 添加 的 . 
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HZ., EH 
关 氏 从 16 个 近似 值 获 得 高 精度 圆周 近似 值 ， 称 为 定 周 。 在 
《 括 要 算法 》 卷 2 诸 约 之 术 中 有 增 约 术 , 他 举例 二 则 , 其 一 是 :“ 今 


有 原 15 个 ,递增 三 , 间 ， 极 数 几何 ?” 他 的 解法 相当 于 说 , 分 母 5 


减 去 分 子 2, 余数 3 为 除数 , 分 母 5 乘 以 已 知 数 15,， 得 75， 为 被 除 
Ж, 做 除法 运算 , 得 所 求 极限 25。 由 此 可 见 , 关 沧 和 的 增 约 术 , 事 
实 上 就 是 求 等 比 级 数 和 的 极限 。 而 且 关 氏 还 规定 公 比 如 超过 1, BH 
没有 极限 ， 这 就 是 说 : 

(DS,—a (1+r++r'+-+- +"); 


DS, >I „ (7-00) 当 r<<1; 
(3), 00 (noo) M rp]. 
估计 关 氏 获得 上 述 圆 内 接 正 多 边 形 ( 半 周 长 )16 个 数据 后 ， 曾 


经 作 过 反复 考察 , 他 发 现 相 邻 两 差 数 之 比 逐 渐 趋 近 一 十 。 FEM 
Wi зч Е IURI T p 取 ， 
эр bel (Pa Pan) 〈1 十 > 十 天 十 … 十 天 1) 。 (i) 
作为 圆周 率 近 似 值 ， 其 精度 将 高 于 方 pw。 但 是 关 氏 并 没有 像 刘 微 
那样 取 一 十 9， 而 取 计 算 终了 前 最 后 一 个 相 邻 差 比值 作为 >， 邵 
г= бара, Gii) 
代入 公式 GD ffi 


1 
Зр рь (Pan pas) 


]-—r 


(D 沈 康 身 等 ， 割 圆 术 近 析 ， 杭 州 大 学 学 报 ，1991 (3), pp.271-—281 
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_ 1 1 (Pan Pan) Са pa) | 
= Pent 2 ( — Pa) — (ba Ph) (iv) 


这 就 是 关 孝 和 求 定 周公 式 。 RIANA i BH 52148 
“消息 ”( 参 见 注 论文 ) 是 一 脉 相 承 的 ,而 且 此 公式 Gv) 又 正 是 
破译 刘 徽 “消息 ”之 谜 的 旁证 。 

上 表 六 par 含 x 真 值 10 位 有 效 数字 ， 而 综合 poss ран, ратй 
果 ， 用 公式 Gv) 算出 定 周 。 


Ep 1 (рот — рив) Срив — pus) 
p= 2 pad 2 (pas — pas) — (pa — рәв) (v) 


一 3. 141 592 653 589 793 238 4 
В x20 位 有 效 数 字 ! 近似 值 的 精度 已 大 为 提高 。 
H=. HRZ 
对 于 已 求 得 的 定 周 (小 数 ) EHAA REBORE TE 
《 括 要 算法 》 卷 2 诸 约 之 本 中 还 设 有 零 约 术 ， 他 也 举例 二 则 。 其 中 
之 一 :“ 今 有 方 1 尺 斜 1 尺 4 十 1 分 4 厘 1 毫 2 ALM, р, 零 约 之 ， 


内 (不足)、 外 (过剩 ) 亲疏 (近似值) 方 斜率 各 几何 ?” 答 数 : 2 
REO, i5 GHD, 23 KED, 28 (过剩)。 具 体 解法 是 ， 他 
从 二 <1. 414 21< 卫 起 算 ,以 这 两 个 不 足 、 过 剩 近 似 值 的 分 子 和 及 
分 母 和 分 别 作为 第 三 个 近似 值 ， 世 。 如 果 它 是 不 足 近似 值 ， 则 以 


[2 作为 第 四 和 近似值， 否则 以 作为 第 四 近似 值 。 照 此 继续 计 
算 ， 以 得 到 更 高 精度 的 近似 值 。 关 氏 的 零 约 术 事实 上 就 是 我 国 古 


代用 于 天 文 计 算 的 调 日 法 。 也 就 是 法 国 N，、Chuquet (1445 一 约 


@ 这 就 是 《 九 章 》 勾 股 章 题 11 刘 注 所 说 “ 方 五 斜 七 ”. 
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„аЬ уа аЬ b 
1500) 所 介绍 的 分 数 插入 法 : ш, t< <, 


关 氏 以 零 约 术 求 贺 周 率 的 近似 分 数 。 当 从 增 约 术 得 到 小 数 表 


示 的 定 周 之 后 ， 他 从 
3<3. 141 592 653 589 793 238 4<4 


开始 , 做 6 次 零 约 术 , 得 到 祖冲之 约 率 | 22) , 做 23 KEAR, 
得 到 徽 率 | 197) , 做 112 次 零 约 术 得 到 祖冲之 密 率 | 355 | 。 我 们 抄 
摘 其 部 分 结果 (27.3.2) 


表 7. 3. 2 

周 数 
wa i 
约 率 3. 142 
s | 25 | 8 | 315 
桐 睦 法 3.15 
和 十 法 3. 16 
аж 3.155 5 
密 率 355 113 3. 141 592 924 4 


136 з= хп 


祖冲之 关于 圆周 率 计 算 的 第 二 次 结果 ， 即 约 率 与 密 率 是 怎样 
求 得 的 ， 回 来 是 难 解 的 亦 。 关 孝 和 求 周 径 率 工作 无 疑 为 我 们 提供 
男 一 条 解 谜 的 重要 线索 , 


二 、 球 体积 

在 《 括 要 算法 》 卷 2 有 推导 球体 积 公 式 的 内 容 : 

“ЖУ ИЖ ЕЖ Бә Е, 贯 一 尺 , WM: 玉 积 若干 ? 

答 曰 ， 玉 积 五 百 二 十 三 寸 三 百 三 十 九 分 寸 之 二 百 零 三 。 

У. 

第 一 、 求 初 积 ” 径 一 尺 立 圆 、 厚 各 二 分 、 截 五 十 片 ， 以 径 矢 
弦 术 各 得 弦 医 。 相 并 上 下 弦 需 ， 以 厚 乘 之 ， 得 数 折 半 之 ， 各 得 截 
积 。 通 计 为 初 积 。 

第 二 、 求 中 积 ” 径 一 尺 立 圆 ， 厚 各 一 分 。 截 一 百 片 ， 以 径 矢 
AR RARE. ЭРЕР, UFR, AAE, KER 
积 ， 通 计 为 中 积 。 

P=. REE B-RA, FARE, RAH. UBR 
AR WHARF, ЯНУ ЕТЖ. DERZ, BE, KIR 
积 ， 通 计 为 后 积 。 

第 四 , 求 约 积 “” 列 初 积 与 中 积 于 左 , 以 中 积 与 后 积 相 乘 之 , 得 
数 寄 位 。 列 初 积 与 中 积 差 ， 内 减 中 积 与 后 积 差 ， 为 弦 法 。 以 中 积 
相 乘 之 。 得 数 加 入 奇 位 ， 共 得 数 为 实 。 如 法 而 一 ， 不 满 者， 各 以 
五 厘 约 之 ， 得 六 百 六 十 六 寸 三 分 寸 之 二 ， 为 约 积 也 。 

第 五 、 求 定 积 “ 列 约 积 ， 通 分 内 子 。 以 圆周 率 相 乘 之 ， 得 数 
为 实 。 列 圆周 率 、 四 之 。 亦 以 分 母 三 乘 之 ， 得 数 为 法 。 实 如 法 而 
一 。 不 满 者 各 以 四 约 之 ， 得 五 百 二 十 三 寸 三 百 三 十 九 分 寸 之 二 百 
零 二 ， 为 定 积 也 。?” 

我 们 依次 解释 关 氏 的 工作 。 

立 圆 、 立 玉 都 指 球体 。 
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1 


r et peki 
9? 5 
PED. ^ 的 
v > 
Ка t 
2 
图 版 7. 3. 2 


日 本 在 17 世纪 为 求 球体 积 , BR “SER”: BRIAR 
思想 ， 截 球 成 相等 厚度 的 球台 ， 以 求 球体 积 的 近似 值 (图 版 
7.3.2). 1663 年 村 松茂 清 用 汉语 写 的 《 算 姐 》 说 :“ 球 率 事 繁 ， 难 
以 委 细 写 出 ， 可 如 平 圆 将 串 一 尺 之 球 臂 成 若干 枚 ， 达 至 球 心 ， 成 
KAE, AREO 数 ” 他 的 结果 是 Va 二 0. 524 立方 尺 。1674 年 村 
濑 义 益 在 《算法 不 伴 改 ) 说 :“ 将 一 尺 之 球 壁 成 一 万 枚 ，,…… 以 径 、 
A. ОКШ, eee 合 一 万 枚 成 五 百 二 十 三 坪 六 分 ; 故 为 
定 法 也 。” 这 是 说 对 于 直径 为 一 尺 的 球 , 通过 计算 一 万 枚 球台 体积 
的 巨大 工作 量 ， 算 得 

У»=0.5236 (立方 尺 ) 

仅 得 四 位 有 效 数 字 。 文 中 提 到 “以 径 、 矢 、 束 之 术 而 知 其 
径 ” 是 指 把 半径 OE 二 R Hn 等 分 ， 从 直角 三 角形 知 (图 7. 3. 2) 

£5. OB ,—OB;—R, 

Ж: D;E, DiE, 


O Fi, HÆF. X: 6.5 REFE. FX, X 
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9%; А, В;, Aic iBiui: 
三 者 关系 是 

D;B?+ (R—D,E)°= К, 
也 就 是 说 

A:B}=4D;B; 


— | pe, G) 图 7.3.2 


把 球台 近似 看 成 图 台 , 当 分 割 数 n HK, 圆 台 体 积 总 和 就 渐 近 于 球 
体积 ， 这 种 思考 是 可 取 的 。 

但 是 限于 历史 条 件 ， 日 本 数学 家 只 取 为 有 限 数 ， 取 

Vga? 之 » . АВА . 全 Gi) 

没有 进行 极限 运算 。 

关 孝 和 在 其 先辈 工作 基础 上 ， 仍 借助 于 从 已 求 得 的 3 个 近似 
值 ， 经 过 适当 运算 中 从 获得 高 精度 的 近似 值 。 在 上 面 引 文中 具体 
描绘 了 他 的 工作 进程 。 他 称 4;B; (公式 COD AR, МУЖ] 

А,В? +A Bî D: n—¿ |° л—1—1\? ... 

|) (ш) 
ЖЖЖ, л 25, п = 50, n=100 分 别 计算 这 些 截 积 〈 表 
7. 3. 3)， 并 依次 把 各 截 积 的 和 分 别称 为 初 积 (a), PE (BD, 后 积 
(c)。 对 此 三 球 积 的 近似 值 , 关 氏 原来 意图 是 得 到 精度 能 提高 一 步 
的 约 积 ， 借 助 于 运算 


(b—a) (c—b) 
£m uL а) eb) 
= ру» 


(iv) 


Q 这 种 计算 方法 是 上 世纪 初 才 建立 理论 , 称 为 外 推 极限 法 , 参见 沈 康 身 等 论文 ， 
割 贺 术 近 析 ， 杭 州 大 学 学 报 ，]199] (3), pp. 270~281. 
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2 AB? -- Ai ABE R. A,B, +A .1B244 
' 2п 2n 


AiB 


0. 049 75 


0. 148 75 


4. 998 75 
4. 999 75 


初 积 (ca) 一 666. 4 rf FR (2) = 666. 6 后 积 (c) 一 666. 65 


25 
其 中 初 积 二 2 > — din 


50 


7 二 ] 2п 


100 
;Bi + А,В? 
КЖ! =2 2, аары 


27.1.3 27.1.5, Э 
约 积 


(0. 666 6 十 


(0. 666 6 一 0. 666 4) (0.666 65 一 0. 666 6) 
(0. 666 6—0. 666 4) — (0. 666 65—0. 666 6) 
(0.000 2) (0.000 052 | ps 

0. 000 2 一 0. 000 05 


= (о. 666 6+2 《0. 000 рјр= p, (у) 


| 


= (0.666 6+ 


O 表 中 数据 都 是 精确 值 
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事实 上 这 并 不 是 “ 约 积 ”， 而 恰 是 精确 值 ! 
关 氏 从 这 个 “ 约 积 ” 计 算 定 积 : 
Vat pi— Ap, (vi) 


他 又 取 x<“1 13， 于 是 当 直径 是 1 尺 时 ， 得 结论 ， 


„коз 2030 (x 
V2523 330 (3775р). 


《 括 要 算法 》 成 书 在 《算法 勿 悦 改 》 后 7 年 。 很 可 能 关 氏 看 到 
村 濑 义 益 臂 球 一 万 枚 的 算 草 纪 录 。 可 以 从 公式 G) 用 平行 平面 等 
间距 分 割 球体 nn K, n—25, 50, =, 21600, XAA (ш) iF 
算 倍 截 积 。 相 邻 项 之 差 及 其 比值 如 表 7. 3. 4. 当 发 现 这 些 比值 都 是 
ch. 8 GERME R” Wj.) 
AR S уь Соо јо) (〈] 十 7 十 于 十 … 十 普 十 … ) 
. . . 1 
一 Jso 十 (ioo — jso) ] 二 7 
d . 
] — oo —Jso 
J50 7 J25 
E (Jio — Js0) (Jo — 725) 
jt Ge je) m (лоо — Jso) 
显然 这 就 是 公式 GO 及 计算 式 OG. 
事实 上 ， 对 球 积 估计 的 情况 有 区 别 于 对 圆周 长 的 估计 。 内 接 
于 圆 正 多 边 形 倍增 边 数 时 ， 前 后 二 项 周 长 差 的 比值 不 是 常数 ， 当 


поо, 它 的 极限 才 等 于 二 而 内 接 于 球 的 柱 体 集合 ， 当 倍增 分 制 
次 数 时 ， 前 后 二 集合 体积 差 的 比值 ， 不 论 RED, 都 是 常数 二 


= Jso 十 (Jio jso) 


@ BRE so, 598 820 059， 比 他 先辈 的 精度 大 为 提高 . 
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我 们 从 目 然 数 平方 和 公式 易 知 


表 7.3.4 


0.666 4 (a) 0. 000 2 
0.666 6 0) 0. 000 05 
0.666 65 (c) 0.000 012 5 


0.666 662 5 0. 000 003 525 


ъа | 


0. 666 665 625 0.000 000 781 25 


0.666 660 406 25 0. 000 000 195 312 5 


0. 666 666 601 562 5 


RD 
n n 


Dia 4 G—1) Ср) 
` 2n n —1 3n 
р? 
= o (2n—1) (2n+1), (уц) 
因此 对 于 任意 二 相 邻 倍 截 积 的 差 的 比 
Jem _ 1 
n —j, 4 (n=l, 2 ) 


其 实 关 才 和 在 其 ( 括 要 算法 } 卷 1 ARRE Н RERNA 
式 很 是 周到 , MERMERE, 对 于 j 的 计算 不 用 vid R, 而 是 
逐个 进行 ， 以 致 计算 繁琐 费时 ， 还 误 把 精确 值 看 成 近似 值 С 
积 ) .而 无 独 有 偶 , 三 国 时 刘 微 又 误 把 这 个 十 ,近似值 视 为 精确 值 ， 
铸 成 数学 史上 智者 千 虑 有 失 的 有 趣 轶 事 ， 
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第 二 节 ”几何 代数 (G3) 


《 括 要 算法 》 卷 3 论 角 法 ,是 今 村 知 商 《 竖 刻录 》 正 多 边 形 角 
多 、 平 钧 径 知 识 的 发 展 。 他 不 厌 求 详 地 研讨 正 ” 边 形 (пз 至 
20) 边 长 与 其 内 切 圆 、 外 接 圆 半径 间 的 关系 。 他 正确 列 出 和 数值 
解 高 次 方程 ,次 数 有 高 达 18 次 者 。 全 卷 对 自 正 三 角形 至 正二 十 边 
形 列 有 17 道 题 : 已 知 边 长 a (1 寸 ) 求 角 中 径 〈 外 接 圆 半 径 尺 )、 平 
中 径 〈 内 切 圆 半径 >~) 解 题 步 又 都 先 立 天 元 一 〈 设 角 中 径 或 平 中 径 
为 z)， 然 后 根据 题 设 条 件 列 出 “ 开 方 式 ”( 多 项 式 方程 )。 再 “ 翻 
法 开 之 ”( 数 值 解 方程 )， 以 计算 所 求 数 。 可 见 关 氏 运 用 正宗 中 算 
术语 及 解法 处 理 问 题 。 我 们 摘抄 其 成 果 在 表 7. 3. 5 中 ,这 类 问题 的 
精密 计算 ， 直 至 1715 年 英国 B. Taylor (1685---1731)《 增 量 法 及 
其 道 》(Methodus Incrementorum Directa et Inverse) 论文 发 表 ， 
始 明 三 角 函 数 展 开 为 震级 数 的 方法 。 在 此 以 前 要 使 正 多 边 形 半径 
计算 到 10 位 有 效 数 字 , 数值 解 方程 是 惟一 可 行 途径 ,而 关 氏 当时 
计算 工具 仅 有 算 等 而 已 。 他 能 取得 如 许 精密 结果 , 诚 叹为观止 。 这 
36 个 答 数 有 效 数字 多 达 9 至 10 位 。 即 使 有 误差 ,偏差 不 大 。 我 们 
用 计算 融 核 对 ， 错 末尾 一 位 〈 标 * ) 者 11 次 , 二 位 者 ( 标 * ж) 2 
次 ， 错 三 位 者 ( 标 * + <) 1 次 而 已 。 我 们 选 “ 已 知 正 十 一 边 形 边 
长 aT) 求 其 外 接 圆 半径 ”作为 典型 例子 来 认真 鉴赏 。 ERAR 
原文 之 前 ， 我 们 应 先 了 解 四 事 。 

其 一 、 关 流 学 派对 正 多 边 形 内 切 、 外 接 圆 研究 很 深入 。 各 种 
线段 都 列 专门 术语 。 这 里 引 关 孝 和 及 门 弟 子 建 部 贤 弘 〈1664 一 
1739)《 大 成 算 经 》 用 语 。 图 7. 3. 3 PALAA HEELE., 
а 为 其 边 长 ，r，R 分 别 为 其 内 切 、 外 接 圆 半径 。 而 


аз» 
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.288 675 134 

. 500 000 000 

. 681 819 096 

. 866 205 403 

. 038 260 698 

. 207 106 781 

. 373 738 709" " 
. 938 841 768" 
. 702 843 619* 
. 866 025 402" 
. 028 579 742 

. 190 647 133 

. 352 315 054 ` 
. 913 669 745 

. 674 763 752° 
. 835 640 939*" 
. 996 335 729 

. 156 875 757 
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.977 350 269 

. 707 106 781 

. 850 660 808 

. 000 000 000 

. 153 382 435" 
. 306 562 964" 
. 461 902 2 

. 618 033 988" 
‚ 714 732 766" 
. 931 851 653" 
. 089 249 073 

. 246 979 603 

- 404 867 172 

‚562 915 447" 
. 721 095 572" 
. 879 385 241" 
.037 766 91 

. 196 226 61 


一 面 斜 ， АА =a =a, 8 Фі: А.А: =z, 三 面 斜 : АА; = 


一 面 中 宽 : OB =r =r, ZEPA: ОВ, =rz, 二 面 中 宽 OB; 


三 面 中 报 角 各: OC; 二 OC4 一 6， 五 面 中 报 角 径 ; ОС,=ОС,= 
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三 面 中 报 面 . СзСз=аз, + 
面 中 报 面 : CsCs—=asy е" 


其 二 、 关 孝 和 能 发 前 人 未 
道 之 秘 一 一 这 些 线段 间 的 和 谐 
X0 

(1) ab,— Ra ^, ab; = Rak, 


CHF ALAS A1OCO AC SOC CO /ANCSOC eee) 
(20 Rr,—rb,, Rrs=rbs, Rr,—rbh, «<< 

(HT AOA,B; oo ЛОВ,әС» о ЛОВ, С, +++ ++.) 
(3) b.—2r,—R СНЕННЯ) 

bst6s=2r4, bs hy = rg, tee 

(由 于 AoA, 平分 人 Cs АС, без , Ch В, = В,С, ne ) 
(4) e —b-2R, eb -2R, e;—b -2R, 

( 由 于 A.A; = CO 2Aol3 这 就 是 

аз=азђ 2а, Ваз = Ваз 2Ra 

从 公式 (1) 得 Ra;=ab;+2aR=a(b;+2R) ,类 似 地 


Ras=a(b; +28), + 

(5) 472=48°—а? ЯНЕ) 
2Rr,—2R'—a!', 2Rr,—2R'—ai, 2Rre=2R’:—a?, << 
(由 于 直角 三 角形 关系 : AA41=2R ° AB: AA? = 
2R • A.B, ...... ) 


© J. #2, p.178 
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(6) 2ar= Ras, 2a;r;—Ra,, 2agra— Ras, c 
(由 于 面积 关系 : 204A = AB: * OAL—OB, • AA, 
2/NOAsSA; — A.A, * OB,= А,В, • OA,, s 
其 三 、 关 氏 原 题 附 图 (图 
7.3.4), SUR XERBHERET H. RE. 
卯 等 地 支 字样 ， 其 含义 作 如 下 理解 : G 
d: OA=r,, H: OB=r,, 
W: OC =r,, 9р, Ор= ғ, 


R: OE-—6,, B: ЕС= ез, 
F: НК=а,, R: OL=b;, ! 
为 便于 读者 鉴赏 ,我 们 以 对 照 表 K y 
的 形式 , 并 列 《 括 要 算法 》 原始 文献 Enid 
一 段 ， 在 其 右 并 列 今 译 和 今 释 。( 表 
7. 3. 6) 


现 有 正 十 一 边 形 ， 
已 知 边 长 1 寸 , K 
外 接 圆 半 征 R。 答 R 


UM‏ ے 


X 7.3.6 


1. 714 732 766 5 
CP) 
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K R 的 方法 是 ， 
BË R 为 未 知 数 
Rs 

r * r> ° rs ° ra ° 
32r; 

RŠ = 32rr;rsrar; 


(Hi) 


2R^- (Z) 
2R + Rb; = Ке, 
(FJ) 


此 等 式 得 来 甚 妙 。 从 公式 (6) 

2ат= Ra; 

2asr;— Ка, 

2азгз== Ras 

2asrs— Rai — Ra, Ё На -„=а, 两 端 各 
HR, 18 CF) 


为 得 另 一 多 项 式 以 施行 “如 积 相 消 ”, X 
氏 先 设计 (Z): 从 公式 (3)，(5) 有 
Rbs=R (2r;—R) = (2R2—a°) — R= 


R: —а? 


次 设计 OD: 从 公式 (4) .有 
R (2R+b;) = Кез. 
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《 括 要 算法 》 A3 ^ 


列 角 中 径 ， 
自 之 WHW, 
ЖЕЖ. 
余 为 四 段 平 
HAR. 
A mi Ж FH 
ҖЕ, 
为 因 角 中 径 
ЖЕЖ; 
以 减 倍 之 角 
"f$ d 
TE. AO 
f FR FF 
к, 
寄 丁 位 。 


又 设计 (T). 


从 公式 (6) 得 知 。 


4r a4 = Ra 
28* — Ra} 
R? (2R —a$) = 
2R°r, (T) 


从 公式 (5) 得 知 。 


列 角 中 径 自 
之 ， 以 寄 丁 
位 相 乘 И 
减 寄 丁 位 ， 
余 为 因 角 中 
径 再 乘 硕 


从 公式 G) 得 知 。 
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《 括 要 算法 》 
原著 
以 寄 乙 位 、 
丙 位 各 相 乘 
之 ， 又 以 四 
BEHER 

HR, 

为 因 角 中 径 
ш, B 
平 中 径 ， 因 
To ABI 
实 、 三 十 二 
个 卯 寄 左 。 


与 左 相 消 ， 
得 开 方 式 


LoRohogolo 


ЛЕУ 
开 之 ,得 角 中 
径 ， 合 问 。” 


P-E XZM 


Ribs * Rb; ° 
Res * Ағ? 

= R5 = + ° r> • 
r3 ° r4 * 32rs 


一 32R?rr;ririrs 


(ZE) 


Ribs * Rb; * Res • 
47? — R^ = 0 得 
多 项 式 方 程 
11К'°—55а*К*+ 
77a* R* — A4a* R* 
11a R?—aq "=0, 


数值 解 这 十 次 方 
程 ， 得 所 求 的 半 
径 长 。 


从 公式 (6) 得 Ria 一 4asrars， 又 从 公式 (4) 
得 Ras=aes, 

从 公式 (2) 得 Rr: 一 rbs,Rrs 一 rbs。 于 是 
Ribs * (Z) ° (W) ° 4r? = 4bsbsesr2, 
R" =R’b; * Rb; * Res * Ar? 

而 从 ( 甲 ) А + R°= 32R°rr>rərars 


从 公式 〈3)， 得 
Rib, =R? * R(2r,—b53) = 2Rš°r, — КЬ; 
而 283r, 二 2R' 一 a2R?… 公 式 (3) 

—2R* — 4a?^r! A^ XC) 

—2R*' — a! (AR! — a?) 公式 (5) 
КЬ = В? —а?--- (Z) ХЖ 
Rb, = R* — 3a! R? + a* 
Rb, = R!—a!--- (2,) 
Кез= R4 4-2R) = ЗК? — a! Zt (4), 
(3), (2) 
4r! = AR! — a? AL (5) 
Rib, » Rb; * Res * 472 — R^ =0 
(R* — 3a? R? +at) CR? — а?) (3R? — a?) • 
(4R —а?) — R9 =0 
取 a=1, 展 开 为 多 项 式 方程 。 
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在 时 间 上 我 国明 代 相 当 于 日 本 的 江 户 时 代 ， 中 算 已 输入 日 本 
者 ,《 算 经 十 书 》 而 外 有 《杨辉 算法 》(1274 一 1275)， 朱 世 杰 《 算 
学 启蒙 》(1299)， 程 大 位 《算法 统 宗 》(1592)。 把 关 氏 这 一 工作 
与 中 算 文献 作 一 对 比 是 贷 有 兴味 的 。《 算 学 启蒙 》 卷 下 开 方 释 锁 门 
三 十 四 问 , 都 用 天 元 术 列 出 方程 。 如 第 二 题 云 ;“ 今 有 大 小 方 田 二 
段 ， 只 云 ， 大 方 千 内 减 小 方面 ， 余 一 于 二 百 六 十 八 步 。 又 云 ， 小 
方 攻 内 减 大 方面 , 余 七 吉 四 十 八 步 。 问 : 大 小 方面 各 几何 ? н. 
大 方面 三 十 六 步 ， 小 方面 二 十 八 步 。 术 日 : 立 天 元 一 为 小 方面 9， 

= ie] 
" Tem O 
目 乘 内 减 又 云 数 为 大 方面 $. BZ, КУЖ: MET, "T 
| 
E. RIAA, MARZA H, MAAIE, RE. 相 消 ， 
ا‎ 
得 开 方 式 : MF. 三 乘 方 翻 法 开 之 ， 得 小 方面 ，…… 合 问 。” 
| 
从 关 孝 和 设 题 题 文 、 答 文 、 术 文 次 序 以 及 所 用 术语 :“ 立 天 元 一 为 
өөө ， 寄 左 。 与 左 相 消 ,， 得 开 方 式 ， 九 乘 方 翻 法 开 之 ,得 ……， 合 
问 。” 可 上 见 关 氏 列 方程 知识 渊源 ,出 于 《 算 学 启蒙 》， 自 无 疑义 。 至 
Р ЛЕУ” АЖР, КЕ, ПЛЕЙ 
的 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 当 时 是 否 已 传人 有 日本， 至 今 未 见 著 录 。 关 
氏 于 奈良 某 寺 得 读 中国 算 学 书 凡 三 年 ， 仅 属 传 闻 ， 所 读 何 书 ， 亦 
无 可 考 . 由 查 杨辉 算 书 中 有 《田亩 比 类 乘除 捷 法 )》, 卷 下 “ 姑 摘 中 出 
x" (RI (KERE. DEA FERA, UAR, HRAT 
引 而 伸 之 , 触 类 而 长 , 不 待 尽 述 也 .” 其 第 18 问 云 :“ 圆 田 一 段 , 直 


(D 李 促 ， 中 算 史 论 丛 第 五 集 ， 第 180 页 ， 科 学 出 版 社 ，1955 
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径 十 三 步 。 今 从 边 鹤 积 三 十 二 步 , 问 АТ 
矢 各 几何 ?” 答 日 : ZTF, RWF. (K 
版 7. 3.3). RH: 倍 积 自 乘 为 实 。 四 因 积 步 
HER. 四 因 径 步 为 下 廉 ,五 为 负 隅 。 开 三 
乘 方 除 之 , 185. | RE: НЯН ЗЕ, 18 
四 干 九 十 六 步 为 实 。 四 因 积 步 , 得 一 百 二 十 
八 为 上 廉 , 列 四 因 径 步 , 得 五 十 二 , NPR. 
置 五 算 为 负 隅 。 于 实 上 商 得 矢 四 步 , 以 命 负 
BE, AMTET., RIH. UEAN 


依 三 乘 方 乘 下 廉 , 入 上 廉 共 二 百 ll ER 
五 十 六 。 又 以 上 商 四 步 乘 上 廉 ， " 

得 一 千 二 十 四 , 为 三 乘 方法 .以 三 O 三 下 之 积 
上 商 命 方法 , 除 实 尽 , 得 矢 四 步 。 

e$ ARTERE ARI жийи [方法 ] 
翻 法 开 之 ”是 从 此 得 到 消息 。 杨 

辉 举一反三 , 关 氏 心领神会 , 不 一 一 本 Ей 


愧 为 “ 引 而 伸 之 ， 触 类 而 长 ”的 
后 学 。 他 尽 传 杨辉 朱 世 杰 天 元 术 三 | 


F BE 
和 开 方 释 锁 术 , 并 推广 解法 : 从 
解 三 、 四 次 方程 到 十 八 次 。 答 数 
的 有 效 数字 从 一 、 二 个 算 到 九 、 lil 58 


十 个 ! 

在 江天 元 式 时 ， 为 获得 等 式 ， 关 氏 运 用 几何 代数 变换 ， 极 为 
精巧 ， 已 达 炉 火 纯 青 境界 。 在 我 国明 末 清 初中 算 训 微 之 际 ， 关 开 
一 枝 独 秀 ， 令 人 深 有 墙 内 开花 墙 外 俏 之 感 。 
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第 三 节 Ж Жел x, 


《 括 要 算法 》 卷 1 为 “ 翅 积 总 术 ”， 记 自然 数 前 ”项 寡 和 公式 
(п=1, 2, 3, =, 10, 11) 及 其 推导 过 程 。 操 积 总 术 也 用 注 假名 
的 日 本 式 汉 语 扎 写 。 所 用 术语 如 霹 积 、 招 差 、 笑 、 演 段 、 等 数 、 自 
3€ CF r). FER (GEP), IRA MKA), 3. Bk. XMM 
一 、 通 分 内 子 等 等 用 字 、 取 义 与 中 算 完 全 一 致 。 

关 孝 和 先 于 瑞士 J Bernoulli (1654—1707), 设想 自然 数 前 n 
项 КЖ Еп 的 p 十 1 DA ORE UD. 他 还 认为 这 一 多 
HRO 


aon? ат? Fagan H Бат, (1)‏ = () 8= ر2 


各 项 系数 与 页 宪 三 角形 第 如 十 1 层 系 数 有 对 应 关系 . YES SA AE BN 
记 十 种 演 段 ， 可 以 推 知 他 熟知 以 下 事实 


1 1 
PEDS =n [ + [ata nrbe 
q 
1+1 
с, P (2) 
Р 
M n=] B, 
+1 +1 +1 
pHi-14G|^ | ec." | |^ | 
借 此 得 到 一 系列 递 推 公式 ， 
4 p=1 H}, 2=1+G| ?2]， G,— (2—1) —2 (2.1) 
С = (3— (1+ 3G,)) —3 (2. 2) 


O 见 本 卷 第 六 编 第 三 章 第 三 节 ， 一 、 自 然 数 矫 和 公式 . 
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p=3  A4-144G;4-6G;4-4G; 
Gi— (4— G1+4G,+G,)) +4 (2.3) 
p=4  5=1+5G,+10G;,+10G,-F-5G, 
G.— (5— (1+5G,+10G,+10G;)) +5 (2.4) 
我 们 对 照 关 氏 原著 说 明 如 下 ，. 
公式 (1) 可 以 推导 出 另 一 等 价 表达 式 


P 


2, 1 p+1 
Me-llMs| ; 


п?! B, Jj Bernoulli XX, HF 


1 


В,=1,В,= 1, В,= ‚В, =0, В, = 1, B,—0, B=}, B,—0, 


2 6 30 42 
B=, -. (3) 
关 氏 用 杨辉 及 中 算 习 惯 分 别 命名 

p—1 Ж#, p—2 FIR 
p=3 УЛ. p=4 ZRH 
p—5 WX. ee 

p—11 FRFR. 


前 面 % 个 自然 数 求 和 
推导 


二 项 式 二 次 展开 , 其 
中 常数 项 为 0， 取 系 


置 基数 自 乘 ， 得 数 与 一 个 相 消 得 式 
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EERE (p 十 1 一 2) 内 减 一 级 数 | RB | | 


余 一 为 实 。 以 二 级 数 | | j E 实 如 法 而 
一 ， 得 二 分 之 一 为 如， 是 为 逐 乘 二 级 之 项 数 


二 项 式 三 次 展开 , 其 
中 常数 项 为 0， 取 得 


置 基数 再 自 乘 ， 得 数 与 一 个 相 消 得 式 。 


时 二 级 数 | N -3 ; 取 二 分 之 一 (G1) 得 一 


个 二 分 个 之 一 。 一 级 数 | | || 二 位 相 并 , з 


得 二 个 二 分 个 之 一 。 通 分 内 子 得 五 , 寄 位 。 置 
FERRE — 〈z 十 1)， 以 分 母 2 相 乘 得 六 。 


内 减 寄 位 , 余 一 为 实 ， 置 三 级 数 | | i -3 ; 


分 之 一 为 加 。 是 逐 乘 三 级 之 取 数 (G) №, 
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原著 求 得 C:=0 RF, ЖЕ ЕНБ. “ВЧ, HRL 
数 与 一 个 相 消 得 式 (0, 5, 10, 10, 5, D, BZB% (5), BKZ 
分 之 一 (G1)， 得 二 个 二 分 个 之 一 。 置 三 级 数 (10) ， 取 六 分 之 一 
(cz)， 得 一 个 三 分 个 之 二 。 四 级 数 取 数 空 (С), 一 级 数 A), = 
位 以 遍 通 术 求 同 分 母 六 ， 通 分 内 子 得 三 十 一 ， 寄 位 。 置 三 乘 方 壤 
原 法 五 (p 十 1)， 以 分 母 六 相 乘 ， 得 三 十 ， 以 减 寄 位 ， 余 一 为 实 。 
置 五 级 数 (5) 以 分 母 六 相 乘 ， 得 三 十 为 法 。 实 如 法 而 一 ， 得 三 十 
分 之 一 ， 为 减 ， 是 逐 乘 五 级 之 取 数 (GO 也 。” 于 此 ,原著 所 说 就 


是 公式 (2. 4) 可 得 C4 一 一 26 关 氏 如 法 演 段 至 十 乘 方 强 , 分 别 得 Ci， 


Gz» Сз, **, Gu 180, YE “ARAR” HER GR 7. 3. 7 一 
7.3. 9) 按照 公式 (2), 把 所 算出 的 G; 值 与 所 对 应 的 页 宪 三 角形 数 


HR, 得 到 Gi AME (p+D ai, КЇЗ EL REHEK 


得 到 .显然 C; 就 是 Rernoulli , KB, , їй 2C E30 0] A Bl EL Е Bernoulli , 
所 以 有 人 建议 应 改称 关 孝 和 Bernoulli 数 @. 我 们 知道 杨辉 《乘除 通 
TRE) XCTPEXRBURDUR S.: "— fixi ii zs Fl: FILMI?” 
"Uu ES EJ ERST. ШЇ: RIL? 6 X. RX. MARAR, 
ШЕ УМА DAC. “SEZAR, 底子 三 个 , 问 : 积 几 何 ?” 
“SHERR, TZA, E: 积 几 何 ?” 答 文 、 术 文体 例 也 相 一 
K. 关 孝 和 仅仅 凭借 杨辉 这 一 简短 信息 , 却 推 衍 出 如 此 大 块 文章 
完整 解决 了 自然 数 虎 和 公式 构造 问题 。 


O 沈 康 身 . 关 孝 和 与 李 善 兰 的 自然 数 敌 和 公式 .中 国 数学 史 论 文集 Cm, 山东 
教育 出 版 社 ，1987，81 一 93 
© J., #2, p.160 
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表 7.3.7 WX (常数 项 为 0) 


= 
n 
= 
N 


- | 
єз 


一 
加 
126| 126 ва зво | 
西西 四 西西 
а а азе азаа воа | 
e [e] pn o oen rro | az | o 


从 表 7.3.7，7.3.8 合成 7.3.9 关 氏 的 合成 方法 : 取 7. 3. 7， 
7.3.8 两 表 对 应 数 的 乘积 。 例 如 当 p==3, 就 取 两 表 p 十 1 二 3 十 1= 
4 的 对 应 数 相 乘 ， 并 除 以 十 1= 王 4， 得 立方 操 系 数 ， 


Ээ —T1X1Xm +T xax ixn Û x 6x lxat lx 


-| 
- 
e 


ij 
4xX0XnJ4-— Lxox|- 30 
=, ls 2 

n ntn tw 十 0Xnt0 


Е 
18 


7.3.8 GHE 


ж 


i _ 1 d. 
30 az 30 
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ЕДЕ 
се 
| 

-| © 

[s] 
ЕНЕ 


外 篇 ”第 七 编 H 本 757 
表 7. 3.9 XX GB ZEND XII 
ојанан аз јаз атаа ја аа аја |а а ЕЖ р 
He eae a 
2 
6 
THE one 
د1‎ | 6 — у 
||| | RE me 
2 
ae 8 ms 
21121 arie 
12 T 42 | 42 
2 14 | 12 " 
PEE E анто 
20 2 60 | 45 
ENEBNDUTBEBEBEBETZTH 
10 15110] 2 
55 Ы анз 
55 | 33 
BONOT OHO OHHO 
44 22 | 12 
DBEBEBHBEDBEHEBLZS 


这 种 对 应 二 数 相 乘 , 又 除 以 p 十 1, ЭЕ 1711 3€, 37.3.9 
所 求 自然 数 寡 和 系数 可 直接 查 表 ， 迅 速 获知 。 例 如 p=7 (ARF 
FE) 则 


2 
Dr = аспат" tantan? +Han*+asn? ant t-an 
r=1 


© ЖАЙА (AROR) BORKH P ins, ПВО, USE. B 
右 而 左 记 系数 而 且 分 数 不 是 既 约 的 . 
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3. 8 12 7 14 6 4. 4 2 2 
24^ V 54" “24” _ 24” T 5, 


_ 1 sd 7,2, 7 441,2 
g^ ton tiot 247 1—19" ° 


kaž 行列 式 


关 孝 和 在 1783 年 著 有 稿 本 《 解 伏 题 之 法 》 涉 及 行列 式 。 全 稿 
6 篇 。 从 具体 问题 建立 方程 ,经 过 消 元 、 降 阶 GF) 变形 入 手 。 E 
们 分 4 段 介 绍 主要 情节 。 


一 、 方 程 变形 、 降 阶 〈 次 ) 

1.“ 假 如 有 勾 股 ， HS: 勾 为 实 平方 开 之 。 得 数 与 弦 和 若干 。 
La: ШАФТ. HA.” “RZEKA, HUS. SA, ERUF 
方 数 。 初 依 只 云 数 、 股 、 勾 得 前 式 ， 依 匀 得 后 式 .”(F1l) 出 

EREK: ШЕВ АЈ уа, Б, с. Н. 
Va +с=А, a 十 b==B, 其 中 4,B NEM, Ra, РЕНН. 
HRV a =y, И ЛЖ. CA— y) =с=а +b = a + (B 一 a)? 
CAIRN), Xy =a (后 式 )。 从 前 后 两 式 消去 a,， ERE A yz 
项 式 方程 : 

CA— y)*— ر‎ ^ + (B—y F. 

2.“ 假 如 有 方 台 积 若 干 。 只 云 : FPSB, WRF. XE: 下 
JR, RRIF, HET. HEN.” 

“PA, РУУВАНН, ТУРНА, ERLEA.” (F2) 

这 是 说 : 正方 台 已 给 体积 ， 设 为 了 ; E. FEIER. y, 高 
为 h， 而 已 给 y 十 h= 二 A ，y: 十 及 二 B。 求 ， 上 底 边 长 是 多 少 ? 


O Fl， 指 引 自 《 解 伏 题 之 法 》 第 一 篇 ， 下 仿 此 . 
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方程 中 所 含 未 知 
但 所 列 天 元 式 以 及 消 元 次 序 ， 都 井井有条 ， 我 们 刊 


(图 版 7. 3. 4) 


— 
— 


* 


外 篇 BLR H 
原稿 用 中 算 立 天 元 一 方法 列 方程 ， 消 元 、 降 阶 〈 次 )。 值 得 商 


梭 的 地 方 是 原稿 所 提出 的 问题 有 3 个 未 知 数 ， 


数 条 件 不 全 ， 
出 原稿 对 照 : 


BEN HKE” |^ WEO—’ JRR KHER? © 
— п КЁ Ж — mag RE цек 
gud IR- WARE JEEN RIRE O 


RE ——W-H* gR' E 11] 


E Hinaqa 
—— —— 
HRE 
N^ TEHRE тшн RER __ 
8 dis 
— me 
чке 
KEL BIKIR | ° gO же Ae 
z RER 


HR- UN’ BRIE’ KEA 
=A" RNR Ne IN ак 
TERE 
一 天 一 
PC 
= 


CA—A)'; Е, F 


一 4 一 请 ， y = 
7X4 一 zh， 因 此 可 建立 方程 。 因 V 


图 版 7. 3. 4 


其 中 前 术 是 说 , 下 底 边 长 为 y 


底 长 的 乘积 为 zy 


х (A—h) 


— 
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= (zx? 十 zy 十 y) h， 整 理 后 ,可 得 关于 及 的 三 次 方程 ， 按 中 算 
立 元 术 ， 常 数 在 上 ， 依 次 是 一 次 、 二 次 、 三 次 项 系数 ， 相 当 于 列 
出 一 3V 十 (x? 十 xA 十 42) h 一 (x 十 24) 有 十 hi 二 0。( 前 式 )》 
原稿 “ 巾 ” 字 即 汉字 “和 震 ”， 义 大 巾 、 日 语 作 此 简化 ， 循 我 古 
义 。 这 种 含 未 知 数 的 系数 天 元 式 记 法 是 中 算 从 来 没有 过 的 . 
后 术 是 以 y=A 一 h RA y! +k =B P, ñ: 
— B+ A! —2Ah 4- 2h! —0, (а) 
原稿 中 天 元 式 ， 上 面 所 注 “ 又 云 ” 即 B,“ 和 巾 ” 指 A?; 中 间 所 说 
“和 ”是 h 的 系数 一 24, FEER 的 系数 2。 EK, 关 氏 从 前 式 减 
去 后 式 的 分 倍 ， 借 以 消去 4 的 三 次 项 : 
—6V+ (—B+2Azx+3A2) h— (2x4-6A) h2=0, 
3. 把 二 次 方程 组 变形 为 等 价 的 一 次 方程 。(F4) 
我 们 用 拉丁 字母 代替 相应 的 干支 记 法 ， 本 题 相当 于 说 已 给 
一 c 一 bX 十 ax* =0; (前 式 ) 
一 f 十 ex 一 dz: 二 0。( 后 式 ) 
原稿 (图 版 7. 3. 5) 以 前 式 的 d 倍加 后 式 的 a fi. 就 消去 x? ph, 得 
等 价 的 一 次 方程 组 : 
— (cd+af) + (—bd+ae) r=0, 
4. 把 三 次 方程 组 变形 为 等 价 的 二 次 方程 组 (F4) 
本 题 相当 于 把 三 次 方程 降 阶 (图 版 7. 3. 6) 
—d-Fex-Fba?—az!—0; (前 式 ) 
一 h 一 gz 十 fx 十 eX: 二 0。( 后 式 ) 
原稿 以 后 式 的 一 a 倍 减 去 前 式 的 e 倍 得 
(ad 十 ed) + (ag—ce) x— (af 十 ae) 三 0，( 一 式 ) 
又 以 后 式 的 4 倍 减 去 前 式 的 疡 倍 得 : 
— (dg+ch) + (df—bh) r+ (de 十 ah) =0„ (ZÑ) 
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SEHR HR’ z5 SEE UC TO SEEN" EE 
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h 
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图 版 7. 3. 5 
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Hr 
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= ЭШЕН 
.二 次 方程 组 〈(F5) 


ESE 


RRL 


图 版 7.3.7 


右 表 是 3 个 天 元 式 ， 相 当 于 (图 版 7. 3. 7) 
c+brz+axz =0, (D 
— (2) 
k++hzri+gr=0。 (9 
要 求 三 式 分 别 乘 一 些 数 使 消去 z。 
RD ер, —dh ROR, аһ, 一 bg ROR, bd, —ae Ж 
@ 式 ， 就 得 到 6 个 方程 : 


ceg+begr+aegr’=0, 


外 篇 SUM 日 本 763 


Oo ® 
—cdh —bdhx —adhz* —0, 
OQ ® 
ahf +ahexz+ahdzxz =0, 
O @ 
—bgf —bgex—bgdx!-—0, 
OQ eO 
bdk+bdhz+bdgz2=0, 


—aek+aehz—aegz2=0, 
易于 看 出 具有 相同 汉字 数字 的 系数 和 都 等 于 零 ， 于 是 未 知 数 
T, х 项 已 相 消 。 另 一 条 件 就 是 6 个 常数 ceg, 一 cdh, ahf, —bgf, 
bdk, —aek 的 和 也 应 是 零 。 而 这 6 个 数 刚好 是 方程 组 作 @ 图 式 系 
数 行列 式 


e C 


b 
e 
h 


OQ AR 


的 展开 值 。 

ERRER “E”. “W” PAX: E, hh. EREL 
个 系数 ,其 中 6 个 就 是 三 阶 行列 式 展开 的 项 , 其余 12 个 分 别 是 z， 
r^ 的 系数 ， 它 们 构成 6 对 绝对 值 相等 、 符 号 相反 的 值 。 读 者 可 以 
仔细 琢磨 对 照 。 

2. 三 次 方程 组 (F5) 

原稿 还 以 我 国 天 文 常 用 二 十 八 宿 星宿 名 为 符号 ， 论 述 三 次 方 
程 组 消 元 。 稿 中 的 上 表 是 4 个 天 元 式 (图 版 6. 3. 8) ， 相 当 于 

4 十 cz 十 pz 十 aa 一 0， (D 

h+gz+ fz2+ez2=0, © 

n--my--Fix^-Fkx*—0, © 

s+rz=+qxz°+pz2—0, (QD 
SER 3138—60, BEES г. 


ж XS 


— 
— 
— 
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ШҮ 1 
2 r اڪ ك‎ 
к 


8 8 


ù ы 


图 版 7.3.8 
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原稿 分 别 以 gip, —rle, —gqh, rfk, mgl, —mfp ROR: 
—mqascqk, mbp, —clp, —rbk, ria RDK; rbe, —gbp, —rfa, 
gqa, cfb, —cqe RDR; —cfh, nfa, ble, —nbe, —gla, gbk R 
@ 式 ， 就 得 到 24 个 方程 。 


图 版 7. 3. 9 中 已 注 明 具有 相同 汉字 数字 一 、 LT. m. tnn H 
Ш. Жа. ЖЕЖ ЯВА Р, РЕ, х, тн. 
另 一 条 件 是 24 个 常数 dglp, —drle, —dgak, +, —sgla, sgok 的 
和 也 应 是 零 。 它 们 刚好 是 至 @ 式 系数 行列 式 
d c b а 
А g fe 
n m i Ë 
S rq p 
的 展开 值 。 
三 、 行 列 式 展开 


关 氏 还 在 原著 中 提出 行列 式 计 算 及 其 展开 一 般 法 则 

1. 三 阶 行列 式 的 计算 (F6) 

例 1 

图 版 7. 3. 9 右 为 3 个 天 元 式 , 按照 中 算 习 惯 , 不 记 未 知 数 , 16 
是 行列 式 


一 3 1 2 
诺 为 关 氏 对 此 展开 的 6 项 值 ， 分 别 是 丙戌 康 ( 生 ) 一 (一 3) х 
CZK GD, ERR GRO 分 别 是 32， 一 1， 一 12， 一 12，10。 他 


766 = XZM 


fJ IE SURE ЯВЖ, о 


W m OF Ж + + 

tf 已 H f 已 B 

ÈR Z ж Z x 成 [д 
i р r T H Bi 如 
н н ж A 相 相 三 у 
Ф E ж s s E x x 
-oj Ex] E E] [83 te 
M w w Ww & mw MF Wx 

图 版 7. 3. 9 
例 2 


图 版 7. 3. 10 为 含 零 元 素 的 三 阶 行列 式 。 见 图 自明 ,我 们 不 作 
文字 说 明了 。 


2% | == | AAN HNH 


x|——| ATHAR 
a| 三 = | T 


к Г ЕЕ 


图 版 7. 3. 10 
2. 行列 式 展 开 的 一 般 法 则 
关 氏 对 此 有 正确 论述 :“ 相 乘 数 位 繁多 而 不 易 ,， 故 以 交 式 、 斜 


(D 此 原始 文献 中 生 、 殉 与 原来 定义 不 合 . 
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乘 代 之 .” 他 在 行列 式 展开 时 ， 采 取 “ 交 式 ”“ 斜 乘 ” 二 步 又 . 
其 一 ， 交 式 原著 说 : “从 换 三 式 ， 起 换 四 式 ， 从 换 四 式 ， 起 
HER: 若 顺 逆 相 交 也 。” 后 面 附 列 三 阶 、 四 阶 、 五 阶 交 式 三 表 


(图 版 7. 3.11): 


Sp HI Ж 


四 
ШОС 


анаи 


ЗЕТЕ 
ПГ 


ИИО 


ИШЕЛЕП 


ааа таар 
аиа 

a 

nnnnn 


图 版 7. 3. 11 
右 表 是 说 ， 三 阶 行列 式 展开 “ 交 式 ”只 有 一 种 ， 相 当 于 说 ， 
as а; а 
b; b, b, 


Сз Cz С, 


三 、 二 、 一 是 指 元 素 脚 标 次 序 。 
对 于 四 阶 行列 式 ， 交 式 应 用 3 种 : 
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а, а; а@, а, аз а, а; а, аз а, а, а, 

b, b, b, b, b, b, b, b, bs b, b, b, 
, Li 

Са Сз Сә €1 Ca C4 C3 (Cl Сз Сә Ca Cl 


d, d, d, dil |d} d, d, dil |4 dy d, di 
对 于 五 阶 行列 式 、 交 式 应 有 12 种 : 


45 а, аз а, а, а, ау а, аз а 
bs b, bs b, b, b, b; b b, b, 
Cs C4 C3 C2 Cils C4 Cs €» €3 Cl) ce 
d; d, dj d, d d, d, d, d, di 
ёз е, е; е, е, е, €; & ез а, 


b, bs by b, b, 
Сә Cs C3 C4 C1 
d, d, d, d, d, 
e €; ез е, d 

怎样 获得 这 一 系列 交 式 ? 有 否 一 般 规律 可 循 以 展开 x 阶 行列 
X n 阶 行列 式 有 多少 个 交 式 ?日 本 和 算 学 家 林 知 一 已 有 论文 2 指 
出 ， 交 式 个 数 是 和 。 

四 阶 行列 式 交 式 的 构造 步骤 : 是 从 三 阶 行列 式 的 交 式 3 2 
1 各 加 1 (如 图 7. 3.5), 成 为 4 3 2 然后 沿 右 下 指向 写 ，4 一 4 一 
4，3 一 3，2 一 2。 左 下 角 右 上 角 添 缺少 的 2，3, 右 侧 添 1 一 1 一 1, 这 
就 是 所 求 三 个 交 式 ， 


(D 林 物 一。 和 算 中 的 伏 题 与 行列 式 (英文 )，、 东 京 数学 物理 学 会 记事 ,第 五 卷 第 
二 期 ，1910 
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图 7.3.5 

4 3 2 1,2 4 3 1,3 2 4 1 

五 阶 行列 式 交 式 的 构造 步 又 是 : 从 四 阶 行列 式 的 交 式 各 加 1， 
成 为 

5 4 3 2 ,3 5 4 2,4 3 5 2 
然后 沿 右 下 指向 前 者 写 5 一 5 一 5 一 5, 4 一 4 一 4,， 2 一 2 一 2, 3—3, 3 
一 3; 在 左 和 下角 添 写 缺 少 的 4， 右 上 角 缺 少 的 2， 右 侧 添 1 一 1 一 1 一 
1。 类 似 地 写 出 中 间 以 及 后 者 共 12 个 交 式 (图 7. 3. 6) 


5 4 3.2 1 3 5 4.2 1 4 3 5.2 1 
VE eR NE 
СЭ ONE E 
4 3 2 5 1 s 4 2 31 3 5 2 4 1 


图 7.3.6 
这 一 构造 方法 可 以 一 直 写 出 阶 行列 式 的 全 个 交 式 ， 
RI AR “原著 说 ;“ 交 式 各 布 之 , 从 左右 斜 乘 而 得 生 毫 也 。 
以 左 斜 乘 为 生 , UARRA.” 这 是 说 以 所 得 交 式 为 脚 标 就 可 写 
出 足够 多 的 行列 式 9, 然后 对 这 些 行列 式 分 别 展开 : 自 左上 角 至 右 
下 角 乘 积 为 正 ， 自 右上 角 至 左下 角 乘 积 为 负 。 原 著 还 不 厌 其 详 地 
对 二 阶 至 五 阶 行列 式 的 斜 乘 作 图 解说 明 。( 图 版 7. 3. 12) 不 难 验 证 


O 相当 于 今 称 子 式 . 
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关 氏 的 交 式 与 斜 乘 说 法 是 展开 行列 式 完整 的 叙述 。 
四 、 与 西方 行列 式 工作 的 比较 
众 信 ， 西 方 对 行列 式 的 设想 始 见于 关 孝 和 的 同 代 人 G. W. 
Leibniz (1646—1716, WED 手稿 ?。 手 稿 中 记载 方程 组 
10 十 11z 十 12y 一 0， 
[metes (x) 
30 十 31z 十 32y 一 0。 
存在 的 必要 条 件 是 10X21X32 一 10X22X31 一 11X20X32 十 11X 
22X 304-12 20X 31—12X21X 30— 09 显然 从 以 上 介绍 ; ЗЕ 
类 似 于 方程 组 CO 的 消 元 法 则 有 更 一 般 的 意义 @@。 从 当时 历史 、 
交通 条 件 看 ， 关 氏 的 发 明 与 Leibniz 的 设想 没有 联系 @。 此 外 关 氏 
还 从 三 阶 行列 式 推广 到 Er, 其 理论 可 以 解决 4 个 nn 一 1 次 方程 组 
的 消 元 问题 ， 显 见 东 方 的 见解 超越 西方 。 
关 孝 和 关于 方程 组 降 阶 GX) 消 元 论述 直至 19 世纪 ,西方 人 
仍 有 研究， 并 取得 系统 成 果 。J. J. Sylvester (1814 一 1897， 英 国 
aot” tax" Ч Ча, уха, =0, 
7.3.7) 建立 了 方程 组 @ br bar bb atb 0 
的 消 元 法 则 ， 称 为 析 配 法 (dialytic method), ， 其 中 也 以 行列 式 为 
工具 。 例 如 : 


© ЯАЖ 02. 

10 11 12 
20 21 22 
30 31 32 


© 把 方程 组 (x ) 视 为 三 直线 方程 ,那么 那个 必要 条 件 一 0 就 是 


三 直线 共 点 条 件 ， 

© 把 关 孝 和 3 个 xz 的 二 次 方程 组 中 的 zx? 视 为 男 一 变数 y， 那 么 关 孝 和 与 Leibniz 
方程 组 一 致 . 

© 见 林 稚 一 同一 论文 . 

© F., p.512 
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aox’ +a xr’ 4-a5xz4-a34—0, (D 
box? +b x +b, — 0. (2) 
Мх, 1ФКЖ 0, LAr’, x. 1 依次 乘 包 ， 得 
aox*--a,z?--a;ax!--a4r—0, 
az +a x^ Hax 4-a4—0, 
bart +b х? +b,” —0, ( * * ) 
bar? +b r? 3-5, —0, 
box? +b r +b: =0. 
方程 组 ж) 可 以 视 为 5 个 量 , zt, 2, x^. z, 1 的 齐 次 方程 组 ， 
有 解 的 充 要 条 件 是 
а а, а, а; 0 
О a а, а, а; 
b b b, 0 0.1=0, 
0 b b b, 
0 0 b b, b 
Sylvester 称 此 行列 式 为 (* x) 的 结 
X (resultant), 关 氏 则 称 为 换 式 。( 图 
T. 3. 6) 


Sylvester 的 析 配 法 常用 来 解 多 元 
方程 组 。 例 如 J. J. Sylvester 
z2—2y2—zxz=0, (D 图 1+ 37 


222 —53*4-3y —0, 
可 以 视 (* x х) ух 的 二 次 方程 组 , 那么 方程 四 的 系数 是 1, 一 1， 
一 2y:， 而 的 系数 是 2，0， 一 5y: 十 3y。 因 此 二 者 的 结 式 是 
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1 —1 —2у° 0 

0 1 —1 — 2y’ _0 
2 0 一 5y? 十 3y 0 ° 
0 2 0 —5y 十 3y 


这 就 是 y 一 6y; 一 yy 十 6y 二 0， 它 有 人 解 y 二 0，1，、 一 1，6。 于 是 得 
方程 组 (x x x) 的 解 是 
T. y=0, 0; —1, 1; 2, —1; 9, 6, 


第 五 节 不 定 分 析 ” 
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—. £5 515? 
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关 氏 称 幻 方 为 方 阵 ， 有 专著 《 方 阵 之 法 》。 书 中 以 概论 先导 ， 
所 述 与 现代 幻 方术 语 及 其 含 语 几 无 轩 轻 ， 

“总 子 数 : EN, BRZ, 得 总 子 数 ”是 指 n MINE n 个 
元 素 。 
HRE MEATA, 下 位 添 一 , 以 上 位 相 乘 之 , 得 数 折 半 
之 ,得 共 积 数 。” 这 是 说 MOHAMED OLD. 

“ 纵 、 模 、 斜 角 并 积 数 ” 置 共 积 数 ， 以 方 数 除 之 , 得 纵横 斜 角 
并 积 数 ,” 是 指 n ГНЕ пн). 

“相对 数 ” 置 总 子 数 , 添 一 , 为 相对 数 .” 是 指 n 阶 幻 方 关于 中 


D 在 本 《大 系 》 第 5 卷 ，456 一 467, БЕ), Ж, 
® S., RAER LP, L, KIF. 
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心 对 称 二 元 素 和 是 好 -十 1。 

RES ” 置 方 数 内 减 一 , 余 倍 之 。 得 数 以 从 一 顺 至 此 数 ， 为 
表 数 。 又 以 从 总 子 数 末 道 至 此 数 者 ， 为 里 数 。” 举例 说 ， 对 于 n= 
4 81777: 20п 1) = 6, 6.1 至 6 是 表 数 ,2 一 16 道 至 16 一 
6 十 1 二 11 为 里 数 。 

下 文 所 引 关 氏 构 造 法 都 是 指 对 已 完成 的 m 阶 幻 方 外 围 镶 边 ,使 扩大 
为 m 十 2 阶 幻 方 。 当 m 为 奇数 ，m 十 2 也 是 奇数 。 当 为 偶数 ， MOm 
为 奇偶 数 , m —2(0n— 1) Wim 4-2 是 偶偶 数 ; m-4-2—2 * 2n—4n, © 
m 为 偶偶 数 时 ，m 二 4n， 则 zm 十 2 为 奇偶 数 , mx 十 2 二 4n 十 2 二 2(2n 十 
1)。 因 此 三 者 构造 方法 有 蜡 。 运 用 这 三 种 方法 按部就班 ， 可 以 把 已 成 m 
阶 幻 方 扩大 为 任意 阶 幻 方 。 从 已 存 文献 看 ， 关 氏 方 法 与 法 国 科 学 院 院士 
B. Frenicle de Bessy (1605—1665) AWTR НН] ERIR, 
而 具体 细节 互 异 .由 关 氏 法 不 必 列 和 解 不 定 方程 ， 有 如 下 围棋 ， 按 法 布 
子 ， 一 举 定 局 。 是 其 优点 。 

奇 方 

奇数 阶 幻 方 关 氏 称 为 奇 方 :“ 奇 方 者 、 起 于 三 方 阵 , 乃 从 三 方 
至 五 方 ， 从 五 方 至 七 方 ， 从 七 方 至 九 方 、 逐 效 之 。” 

“ЗЕ ЛЕЖЕ, ЕРЮН, 左右 对 换 , 四 正 出 维 。” 这 
显然 是 杨辉 洛 书 图 构造 法 @ 的 另 一 种 说 法 。 以 洛 书 图 为 核心 可 以 
构造 出 阶 数 更 大 的 奇数 阶 幻 方 。 

与 其 他 两 种 构造 法 一 致 , 构造 方法 分 为 前 后 两 步 , 先是 填 数 ， 
后 是 对 换 。 

“ 置 方 数 内 减 一 , 余 、 折 半 之 , 为 甲 段 数 ; 起 于 右上 角 次 左 格 
至 右上 角 ， 从 其 顺 下 。 置 方 数 ， 内 减 三 ， 余 、 折 半 之 ， 为 乙 段 数 ; 
起 于 右上 角 左 第 三 格 ， 逐 至 左 ， 置 方 数 加 入 一 ， 得 数 折 半 之 ， 为 


(D S., pp883—885 
® 本 《大 系 》 第 五 卷 ，623 
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НВ; 起 于 甲 段 ， 次 下 格 顺 下 至 右 下 角 次 上 格 。 以 甲 段 数 为 丁 
Б; 起 于 乙 段 次 左 格 ， 逐 至 左上 角 。 甲 、 乙 、 两 、 丁 段 各 以 表 
数 ， 从 一 逐 阵 之 。 仍 各 纵横 斜 角 , 以 各 里 数 , 如 合 相 对 数 ， 阵 之 。” 

“以 甲 段 数 , 又 为 对 换 格 数 。 起 于 右上 角 次 左 格 , 命 对 换 格 数 。 
逐 至 左 而 又 对 换 。 复 起 于 右 下 角 次 右 格 ， 命 对 换 格 数 ， 逐 至 上 而 
对 换 。” 

两 段 引 文中 ， 填 数 手续 是 明确 的 ， 在 2 一 1 MAHER 
2n 十 1 阶 须 填 4 В, Hf, 

HE: 从 上 行 右 起 第 二 格 ， 自 左 而 右 地 填 上 1，2。 又 在 右 列 
第 二 格 起 依次 填 3，4，…，n 一 1, n 至 第 n 一 1 格 止 ， 共 nn 个 数 ， 

GE: 从 上 行 右 起 第 三 格 ， 自 右 而 左 地 续 填 % 十 1, n 十 2，…， 
2n 一 2，2n 一 1 至 右 起 第 mn 十 1 格 止 ， 共 nn 一 1 个 数 ， 

WE: ААА» n 格 起 续 填 2n，2n 十 1 ，-…，3n 一 1]，3n 至 
右 列 第 2n 格 止 ， 共 ”十 1 个 数 ; 

TE: 再 从 上 行 自 右 而 左 接 乙 段 填 写 3 十 1，3z 十 2，…， 
4n—]1, ，4n 止 ， 共 个 数 ，。 

甲 、 乙 、 丙 、 丁 4 段 共 4n 个 数 , 因 阶 数 为 2n 十 1, 按照 表 数 的 
EX: 2 (2n 十 1 一 1) 二 4n。 从 1 至 4n 就 是 表 数 ; 而 里 数 就 是 从 n?， 
m” — 1, п? —2 道 序 至 如 一 4n 十 1 也 是 nn 个 数 。 关 氏 是 说 在 所 镶 边 
CÊ 8n 个 数 ) 填 满 4 段 共 4n 个 数 后 ， 再 在 下 行 ( 左 列 ) 填 关 于 过 
幻 方 中 心 水平 ( 竖 直 ) 轴 与 上 行 ( 右 行 ) 一 一 对 应 的 补 数 (4n 
个 )。 

引文 中 所 述 对 换 手续 很 含糊 ,对 照 关 氏 所 作 5, 7 阶 幻 方 (图 
版 7. 3. 13 一 14)， 我 们 校订 为 :“ 对 已 填 的 四 段 以 及 对 应 补 数 共 8z 
个 数 : 左 、 右 列 上 面 n 43, 上、 下 行 左 起 第 二 至 第 n 个 数 共 4n 一 
2 个 数 在 原 格 不 动 。 其 余 左 、 右 列 下 面 n 十 1 KK, E. FREE 


© a 关于 NN 的 补 数 就 是 N 一 a， a 与 N 一 a 就 是 关 氏 所 说 一 对 表 里 数 . 
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第 n 十 1 #Ж2я 个 数 都 分 别 关 于 通过 幻 方 中 心 的 竖 直 、 水 平 轴 作 轴 
对 称 对 换 。” 

经 过 填 数 、 变 换 后 所 灸 边 8* THAD FER: OE. F. Z. 
右 相 应 数 都 有 补 数 关 系 ; DQE, Т1, E. ENKE n+ 个 数 ， 


它们 各 有 幻 和 十 (2n 十 D)((2z 十 1): 十 1);@ 左 上 、 右 下 角 ,右上 、 左 


下 角 两 数 分 别 互 成 补 数 。 因 为 满足 这 三 性 质 , 2n—1 阶 幻 方 已 扩大 
成 22 十 1 阶 幻 方 。 


图 版 7. 3. 13 
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` 
HHEBBBH 
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图 版 7.3.14 
我 们 验证 如 下 : 


Улп=1, 2п4+1=3, 3 阶 幻 方 说 ， 按 法 则 ， 其 相对 数 为 
n'-F1—10,882.. HE, 1, 乙 段 没有 数 ， 丙 段 ，2，3,， 丁 段 : 4; 
又 相应 填 记 它们 的 补 数 (图 7. 3.8 左 )。 然 后 对 换 。 按 照 法 则 ， 仅 
左上 ,右上 两 数 在 原 位 置 不 变 , 其 余 都 如 法 作 轴 对 称 变换 (图 7. 3. 8 


д) , 中 心 格 补 填 5， 这 就 是 洛 书 图 ° 
ао 2 
7| |3] 3] |7) 
6|918 | SEREB 

(ZE) (FT) 


图 7.3.8 
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HEC (7.3.9 GD 甲 段 : 1, 2 £n, BE: n1 €2n—1, 
WB: 2n 至 3n, 丁 段 3n 十 1 至 42， 及 其 42 个 补 数 , 对 换 如 图 7. 3. 9 
(44) 。 性 质 作 @ 的 满足 见 图 自明 。 人 性 质 仿 可 以 经 过 计算 获 证 ,不 妨 
说 ， 对 于 右 列 2 十 1 个 数 之 和 是 ， 

(2 十 3 十 … 十 2) 十 22 十 (2 十 1 一 22。7 一 (人 十 2 十 3 十 … 十 2) 一 47 
=-уп(п+Е1)—1+2я+4н*-Е8я°--6л-Е2—2я*—-ул(я+Е1) 

一 473 十 6z2 十 22 十 1 一 (22 十 1)(222 十 272 十 1) 

= Qn+1)((Qn+1)2+1) 


(87 
偶数 阶 幻 方 分 两 种 :“ 偶 方 者 起 于 四 方 阵 ， 乃 从 四 方 至 六 方 ， 
从 六 方 至 八方 ， 从 八方 至 十 方 , 逐 仿 之 。” 其 中 奇偶 数 幻 方 ， 关 开 


称 为 单 偶 方 。 
DET TEEAT 
n 


N— | N 
N—2 — án 
2nd-1 


N= (2n+1)2+1 
图 7.3.9 (D 
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N— 2n 2n+1 


STEEL 
Bj 7.3.9 Gi) 

“ 单 偶 方 者 〈 六 方 、 十 方 、 十 四 方 谓 单 偶 方 也 )。 置 方 数 内 减 
二 ， 余 为 甲 段 数 ， 记 于 右上 角 左 起 第 三 格 ， 至 左上 角 。 以 甲 段 数 
ALEM, 起 于 右上 角 , 顺 下 至 右 下 角 上 第 三 格 。 以 一 为 丙 段 , 右 
上 和 角 次 左 格 。 又 以 一 为 丁 段 数 ， 右 下 角 上 第 二 格 。 甲 乙 丙 丁 段 各 
以 表 数 从 一 逐 阵 之 。 仍 各 纵横 斜 角 , 以 各 里 数 如 含 相 对 数 , EZ.” 

“以 右上 角 次 左 格 三 格 对 换 , KE ZR, 而 二 格 对 换 。 又 隔 二 
格 而 二 格 对 换 ， 逐 如 此 ， 至 左上 和 角 右 第 三 格 也 。 复 右上 和 角 次 下 一 
格 对 换 , 次 隔 二 格 而 二 格 对 换 , 又 隔 二 格 而 二 格 对 换 , EMH, 至 
右 下 和 角 次 上 格 也 。” 

引文 是 说 在 偶偶 Can) 阶 幻 方 外 镶 边 成 奇偶 数 阶 2 (2n 十 1) 阶 
幻 方 的 构造 步骤 , 

я. 四 段 每 段 个 数 ， 填 记 位 置 为 : (图 7.3.10 G» 

НВ ”从 上 行 右 起 第 三 格 、 自 右 而 左 地 填 1，2， 至 4n， 则 为 
ж ЕЖ; 

乙 段 ”从 右 列 第 一 格 起 填 4z 十 1，4z* 十 2 8а; 


п 
— 2 
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AK ”在 上 行 右 起 第 二 格 填 8n 十 1 ， 只 一 个 数 ， 

丁 段 ”在 右 列 下 起 第 二 格 填 8n 十 2， 只 一 个 数 。 

F, 2. A, TURRE S+ 个 数 , 符合 表 数 定义 。 再 仿照 
奇 阶 幻 方 在 相应 格 内 填 记 对 应 的 补 数 。 

对 换 步 又 是 ， 

上 行 、 下 行 从 右 起 第 二 至 第 四 格 共 三 数 彼此 对 换 ， 以 后 每 隔 
二 格 对 换 后 面相 邻 二 数 ， 其 他 各 数 不 变 。 

左 列 、 右 列 互 换 第 二 数 , 以 后 每 隔 二 格 对 换 后 面相 邻 二 数 。 其 
他 各 数 不 变 。 

可 以 验证 引文 构造 法 则 使 原来 的 4» 阶 幻 方 已 扩大 为 2 (2n+ 
1) 阶 幻 方 ， 在 图 7. 3. 10 G) 表示 4n STE 1, 2, =, 8n, 8п+ 
1, 8n 十 2; N—1, N—2, -*, N—8n, N—8n—1, N 一 8n 一 2。 后 
构成 2 (2n 十 1〉 阶 幻 方 的 元 素 分 布 图 ， 左 图 为 填 数 ， 右 图 为 对 换 
结果 。 借 此 方法 关 氏 构造 了 4. 10 幻 方 ， 如 图 7. 3. 10 Gi), 


HH he 
7 


N—4n—3 


cce Te 


图 7.3.10 G) 
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(2 (2n+1))°+1 


ы 7.3.10 (D 


1 


рее | < ТЕПП 
(Ж ЕШШ: 
EEK 
pee sper 
°|" sess DICE 
на 


图 版 7.3.15 
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偶偶 阶 约 方 关 氏 称 为 双 偶 方 。 

“ 双 偶 方 者 〈 帮 八方、 十 二 方 、 十 六 方 等 类 双 偶 方 也 )。 置 方 
Ж, 内 减 二 , 余 为 甲 段 数 , 起 于 右上 角 左 第 二 格 , 逐 至 左上 角 。 以 
二 为 乙 段 数 ， 起 于 右上 角 次 左 格 。 以 甲 段 数 为 丙 段 数 ， 起 于 右上 
角 次 下 格 ， 顺 下 至 右 下 角 次 上 格 。 甲 乙 丙 段 各 以 表 数 ， 从 一 逐 阵 


之 。 仍 各 纵横 斜 角 ， 以 各 置 数 如 合 相 对 数 ， 阵 之 。” 
元 2 E J ^ 


图 版 7.3.16 
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“以 右上 角 左 第 四 格 二 格 对 换 , 次 隔 二 格 而 二 格 对 换 ， 又 隔 二 
格 而 二 格 对 换 ， 逐 如 此 。 至 左上 角 也 。 复 从 右上 和 角 二 格 对 换 ， 次 
隅 二 格 而 二 格 对 换 。 又 隔 二 格 而 二 格 对 换 ， 逐 如 此 。 至 右 下 角 上 
第 三 格 也 。” 

关 氏 所 拟 法 则 略 有 外 错 ， 我 们 根据 他 所 作 8 阶 幻 方 (图 版 
7.3.17) 校订 为 : 

Ў. 

BER ”从 上 行 右 起 第 三 格 自 右 而 左 地 填 1，2， 至 4 一 2 JE; 

B 之 ©) A 


图 版 7.3.17 
乙 段 ”从 上 行 右 角 而 右 、 而 左 地 填 二 数 ， 4n—1. 4n; 
丙 段 ”从 右 列 第 二 格 起 填 4n 十 1，4n 十 2 € 8n—2 IE, 
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以 上 三 段 共 有 8n 一 2 二 2 (4я—1) 个 数 ， 符 合 表 数 的 定义 。 
对 换 ”左右 列 上 起 第 一 、 二 两 数 对 换 ， 以 后 每 隔 二 格 对 换 相 
邻 二 数 。 然 后 上 下 行 右 第 一 个 数 对 换 ， 以 后 每 隔 二 格 对 换 相 邻 二 


数 。 最 后 是 左 端 两 数 对 换 。 
图 7. 3.11 示 2 (2n— D RFRA An 阶 幻 方 的 元 素 分 布 情 


Bí. 图 G) 为 填 数 , 图 GD 为 对 换 结 果 ， 以 此 方法 构成 8 阶 幻 方 。 
图 版 7. 3. 17 为 关 氏 原作 。 


HEBBE? 


7.3.11 G) 
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N=4n +1 
图 7.3.11 Gi) 

对 于 4 阶 幻 方 关 氏 作 歌 :“ 四 四 方 阵 , SSE EDR, 内 隅 对 换 , 定 
是 平均 .” 这 显然 是 杨辉 花 十 六 子 图 名 做 法 的 另 一 种 儿 述 。 

我 们 感到 有 兴趣 的 是 对 于 2 (2n 一 1) 阶 ， 当 n= 二 1 BF, 在 2 
阶 方 阵 外 用 关 氏 法 可 镶 4 阶 方 阵 ; 其 所 镶 边 元 素 同 样 满足 性 质 : 对 
应 元 素 间 的 补 数 关 系 以 及 二 行 、 二 列 幻 和 关系 (图 7. 3. 12) 。 遗憾 
的 是 1 至 16 个 自然 数 中 除了 1 至 6, 11 至 16 这 12 个 数 外 , 7 至 10 
那 4 个 数 构 成 的 二 阶 方 阵 , 不 可 能 构成 幻 方 98。 很 可 能 关 氏 遇 到 过 
这 个 麻烦 ， 所 以 他 就 更 弦 易 张 地 移植 杨 氏 旧作 ， 以 纺 读 者 。 


Ф 本 《大 系 》 第 五 卷 ，624 
© 二 阶 幻 方 不 存在 ， 证 明 见 S.， p. 870 
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图 7. 3. 12 
我 们 还 应 指出 ， 偶 偶 阶 约 方 构造 方法 对 换 有 顺序， 应 先 对 换 左 
右 列 ， 然 后 对 换 上 上 下行。 否则 失效 ,图 7. 3. 13 示 反 例 。 其 中 先 上 
下 行 变换 GD, 后 左右 列 对 换 Go. 其 后 果 是 左 、 右 列 元 素 和 不 


ART ETAT (n?+1) =34! 


PEIUS 
ا5‎ | 12 


uj |6 
2 16/13] 3 | 
Cii) (iii) 

[8 7. 3. 13 

МЕЕ (ЯЕ) ВИЕ ГЗ 至 10 阶 幻 方 多 幅 ， 除 3，4 
阶 外 ， 其 余 都 未 详 给 构造 方法 。 关 孝 和 用 灸 边 法 在 洛 书 图 、 花 十 
六 子 图 外 分 别 逐 层 扩 大 为 5 至 10 阶 幻 方 。 可 以 对 照 这 些 作品 与 杨 
作 无 一 相同 2。 可 见 都 是 关 氏 自 创 。 特 别 是 他 的 三 种 构造 方法 很 重 
要 ， 对 之 作 进 一 步 源 流 和 数理 分 析 是 很 艰难 而 又 很 有 意义 的 探索 
工作 。 

#7 [f] 

WERE (тая) AJAR, PRAILE: 以 9 为 中 心 元 


O A CA) ЖЕЖ, 625—639 
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Ж, Жл м4 12, НОЖУ, 88х8=64 个 元 素 ， 含 自然 
313865, RRA ARE. RE (81:26), 与 方 阵 之 法 
类 似 先 作 概 说 。 这 是 关 氏 首创 ; 

“总 子 数 ” 置 周 径 数 ， 自 乘 之 , 得 数 们 之, 添 一 ,得 总 子 数 。” 
是 指 幻 圆 环 ( 径 〉 数 是 n 时 ， 则 共有 元 素 228-1. 

“ 共 积 数 ” 副 置 总 子 数 ， 下 位 添 一 。 以 上 位 相 屠 之 。 得 数 折 半 
之 ， 得 共 积 数 .” 这 是 说 ， 当 自然 数 1 至 2 十 1 作为 元 素 ， 那么 此 
幻 贺 元素 各 数 总 和 是 (x? 十 1) (aD. 

“ 周 径 并 积 数 ” 置 共 积 数 内 减 一 , 佘 以 周 径 数 除 之 ,得 数 添 一 ， 
得 周 径 并 积 数 .” 指 同一 环 〈 径 ， 除 去 中 心 元 素 ) 上 元 素 各 数 的 和 
是 

(2? 十 1) 《2n? 十 1) -1 


“相对 数 ” 置 总 子 数 ， 加 入 二 ， 为 相对 数 .” 指 同 直径 上 与 中 
心 元 素 对 称 的 二 元 素 和 是 一 222z 十 3。 

“BEC ”以 一 为 中 心 , 从 二 逐 同 周 同 径 如 合 相 对 数 , Bu Z .” 18 
填 记 元 素 时 的 原则 是 ,使 同 直径 关于 中 心 元 素 对 称 的 二 元 素 和 应 
是 相对 数 。 具体 填 记 方法 未 详 , 他 只 说 ,“ 而 合 数 繁复 , 难 枚 举 也 ， 
故 省 略 而 已 。” 

关 氏 按 自 己 的 构造 法 作 了 2, 3, 4, 5 环 幻 圆 四 图 , 图 版 7. 3. 18 
为 其 中 一 例 。 他 所 作 幻 圆 概 说 是 幻 圆 理论 的 创举 。 我 们 在 此 补给 
中 心 元 素 为 1,， n 环 ” 直 径 幻 圆 的 一 般 构 造 方法 : 把 自然 数 1，2， 
3, 2n”, 22^ F1 中 的 工作 为 中 心 元 素 ， 其 余 分 成 二 集合 : 

(D2, 3, 4, °“, п2—1, m, n +1; 

@2n +1, 2n, 2п2—1, ++, n*-F4, n" +3, n2+2, 
选取 上 下 对 应 的 元 素 , 使 它们 的 和 是 相对 数 〈2n? 十 3)。 把 它 俩 填 


O 本 《大 系 》 第 五 卷 ，641 


788 SIE KEM 


图 版 7. 3. 18 
在 直径 上 任意 位 置 , 只 要 与 中 心 元 素 极 对 称 。 当 nn F. n 直径 交点 
填 满 了 元 素 ， 幻 圆 就 已 完成 。 理 由 是 显然 的 : 因为 在 直径 上 关于 
中 心 对 称 的 所 有 数 对 : N, N—a; G=1, 2, ++, n), HPN %W 
相对 数 。 同 直径 元 素 和 与 同 环 元 素 和 @ EE RN —n (2z2 十 3)， 刚 
好 就 是 ED tD 一 1. 


关 氏 所 作 四 图 比较 掏 咀 ， 都 用 相继 自然 数 填写 ， 按 上 法 随机 
Ж, 同样 满足 幻 圆 条 件 . 当然 中 心 元 素 如 不 取 1, 情况 就 变 得 复杂 。 
例如 杨辉 攒 九 图 。 其 构造 法 则 应 进一步 探索 。 


© PÈL it. 
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二 、 继 子 立 问题 的 推广 

关 氏 对 《 持 动 记 》 卷 3 继 子 立 问 题 作 出 推广 , 作 专著 《 算 脱 之 
法 》。 此 题 我 们 改 用 昌 黑 子 依次 代表 前 妻 和 后 妻 儿子 , 作 贺 周 排 列 
(图 7. 3. 14) 并 改 用 阿拉 伯 数 字 标 记 数 序 。 


图 7.3.14 

按照 后 妻 自 意 记 上 数 序号 (10 的 倍数 ) 的 全 是 白 子 ,这 包括 第 
150 号 的 前 妻 儿 子 ,将 全 被 剥夺 继承 权 。《 人 尘 劫 记 》 原 图 记 七 十 流水 
号 的 日 衣 儿 童 左 邻 未 给 编号 , 即 图 中 150 号 。 由 于 老人 及 时 指责 ， 
重新 变换 方法 挑选 :从 150 号 开始 , 循 道 时 针 指 向 点 数 ,每 十 人 海 
汰 一 人 ,所 淘汰 的 竟 全 是 黑 衣 人 。 最 后 150 号 险胜 ,取得 继承 权 。 

在 此 专著 中 关 氏 用 古 汉 语 记 其 事 : 

“BZ 38-f уж, BEH: EE, 窗 农 有 子 三 十 人 、 内 十 五 人 
前 妻 之 子 , 十 五 人 后 妻子 也 。 后 妻 以 为 令 我 所 产子 病夫 家 。 或 时 ， 
HRH: 交 立 三 十 子 ， 而 定 算 初 、 顺 算 、 而 中 十 者 脱 去 之 。 使 最 
ЖЕЖ, AKF? 夫 诺 ， 即 后 妻 如 前 图 立 之 。 从 算 初 硕 算 ， 而 既 
脱 去 继 子 十 四 人 。 止 一 人 ， 彼 目 ， 迄今 ， 一 篇 脱 去 了 。 请 此 后 以 
我 为 算 初 ， 道 算 ， 而 脱 去 看 。 乃 如 其 言 ， 终 。 后 妻子 之 脱 尽 ， 而 
彼 继 子 一 人 止 ， 得 般 夫 家 也 。 此 其 野 台 之 语 ， 而 虽 不 是 取 之 ， 然 
又 于 算 不 可 无 术 也 。 故 扩充 之 ， 以 述 其 法 也 ” 
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在 此 题 启发 下 ， 关 氏 另 拟 题 ， 相 当 于 说 ， 

第 一 轮 , 把 黑白 棋子 各 15 颗 作 圆周 排列 如 图 左 。 从 4 TER 
时 针 方 向 点 数 CA 子 作 为 1)， 十 倍数 的 子 即 拣 去 。 图 中 记 着 十 倍 
数 的 白 子 都 应 被 拒 去 ， 最 后 一 子 是 记 着 150 的 那 颗 白 子 。 

第 二 轮 , 重新 假设 : 记 着 150 的 那 颗 白 子 不 拣 去 ,而 是 以 它 为 
起 点 出 继续 点 数 ,， 十 倍数 的 子 被 栋 去 。 由 于 前 面 14 颗 白 子 已 被 拒 
去 ,因此 第 二 轮 操作 相当 于 白 子 排 在 15 颗 黑 子 中 的 点 数 游戏 。( 图 
右 )@ 游戏 的 结果 是 : 十 倍数 的 子 全 是 黑色 的 棋子 ! 白 子 作 为 游戏 
的 始点 ， 也 是 游戏 的 终点 。 

关 氏 对 上 述 继 子 立 游戏 ， 特 别 是 第 二 轮 现象 感到 兴趣 ， 他 提 
出 问题 : 一 些 黑 棋 中 夹 着 一 颗 日 棋 作 圆周 排列 ， 从 此 白 棋 为 起 点 
点 数 ， 十 倍数 的 子 全 被 拣 去 。 问 ， 该 有 多 少 颗 黑 棋 ， 白 棋 才 是 游 
戏 的 始点 ， 也 是 游戏 的 终点 ? 

经 过 考虑 ， 关 氏 回 答 : HU. 

N=1，15，21，70， 或 226。 

他 又 进一步 提出 问题 : 黑 棋 中 间 夹 着 一 颗 日 棋 作 圆周 排列 。 从 日 棋 
为 起 点 点 数 ， 依 次 把 m 倍数 On=2, 3, 4, =, 9, 10) 的 子 拣 去 。 
а: 该 有 多 少 颗 (k) 黑 棋 ， 犁 棋 才 是 游戏 的 始点 ， 也 是 游戏 的 终点 ? 

经 过 考虑 ， 他 的 回答 如 表 7. 3. 10。 

关 氏 的 推广 也 说 明 , 凡 是 满足 表 中 的 区 ,k, 点 数 方向 顺 时 针 或 
逆 时 针 不必 规 定 , 异 途 同 归 。 因此 《 尘 动 记 》 卷 3 第 一 节 中 第 二 轮 关 
于 逆 时 针 的 规定 ,可 以 取消 。 故 事 的 戏剧 色彩 益 至 浓郁 号 。 


O 关 氏 原著 未 说 明 点 数 方 向 ， 在 此 特殊 情况 下 顺 时 针 向 或 是 逆 时 针 向 的 结果 是 
一 样 的 . 

© 为 记 数 方便 ， 图 中 的 棋子 不 以 黑白 色 区 分 。 正 中 上 面 不 记 数 序 的 那 一 颗 是 第 
一 轮 最 后 一 只 日 子 . 

© 也 就 是 说 ,起 到 改变 日 胡 人 命运 的 关键 ,仅仅 依赖 于 “从 仅 余 的 前 妻 儿子 数 
Же”. 
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表 7.3.10 
m Ё 
2 1, 3, 7, 15, 31 
3 3, 5, 8, 30, 69 
4 1, 4, 8, 11, 15 
5 2, 5, 11, 14, 36 
6 1, 2, 7, 13, 73 
7 22, 49, 92, 234, 319 
8 1, 4, 9, 19, 29 
9 90, 145, 207, 233, 474 
10 1, 15, 21, 70, 226 


我 们 知道 有 个子 作 圆周 排列 ,用 “网 mma 去 一 ”方法 去 子 。 如 
每 次 所 去 子 编号 为 W， (2E0，1，2，…，& 一 2, & 一 1)。 这 些 编号 
Em, 有， 点 数 方向 ( 顺 或 道 时 针 ), 起 始点 位 置 都 有 依赖 关系 。 在 
《 算 脱 之 法 》 中 关 氏 不 仅 对 确定 的 mx， 还 对 不 同 的 m, k P 08 S 
地 说 明 k 是 多 少时 (不止 一 个 ) 使 

N,—0 (1) 
他 论述 了 更 一 般 的 问题 及 其 解法 如 下 : 

“ 置 一 为 原 法 ， 实 位 先 室 。 仍 、 法 一 、 实 脱 数 各 累加 之 。 实 满 
法 ， 则 去 之 、 遇 实 尽 ， 而 法 数 内 减 一 。 余 为 正 限 数 。 求 次 正 限 数 
者 ， 置 前 法 ， 实 位 又 空 。 法 一 、 实 脱 数 ， 各 累加 之 。 实 满 法 而 去 
2. BRR, MENA, RANKER. EMH, REK 
诸 数 也 。” 

乍 一 看 ， 使 人 很 难 理解 。 经 仔细 推荐 ， 关 氏 所 论 正 是 对 不 同 
Hm, k 怎样 确定 ,使 满足 (1)。 用 现代 数学 语言 表述 ， 关 氏 所 
论 就 是 用 一 系列 同 余 式 计 算 ， 获 解 : 

0zr,—0 (mod 1) (2.1) 
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m--r,—m-zr; (mod 2) (2. 2) 
m-Fr,==r, (mod 3) (2. 3) 
m --r,-57Er4-| (mod £— 1) (2.Ё— 1) 
mri_iri=0 (mod Ë) (2. Ë) 


E (2) 式 与 关 氏 有 用语， 我们 对 照 表 7. 3. 11 解释 如 下 : 
3X 7.3.11 


EX 关 氏 用 语 
, ..., Ë—1 


式 
21 | 局 余 式 等 号 左右 侧 都 等 | 2 0... 
2.2 

至 


КТЕ» 
都 是 “ 实 ”， 其 中 每 次 所 
同 余 式 左 侧 Кт ЛЖ, KREA “KÑ 


1 
Я 
H 
运算 : m+ r= rm 


Ж”, 
2. b-1 
同 余 式 右 侧 的 剩余 称 为 “前 法 ”。 
(mod £—1) REMZ”. 
2. k 所 求 黑子 数 是 “法 数 内 减 一 , 余 为 正 限 
k—1 37.0 


继续 上 面 的 运算 ， 直 到 
再 次 发 生 剩 余 为 0， 此 时 又 
得 另 一 黑子 数 满足 条 件 《〈1) 


“ЖИН, КІР 
Жш”, 


BORN ее» 


D 关 氏 有 兴趣 的 是 : 白 子 作为 编号 0, 有 多 少 个 黑子 ( 正 限 数 & 上 一 1) ;那么 Ni 二 0. 
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关 氏 还 以 m==5 为 例 ， 具 体 解释 ， 怎 样 求 满足 条 件 (1) Kk, 
他 说 : 

“假如 五 脱 者 ， 置 一 为 法 ， 实 位 先 空 。 法 加 一 ， 实 加 五 ， 得 法 
二 、 实 五 。 以 法 去 实 ， 余 一 。 又 法 加 一 ， 实 加 五 ， 得 法 三 实 六 。 以 
法 去 实 ， 无 余 。 即 法 三 内 减 一 ， 余 二 为 正 限 。 又 置 前 法 三 ， 实 位 
又 空 。 法 加 一 ， 实 加 五 ， 得 法 四 、 实 五 。 以 法 去 实 ， 余 一 ， 又 法 
加 一 ， 实 加 五 ， 得 法 五 实 六 。 以 法 去 实 ， 余 一 。 又 法 加 一 ， 实 加 
五 ， 得 法 六 、 实 六 。 以 法 去 实 ， 无 余 。 即 法 六 内 减 一 ， 余 五 ， 又 
为 正 限 。 次 第 如 此 ， 求 正 限 诸 数 也 。” 

为 便于 理解 ,上 面 论述 , 我 们 用 相当 的 同 余 式 表达 , 表 7. 3. 12 


对 原著 用 语 作 出 对 照 
表 7.3. 12 ”对 于 mm 一 5 Ёк, ФМ, =0 
同 余 式 计算 жЕ 
0==0 (mod 1) “ 置 一 为 法 ， 实 位 先 空 ” 
“法 加 一 ” (1 十 1 二 2)，“ 实 加 玉 ” (0 十 
5+0=1 (mod 2) 5) 


“得 法 二 、 实 五 ”。“ 以 法 去 实 ， 余 一 ” 
(5—2—2=1) 


5+1=6=3=0 (mod 3)，|“ 又 法 加 一 ”(2 十 1 二 3)“ 实 加 五 ， 得 法 
于 是 所 求 黑子 数 是 3 一 1 | 三 实 六 ， 以 法 去 实 、， 无 余 ， 即 法 三 内 减 
== 2, — 5 余 二 为 正 限 ”。 
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SX 
同 余 式 计算 关 氏 用 语 


ая 又 置 前 法 三 ， 实 位 又 空 。 


0==0 (mod 3) 
法 加 一 ， 实 加 五 ， 得 法 四 、 实 五 ， 以 
5+0=5==] (mod 4) 


法 去 实 ， 余 一 。 
S 1-671 (mod 5) 又 法 加 一 , RMR, 得 法 五 、 实 六 。 
以 法 去 实 ， 余 一 。 
5+1=6=0 (mod 6) 又 法 加 一 , KME. 得 法 六 、 实 六 。 
于 是 得 另 一 黑子 数 : 以 法 去 实 , 无 余 。 即 法 六 内 减 一 , RE, 
6—1=5 LAER. 
5+0=5 (mod 7) 
5+5=10=2 (mod 8) 
5+2=7 (mod 9) 
5+7=12=2 (mod 10) 
5+2=7 (mod 11) 次 第 如 此 ， 求 正 限 诸 数 也 。 
5+7=12=0 (mod 12) 
于 是 另 一 黑子 数 
12—1=11 
继续 运算 可 得 第 四 个 黑 
T3 5 
15—1=14 
第 五 个 黑子 数 为 
36 一 1 一 35 


m=5 是 奇数 ， 关 氏 的 解法 也 适用 于 m 是 偶数 ， 例 如 m= 二 10 

10==0 (mod 2) (3.1) 104+7==7 (mod 10) (3.9) 
10+0=1 (mod 3) (3.2) 104-7256 (тоа 11) (3.10) 
10 十 1 三 3 (mod 4) (3.3) 10+6=4 (mod 12) (3.11) 
10 十 3 三 3 (mod 5) (3.4) 10+4=1 (mod 13) (3.12) 
10+3=1 (mod 6) (3.5) 10+1=11 (mod 14) (3.13) 
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104-124 (mod 7) (3.60 104+11==6 (mod 15) (3.14) 
10+4=6 (mod 8) (3.7) 104-6==0 (mod 16) (3.15) 
104-6257 (mod 9) (3.8) 

通过 (3) ЖИ, 说 明 k=2 或 二 16 都 满足 条 件 (1), 特别 
是 后 者 相应 的 正 限 数 (黑子 数 ) k—1=15, 刚好 是 《 尘 动 记 》 继 子 
立 问 题 第 二 轮 点 数 时 、 后 妻子 人 数 。. 

表 7. 3. 12 就 是 用 他 发 明 的 算法 获 解 。 

ARRERA Hm, k 间 的 一 般 代 数 关系 , 其 中 引人入胜 的 研究 
价值 ， 当 不 逊 于 西方 Kirkmen 十 五 女生 问题 , 有 待 我 们 进一步 
RR., FÈ. 


© WER, 万 中 通 《 数 度 衍 》 中 所 见 的 约瑟夫 斯 问题 ， 自 然 科 学 史 研 究 ，2002. 
21 (1), 29~35 | 
ERG, ЖУРЕ B] ESE Eur, БКВ Е, 2003. 22 (1), 60— 
68 
® S$. ， 第 八 章 第 二 节 ， 四 、Kirkman 十 五 女生 问题 . 
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KEF 668 FRR 669 
(Akhmin С] 789) KE), 6—7 世纪 文书 . 
单位 分 数 78 ”余数 问题 79 
Alcuin， 约 756 一 804， 英 国 
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索 ， 西 方 人 人、 阿拉 伯 人 都 用 拉丁 字母 拼写 ， 少 数 特别 著名 学 者 附 相 应 汉 译 名 . 
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Archimedes (ШЖ). £4Bj287— Hj 212, 3555 
不 定 方程 :《 牛 群 问题 》186 
平面 图 形 ;《 正 七 边 形 作 法 》189 《 引 理 之 书 》191 
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相亲 数 628 叶 形 线 638，669 
Dinostratus， 前 4 世纪 ， 和 希腊 
化 圆 为 方 138 
Diocles， 前 2 世纪 ， 和 希腊 
立方 倍 积 223 Ж #% 222 
Diophantus. 3 世纪 下 半 叶 ， 和 希腊 
《算术 》241 
符号 代数 242 
适 定 方程 243 一 元 一 次 方程 243 线性 方程 组 243 
可 以 化 为 线性 方程 组 的 二 次 方程 组 243 
可 以 化 为 二 次 方程 的 二 次 方程 组 244 
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36 车 官 问题 680 七 桥 问题 680 
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Mersenn 数 628 相亲 数 628 

Ferrari, L.. 1522 一 1565， 意 大 利 
四 次 方程 求 根 公式 606 

Fibonacci, L. (AEQ. £31170—£291250, EAKA 
数 系 及 其 运算 ， 整数 537 普通 分 数 542 


单位 分 数 545 
算术 ， 比 例 550 单 假设 法 554 双 假 设法 557 
代数 :一 元 一 次 方程 561 二 次 方程 562 


三 次 方程 562 方程 组 563 
数论 与 不 定 方程 ， 数 论 565 四 道 闭 名 算 题 568 
同 余 式 组 576 
数列 576 几何 580 
Frenicle de Bessy, B.. 1605 一 1675， 法 国 


约 方 679 

Fuss, N.. 1755 一 1826， 瑞 士 
双 圆 四 边 形 662 

Galileo, С. (WMA). 1564 一 1642， 意 大 利 
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Gauss, С. F. (高 斯 )、1777 一 1855， 德 国 
算术 基本 定理 630 代数 基本 定理 630 复数 平面 表 
示 627 同 余 理 论 639 r 表达 式 665 
J. D. ，Gergonne，1771 一 1859， 法 国 
三 线 共 点 661 
关 孝 和 ， 约 1642 一 1708, 日 本 
几何 : 圆周 率 731 球体 积 736 
几何 代数 ， 正 多 边 形 边 长 、 内 接 圆 半径 与 外 切 圆 半径 742 
目 然 数 融和 751 
行列 式 : 方程 变形 、 降 阶 758 方程 组 消 元 762 
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行列 式 展开 765 与 西方 行列 式 工作 的 比较 770 
不 定 分 析 773 — 
趣味 数学 ; 幻 方 与 幻 圆 773 继 子 立 问题 推广 789 
Halayudha 10 世纪 ， 印 度 
二 项 式 展开 系数 表 292 
Hegesippus, 73756 世纪 ， 意 大 利 
Josephus 问题 622 
《哈里 斯 纸 草 》71 
Heron of Aleyandria (海伦 )， 公 元 1 世纪， 和 希腊 
《 论 度量 》223 
151: 图 形 面积 224 斜 三 角形 224 正 ” 边 形 225 
图 周 率 227 弓形 227 
卷 2: 立体 体积 230 长 方 台 230 台 231 
圆 环 231 正 多 面体 232 
卷 3， A AI EE 233 
Hippasus of Metapontum. 前 5 世纪 ， 希 腊 
无 理 数 /2 129 
Hippias of Elis， 前 400， 和 希腊 | 
Ф181 20777 136, 676 三 等 分 任意 角 132 
Hipocrates of chios. 前 5 世纪 下 半 时 ， 和 希腊 
月 牙 形 135 立方 倍 积 133 
Horner CEN), W.G.1785—1857, 8 
数值 解 方程 632 
Hypatia. 370—415, ЖШ 
PF Apollonius fll Diophantus 的 专著 276 
Iamblichus. 约 250 一 约 330， 希腊 
完美 数 627 
Ibn al-Haytham 965 一 1039 ,. 
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Н ЖЯ 446 抛物 线 弓 形 回 转 体 体积 448 
吉田 光 由 . 1598—1672, 日 本 
(EDIE) 688 
度量 衡 制 度 690 
记 数 法 ， 运算 法 则 与 珠算 692 
ЖЖ: 四则 运算 694 折扣 696 利息 697 
数列 698 分 配 比例 699 百 五 算 701 
几何 : 平面 图 形 701，711 立体 体积 703，713 
测量 706 
趣味 数学 :999: 713 幻 圆 714 分 油 问 题 715 
药师 算 716 继 子 立 717 BUS. 718 
今 村 知 商 .17 世纪 ， 日 本 
(EZR) 721 
直线 形 与 多 面体 723 
KEE 727 圆 面积 727 周 长 727 
5 EA 728 ХУВ 727 
《 卡 宏 纸 草 》70 
al-Karaji. (al-Karkhi). 10 世纪 与 11 世纪 之 交 ”阿拉伯 
解 方程 组 444 自然 数 笑 和 445 
al-Kashi ( 卡 西 ).? 一 1429， 阿 拉 伯 
算术 ， 有 理 数 运算 466 数列 469 算 题 469 
几何 : 混合 题 472 圆周 率 478 
代数 :二 项 式 展开 系数 表 480 数值 解 方程 480 
算 题 489 
数论 493 
| AXE 4 BT 495 
优美 解 503 
J. Kepler, 1571—1630, #8 
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半 正 多 面体 614 
al-Khowarizmi ( 花 拉 子 米 ). 约 783 一 约 850， 阿 拉 伯 
算术 ， 记 数 法 414 假设 法 418 比例 418 
代数 : 复原 与 对 消 419 二 次 方程 求 根 公式 420 
算 题 424 
几何 : 平面 图 形 432 立体 434 
Leibniz, G.W. (CG JEX). 1646 一 1716， 德 国 
重心 定理 660 虚数 626 圆周 率 表 达 式 664 
Lombere, S. dela, 1687—1688 
KIJ 679 
Machin, J.. 1680—1751, Ж[ 
圆周 率 表达 式 665 
Maclaurin, С.. 1698—1746, ЖЕ 
三 等 分 角 669 蜂 房 极 值 683 
Mahavira (#2). 9 BE, PE 
《计算 纲要 》324 
计量 及 运算 法 则 327 计量 制度 327 整数 329 
分 数 329 
算术 :比例 329 计 息 331 黄金 成 色 331 
趣味 数学 332 单位 分 数 333 


代数 ， 线 性 方程 组 337 二 次 方程 GR) 340 
高 次 方程 342 

不 定 分 析 :， 同 余 式 (组 7344 不 定 方程 组 345 
几何 349 
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Menaechmus， 前 4 世纪 中 叶 ， 希 腊 
立方 倍 积 133 
Menelaus of Alexandra, 1, 2 世纪 之 交 ， 和 希腊 
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共 点 线 237 
Mersenne, M.. 1588 一 1648， 法 国 
Mersenne 数 627 完美 数 627 


Metrodorus. 5, 6 世纪 之 交 ， 和 拜占庭 (RF 4) 
《和 希腊 和 能 言 》509 
比例 问题 509 三 人 互 给 511 余数 问题 511 
Diophantus 年 龄 512 合作 问题 513 
(Michigan 纸 草 》 MLC 1950 77 
Moschopoulos M.. 13~14 HAE, #5 CRF 4) 
立体 幻 方 518 完美 幻 方 518 
《莫斯科 纸 草 》68 
《莫斯科 精品 泥 版 》116 
Nasir ad-Din. 1201—1274, ФИЙ 
正弦 定理 459 解 三 角形 461 
Newton, I CFBD. 1643—1727, XE 
四 边 形 661 Newton 线 661 四 边 形 Newton 点 662 
立方 倍 积 677 布 列 方程 633 
Nicomedes ， 公 元 前 3 Bg, FH 
#{# 218 三 等 分 一 角 218 立方 倍 积 219 
Nicomachus. 公元 后 100 年 时 人 ， 和 希腊 
完美 数 627 Mersenne #627 月 然 数 三 次 需 和 236 
Omar Khayyam. 1046 一 约 1131， 了 阿拉伯 
圆锥 曲线 解 三 次 方程 454 
Oresme, N. 291320—1382. 法国 


调和 级 数 519 
Ozanam, J.. 1640—1717, #8 
心脏 线 670 


Paccioli L.. 291445—2541517, BKA 
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虚数 594 
Pappus. 4 Hé EFM, FH 
《数学 汇编 》254 
#3 三 种 平均 (中 项 )255 
=4 勾 股 定理 推广 256 皮 折 刀 形 的 研究 256 
三 等 分 一 角 258 正 多 面体 259 
卷 5 ”蜜蜂 的 智慧 266 等 周 问题 268 


157 所 请 Guldin 定理 268 交 比 268 Pappus 定理 
269 所 谓 Desargues 定理 270 所 谓 Simson 


定理 270 FriB Castillon-Crammer 定理 271 
三 角形 定理 271 
=з 三 角形 重心 272” 作 图 题 273 
Pascal, B.. 1623—1662, TEE], Pascal, E. 的 儿子 
二 项 式 展 开 595 六 边 形 共 点 线 663 
Pascal, E. 1588—1651 TEES 
AHR 670 三 等 分 一 角 675 
Pell，J，1611 一 1685， 英 国 
Pell 方程 316 
Перепёдкин, Д. И. 苏联 
正 多 面体 182 
Planudes, M.. 13—14 HEZ, F hE 
平方 根 近 似 值 516 老人 遗产 516 长 方形 518 
Plato， 前 427 一 前 347， 希 腊 
勾 股 数 137 立方 倍 积 138 正 多 面体 139 
Plingala, 3 №02, PPE 
组 合 291 
《Plimpton 322 泥 版 文书 》100 
Ptolemy. 约 公 元 100 一 约 170， 和 希腊 
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‚ 正 多 边 形 239 1*388 2X [Bi 240 
Pythagoras (АЈА РУЯТ). ВГ 580—8 500, 18 
拟 形 数 126 完美 数 127 相亲 数 128 
勾 股 数 128 勾 股 定理 130 数 的 中 项 128 
无 理 数 129 
Regiomontanus。1436 一 1476， 德 国 
垂 心 611 圆 内 接 四 边 形 612 
(Rhind RA) 纸 草 》 前 1650， 埃 及 
单位 分 数 表 48 一 52 
分 配 62 比例 问题 59 单 假 设法 58 
面积 64 体积 64 数列 问题 56 陡 度 66 一 68 
Schooten, F. van. 1615 一 1660， 和 荷兰 
三 角形 角 平 分 线 659 
Shanks, W. 1812—1882, Ж[® 
圆周 率 665 
Stewart, M.. 1717—1785, BE 
三 角形 定理 660 
(Strassberg 367 泥 版 文书 》109 
Ruffini，P.1765 一 1822， 意 大 利 
数值 解 方程 632 
《算数 书 》 出 土 残 简 4 一 16 与 “ 九 数 ”的 关系 16 一 18 
格式 18 用 语 18 一 20 经 济 活动 20 
算 题 题材 20 术 21 一 22 素 因 数 分 解 22 
分 数 基本 性 质 23 合作 问题 24 假设 法 25 一 28 
圆 29 同 余 概 念 29 一 30 比例 30 验算 31~-32 
与 埃及 纸 草 文书 比较 32 一 34 与 巴比伦 泥 版 文书 比较 34 
~35 与 印度 星期 数学 比较 35 一 37 
Sulbasutras. (《 圣 坛 建筑 法 典 ))， 前 3 Hor, PE 
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几何 282 不 定 分 析 285 
Sylvester, J. J.. 1814 一 1897， 英 国 
结 式 772 
Tartaglia，N. .1499 一 1557， 意 大 利 
三 次 方程 求 根 公式 599 嫉妒 的 丈夫 623 
定 半径 作 图 614 夺 码 问题 621 分 油 问题 622 
Jesephus 问题 622 分 割 正 方形 623 
Thabit ibn Qurra. 29826—901, Н 
数论 435 代数 435 几何 436 
Thales， 前 6 №42, 18 
对 顶 角 125 测量 问题 125 
Theon of Alexandria. 4 世纪 ， 和 希腊 
开平 方 275 
Varignon, P.. 1654 一 1722， 法 国 
四 边 形 中 点 连 线 661 
(УАТ JÉMOCB 111 
Уга, F.. 1540—1603, ËJ 
三 、 四 次 方程 求 根 公式 609 立方 倍 积 615 
Vinci, L. da ( 达 芬 奇 )，1452 一 1519， 意 大 利 
勾 股 定理 611 立方 倍 积 化 圆 为 方 615 


正 多 面体 614 
Virasena. 710—790 ЮЖ 
圆 台 体积 292 
Viviani，V。1622 一 1703， 意 大 利 
正三 角形 659 


Wallis, J.. 1616-—1703, Æ 
虚数 625 r EE TUR 664 
Wessel, C.. 1745—1818, Ж 
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虚数 626 

《YBC 泥 版 文书 》102 

Zeno of Elea. 约 前 490 一 前 430， 希 腊 
PF16137 

Zenodorus. 前 2 世纪 ， 和 希腊 
极 值 问 题 220 


